LYCEE CHARLEMAGNE
Mardi 3 octobre
M.PS.1.2
209 IDonnez une primitive de 6 — Sin(0) (avec preuve et intervalle de validité) [ zp )

Montrez pour tout quadruplet de réels strictement positifs (a, b, ¢, d) :
b b d 2.a.b
> Vb, TS s Yabed et 2 < Vab(G)

4 a+b >
[co0o | L’équation z3 4+ 9 +18.i = (1 +4.i).z2 + (9 — 6.i).z d’inconnue complexe z admet une racine réelle. Trou-
vezla[ i, ] Trouvez ensuite les deux racines complexes qui manquent ap._ |

Combien I'équation x* = 3!8 a de solutions dans R (et si il y en a pouvez vous les trouver ?). Combien
l'équation x'/* = /2 a de solutions ? Et si il y en a pouvez vous les trouver (T

Y Complétez la liste des opposés et des inverses (opérations modulo 17 dans tout cet exercice)| sp.
| a | O] 1] 2] 3] 4] 5] 6| 7] 8] 9| 10 11| 12| 13| 14| 15| 16|

—a 11
1/a X 13 7 15
a* 2 13 2
Justifiez : 15! = 1 en écrivant les quinze facteurs dans un ordre judicieux.[ 25t

, . 2x + 5y = 7 ).
Résolvez le systeme{ 3x 4 2y — 3 d’inconnues x ety 2p )

Résolvez I'équation x2 + 12.x + 6 = 0 d’inconnue X ]

In(1+a.x)
In(1+b.x)

5. Calculez g(0) et montrez que g est

On se donne deux réels a et b vérifiant 0 < a < b. On définit f = x —

g(x)
(1+a.x).(1+bx).(In(1+ b.x))

b
positive i ] Déduisez In (1 + g) X In (1 + E) S(ln(z))z.
Dans cette classe a petit effectif, la moyenne

| | Alice | Bintou | Clio [ David | Elise | Fatah | Gwen | ot de 10 en maths et en physique. Retrouvez
maths 2 2 2 10 20 14 les notes Justifiez que la médiane en maths
physique | 10 12 20 1 20 2 est a 10, en physique aussi.
G
H

sur |0, +ool.

Explicitez ¢ dans la formule f' = x —

Rappel : médiane d'un échantillon de taille impaire : il y a autant d’éléments au dessus qu’en
dessous.
Retrouvez les deux notes qui manquent. On attribue a chaque éleve comme

maths + physique e A
note sa moyenne + phystq . Vérifiez que la moyenne de classe reste a

2
10, mais quelle est la médiane ?( zp ]

(A, B, C, D, E, F, G, H) est un octogone orienté dans le sens positif dans le

Zr — 2z Zp —z Zp —z
plan complexe. Calculez “E 28 Caleulez ~2—"E Calculez =2 —=C (50

ZDp —ZH ZA —ZH Zc — ZB D
0,17, 34, 51, 68, 85,102, 119, 136, 153, 170, 187, 204, 221, 238, 255, 272, 289, 306, 323 c
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) Moyennes.

L'inégalité va.b < g _; b vient de (/a — v/b)? > 0 qui donne en développant a — 2.v/a.b + b > 0 puis votre résultat.
On écrit le résultat précédent pour a et b, puis pour c et d puis pour va.b et vc.d
a+b c+d
V/ /. — +
vab < a —; b vabied < a'b; cd < 2 2
a+£+c+d
Ved < c—|2—d cest (a.b.c.d)/* < a+b1c+d < —2 5 2

On pense aussi a appliquer le résultat initial au couple (%, %) :

1 1
1 11 Gt _atb
\/a.b_ a'b > 2 7 2ab

IIn’y a plus qu’a passer a l'inverse sur ces quantités strictement positives.

On peut aussi a la main calculer

— 2ab _ (a+b).Vab—2.(Vab)? Vab
a’b_a—kb_ a+b a+b

(a+b—2.Vab)

et d’autres chemins sont aussi possibles.

it | Primitive(s) du sinus.

6
On propose 6 — In (tan (E)) et on vérifie en dérivant une composée. Le domaine de validité est |0, I1[ par

exemple.

™ Troisieme degré dans C.

7 e

Si on nous le dit z3 +9 + 18.i = (1 +4.i).z2% + (9 — 6.i).z avec z réel.
On identifie partie réelle et partie imaginaire :

P2+9=224+6zet18=42>—62

L’équation du second degré a 4.72 — 6.z — 18 = 0 a deux racines réelles : 3 et —3/2.

— —3\3 —3\2 _
Mais ce serait idiot de mettre a la poubelle 'autre équation. Et 73 ne vérifie pas <73> +9 = (—3) + 6.—3
tandis que 3 vérifie 3> +9 = 3% + 6.3.

Comme on impose de raisonner par équivalences, la seule solution est z = 3.

Une fois qu’on a fait ¢a au brouillon, on propose et on vérifie !
3% 494184 = (1+4.)3%*+(9—6.).3

On tient une racine, il suffit ensuite de factoriser.
Méthode Viéte : une racine de z3 — (1 4 4.i).z2 — (9 — 6.i).z + (9 + 18.i)) = 0 vaut 3, on note les deux autres b et c



3+b+c=(1+4.)
etonsait| 3.b+3.c+ b.c = —(9 — 6.0)
3.b.c = (9+18.i)

On trouve b + ¢ et b.c et on reconstruit I'équation du second degré.

On peut aussi diviser « a la main »
22— (14+40)22+(9—6.d).z+ (9+18.4) = (z—3).(z22 + 2 — 4.i).z— (3+6.0))

(on pose a priori trois coefficient, on développe, on identifie)
On calcule le discriminant de I’équation du second degré

A=2—4i)2+403+6i)=4—16—16i+12424i=8i= (2+2.i)?

(Re [ 12 [=0]
L’extraction de la racine s’est faite par la méthode usuelle A 2+ ] =8
Qm | 2ab | =8
On trouve les deux autres racines| S=1{3, 3i, —2+1i} |et on vérifie si on n’a que ¢a a faire.

X puissance x.

2770

Pour résoudre x¥ = 3! on passe au logarithme (équivalence car application injective).

On est ramené a x.In(x) = 18.1n(3).

Or, x — x.In(x) a pour dérivée x — 1+ In(x) qui s’annule et change de signeen 1/e.

Elle est donc décroissante puis croissante.

Limiteen 0 : 0, valeuren1/e : —1/e. Valeuren 1 : 0. Comme 18.1n(3) est plus grand que 0, il n"y a qu'une solution.

Avec de l'intuition : x.In(x) = 9.2.1In(3) < x.In(x) = 9.In(3?)
On devine la solution et c’est x = 3.

In(x) In(2)

= /2 se raméne a = ——=. Trés tentant d’y voir une solution x = 2.

2 2
L, . In(x) ) 1 )
Mais I’application x — — & Ppourmaximum - atteint en e.

1/x

L’équation x

Et comme elle redescend apres et tend vers 0 en +co, on trouve deux solutions.

C’est d’ailleurs 2 et 4 car 21/2 = /2 et 41/4 = /4 = \/ /4 = /2.

v .

i 5 ‘

| “U

- 4

B s -0.5

B 2 1

3 1

B 1.5
0

U_ . .O.'S. . ‘1- . .1 .'5. . 2 . .2.'5. . 3 . -3.'5. . zi 0 7 D 3 4 5 [ 7 8

= .
il | Travail modulo 17.

On part de ce qu’on nous donne, et on complete vite la liste des opposés. 'opposé de n c’est 17 — n.

| a | O] 1] 2| 3] 4] 5 6 | 7] 8] 9] 10] 11| 12| 13| 14| 15| 16|
—a | O 16| 15| 14| 13| 12| 11| 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
1/a X 13 7 15
a* 2 13 2




Si I’inverse de 8 est bien 15 (8 x 15 = 120 = 119+ 1 = x17 + 1) alors l'inverse de 15 est 8.
Sil'inverse de 5 est 7, I'inverse de 7 est 5 (7 x 5 = 35 = 34 + 1).

1 est son propre inverse de méme que 16 (puisque 16 c’est —1).

Mais si I'inverse de 5 est 7, alors 'inverse de —5 c’est —7 et donc 127! = 10 (de toutes fagons, 10 x 12 = 119 + 1
c’est clair).
On teste ensuite entre eux ceux qui restent seuls, comme 6 et 3 (évident !) ou 11 et 14 (a vérifier) :

a | O] 1] 2] 3] 4] 5] 6| 7] 8] 9] 10] 11[ 12| 13| 14| 15| 16 |
—a 0| 16| 15| 14| 13| 12| 11| 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1
1/a | x 1 9 6 13 7 3 5 15 2 12 14| 10 4 11 8 16

a® 2 13 2
Ensuite, quelques carrés se calculent a la main comme 12, 22, 3%, 42 et méme 5°.
Ensuite 6 et —6 ont le méme carré. Et ainsi de suite.
la | O] 1] 2] 3] 4] 5] 6] 7] 8| 9] 10| 11| 12| 13| 14| 15| 16|

—a 0| 16| 15| 14| 13| 12| 11| 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

8
4

1/a | x 1 9 6 13 7 3 5 15 2 12| 14| 10 4 11 16
a* 0 1 4 9 16 8 2 15| 13| 13| 15 2 8 16 9 1
L’entier 15! est le produit 1 x 2 x 3 x 4... x 15. Si on fait le calcul dans cet ordre, c’est immonde.
Mais si on le prend dans le bon sens, on regroupe les termes deux a deux : 2 avec 9 puisqu’ils sont inverses 1'un
de l'autre, 3 avec 6 et ainsi de suite.

15/ =1x(2x9)Xx(3x6)x(4x13)x (5X7)x(8x15)x (10x12) x (11 x14)=1x1x1x1x1x1x1=1
C’est ce qu’on appelle pour un entier p premier le théoréme de Wilson : (p —2)! =1let(p —1)!+1=0.

2x + 5y =

3x + 2y = 3/ je propose une mise sous forme matricielle :

310 ()

La matrice est inversible, son déterminant vaut 4 — 15 ce qui fait —11 et méme 6. L'inverse du déterminant est 3.

(33)0)-(3)=(C)-G3) ()= (0)-=(4 3)(3)

).On veut un ensemble de couples :| S = {(14, 6)} |

Pour 'équation {

6

On a la matrice < g é ) et 'unique solution ( 14
Pour I'équation du second degré x> + 12.x + 6 = 0, on peut mettre sous forme canonique (x + 6)? — 6.6 + 6 = 0.

(x+6)2=36—-6=230=13

Or, 13 est un carré parfait : celui de 8. L'équation (x + 6)2 = 8 donne x + 6 = 8 (donc x = 2) ou x + 6 = —8 (donc
x=—-14=3).
La somme et le produit des racines sont cohérents.

Sinon, le discriminant A vaut 122 — 4.6 ce qui fait 120 et se réduita 1. On sort 6 = 1 (oud = —1) et on a les deux
meémes racines.

Des logarithmes.

In(1+ a.x)

In(1 + b.x) est définie sur [0, +oo[ et se dérive comme un quotient

L'application f = x —

;o e In(1+bx) —In(1+ax). sy a.(1+ b.x).In(1 + bx) — b.(1+ a.x). In(1 + a.x)
f= (x — (In(1+ b.x))? - ) B (x — (1+ax).(14b.x).In(1 + b.x))? )

On propose| § = x — a.(1+b.x).In(1+ bx) —b.(14a.x).In(1 4 a.x) |et on constate g(0) = 0.
On re-dérive juste ce numérateur :

¢ =xr—a. (b. In(1+ b.x) + (1+ bx) ) — b.(a.ln(l +ax)+(1+ax)

b a )
14+ bx 14+ax



On simplifie ce qui est simplifiable :| ¢’ = x — a.b. (ln(l +bx)—In(1+a. x))

Comme b est plus grand que 4 (et x positif), ona 1+ b.x > 1+ a.x et par croissance du logarithme, g’ est positive.

g est donc croissante. Et g(0) est nul. g est positive que [0, +oo].
Comme g est le numérateur de f’ (avec dénominateur positif), f’ est positive.
Par théoreme, f est croissante sur [0, +oo[.

Comment relier la croissance de f & la formule In (1 + %) x In (1 + Z) (In(2))2?

La présence de In (1 + g) x In (1 + Z) <(In(2))? et In (1 + %) x In ( Z) (In(2))? nous fait penser a f(1/b)
et f(1/a)
a
In(1+7)
1\ b 1y  In(1+1) 1 1
Justement f <E) = TmaE1) etf (E) = —————. Lacroissance de f etla relation E . — donnent directement

n (1+ E)
le résultat

m(143) _ me)
T

que je me vois mal obtenir autrement (mais comment 1’obtenir sans penser a f ?).

1 Notes et médiane.

On note m et p les deux notes qui manquent. On a les équations

24+2+m+2+10+20+14 10+12+20+1+p+20+2
=10et =10
7 7
| | Alice | Bintou | Clio | David | Elise | Fatah | Gwen |
maths 2 2 20 2 10 20 14
physique | 10 12 20 1 5 20 2
On trouvem =20etp = 5.
L’éleve astucieux travaille sur I’écart a la moyenne
| | Alice | Bintou | Clio | David | Elise | Fatah | Gwen |
maths | -8 | -8 | ? | -8 | 0 [ +10 | +4
—24 face a 14, il manque 10
physique | 0 | +2 [+10] -9 | ? [ +10 | -8
—17 a 22 : Elise fait perdre 5 point a la classe
On sort la liste trié en maths puis en physique pour avoir la médiane juste au milieu :
maths |22 |2]10 |14 | 20 | 20
physique | 1 |2 |5 |10 | 12 | 20 | 20
On calcule les notes moyennes
| | Alice | Bintou | Clio | David | Elise | Fatah | Gwen |
maths 2 2 20 2 10 20 14
physique 10 12 20 1 5 20 2
moyenne 6 7 20 1.5 7.5 20 8

La moyenne des moyennes est

1 n—1 + 1 n—1 1/1 n—1 1 n—1 1
z'ngz— Z my+pr) = 5 (< -I;)mwr;-]gpk):i.(loj%o):lo

Mais si on trie la liste :| moyenne | 1.5 [ 6 | 7 [ 7.5 | 8 | 20 | 20 |la médiane esta 7,5.
Alors que la médiane de maths et la médiane de physique étaient satisfaisantes.

Inspiré de « How to lie with statistics ».



Octogone.

72 i
Par construction de I'octogone, les diagonales ont toutes la méme longueur. Les cotés aussi.
Si on calcule le module des complexes demandés, on trouve a chaque fois 1.

Il reste a trouver ensuite les angles, orientés, ce qui n’est pas toujours évident.

H a H g
F F
A A A
E E
B B B
D D
4 c

ZF — ZB Zp — ZE ZDp — ZC
Zp — ZH ZpA —ZH Zc —ZB
|ZF_ZB| o BF . |ZD—ZE| B ED B |ZD_ZC| . CD B
module lzp —zu| ~ HD ! za—zp| HA ' lzc —zp|  BC !
angle (HD, BF) = /2 (HA, ED) =0 (CD, BC) = —n/4
complexe i 1 e—i/4 _ M
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