LYCEE CHARLEMAGNE

Lundi novembre
M.PS.1.2

o0o 1 du . .
Calculez / ——— (vous pourrez poser u = sin(60) et ensuite t = tan(6/2)).
el 0 f Vi ousP p (@) (6/2))

olo 1 1 1 . . . .
Calculez k; \/ 1+ 2 + Kty (réduisez au dénominateur commun, c’est joli)..

020 7T/2
izl Calcul / \/tan(6).49 tu=/tan(9).
alculez | an(0).df en posant u an(6)

L&' L”application f prend un rationnel x, écrit son écriture décimale et remplace tous les 5 par des 4, et le remet sous
forme rationnelle.

1 1 17 73
— — —_— i ’é i = —— a-t- 1 ?
Calculez f ( 2), f ( 4), f ( 1 4). Combien I'équation f(x) 95 @ t-elle de solutions ?

Combien I'équation f(x) = % a-t-elle de solutions ?

L"‘*—"' & On définit ¢ de N dans N par ¢(2°.32.5¢.77.11¢...) = 27230 5¢.77.11¢ . .. et ¢(0) = 0 puis on définit la relation
Jpara <b < ¢(a) < @(b).
Montrez que c’est une relation d’ordre et que 0 en est le plus petit élément.
Montrez que la suite (n!) n’est ni croissante ni décroissante pour <.
Montrez que la suite (p,) des nombres premiers est croissante.
Montrez :V(a,b,c), a <b = a.c <b.c.
A-t-onV(a,b,c),adb=a+cdb+c.
Un entier peut il étre plus petit que tous ses diviseurs ?
Combien y a-t-il d’entiers entre 2020 et 2021 ?

T
W Q@ Pour tout 1, on pose I,, = / t".e~t.dt. calculez Iy, I et Ip.
0

Q Montrez qu’il existe deux suites d’entiers naturels (a,,) et (b,) vérifiant I, = a,, + by.e ! (exprimez a, 1 et b1
al'aide de ayet by).

1 . . . o
OMontrez pour tout n : 0 < I; < P (surtout pas en calculant I'intégrale, mais en la majorant par une intégrale

plus simple, c’est ¢a I'esprit des maths, on réfléchit avant de calculer, alors que dans les autres matieres on vous
demande de calculer et réfléchir en méme temps).

On suppose que ¢ est un rationnel, de la forme P avec p et g premiers entre eux.

1
Montrez alors V(a, b) € Z2, (|a.e +b| < a) = (a.e+b=0).

Concluez : e est irrationnel.

W Sachant a + b.v/5 + ¢.v/25 =

m calculez la somme des trois rationnels a, b et c.
L&' Q Pour tout 1, on pose a, = (1++/3)2" et b, = (1 —+/3)2"+1.

a-Montrez :0 > b, > —1.

On pose S;, = a, + b, pour tout n.

b - Montrez que la suite (S,) est une suite d’entiers et vérifie Vn, S, = 8.5,,41 —4.S,.

c - Montrez que S, est toujours divisible par 2" 1.

d-Montrez : S, <a, < S, +1.

e - Déduisez que la partie entiére de a, est toujours divisible par 2"+1.

L&i Q© Combien 1’équation cos?(x) = 2.cos(x) + 1 a-t-elle de solutions dans [0, 4.77] ? Quelle est la somme de ces
solutions ?
Méme question avec cos?(x) = 4.cos(x) + 6.



Méme question avec 6. cos?(x) = 4.cos(x) + 1.

W Comparez 'action de ces quatre scripts pourn =5 :

def ScoobyDooBi(n)
..a, b=1,1
..for k in range(n)

def ScoobyDooBiDoo(n)
....a, b=1,1
....for k in range(n)

def Scooby(n)
....a, b=1,1
....for k in range(n)

def ScoobyDoo(n)
..a, b=1,1
..for k in range(n) : f........ =b,atb J........

........ = e = ....return(a) PN
........ ....return(a, b)

....return(®») = @§.....

=1 4 —— pour tout réel x de [—1, 1].

1+x) 1 Arcsin(x)

Montrez Arctan (
1—x

S1EN fo (ay) et (b,) sont les suites Vn, a, = 4" —3.(—1)" et Vn, b, = —4"+1 +5(-1)".

Trouvez la matrice M vérifiant M( f M ) = < @ )

by b by by
Vérifiez qu’on a alors < Z” ) = M". < Zg ) (sans calculer M™).
n
512 +3n+2 d 1
L&' Retrouvez les coefficients du développement asymptotique : % =an+b+ % + 0 +o (;) e

5130 2.n° +3.n+5 , ,
L&. @ On pose u, = % Donnez un équivalent simple en +co et donnez son développement asympto-

c
tique sous la forme a.n + b + ” + = + O(n72>n_>+00.

Sur la trapéze semi-rectangle suivant, on connait
les longueurs des deux «diagonales » (AC = 15 et 4 ¢

( )
BD = 19) ; retrouvez son aire (piste : Pythagore deux B On connait trois
fois, soustraction, petit triangle isocele). angles et les
- 15 longueurs des
Quel est I'exposant de 13 dans la décomposition en 19 .
. . deux diagonales.
produit de facteurs premiers de 450 )
16 /16 16 /16 Retrouvez ['aire
A B N
et .
2= 1)k ()

el Rés0lvez c0s(2.0) = 1+ cos(6) d’inconnue réelle 6.

+00
0160 1
O&%OnposeS =) -—.
Al oaonpees =1
Citez les arguments qui permettent d’obtenir de ligne en ligne

—+00
S=1+Y — 1
n=1

n.(n+1)

—+o00 n 1
S:l+n¥_l(k:21n.(n+1))
+o0 400 1
S:1+k;(n§{n.(rz+l)>
pragyeac il | 1
S:1+k=21(}g((ﬁ_n+1))
gl |
S=1+) +=1+S
k*lk

Le résultat final semble étrange ? Trouvez l'erreur.

L&. Finalement, ce n’est pas un exercice, juste des formules pour obtenir 6 avec trois 7 et des symboles +, xet autres
(pour n de 0 a 10)



(10 + | 0 + 10| D=6
(11 + 1 + 1 1) |=]6
2 + 2 + 2 =16
(13 * 3 )- 3 =1|6
V/ 4 +y/ 4 +y/ 4 =16
5 + 5 / 5 =1|6
6 X 6 / 6 =1|6
7 - 7 / 7 =1|6
( 8 —\/( 8 + 8 | N!'|=16
V/ 9 +/ 9 +y/ 9 =16
10 10 10 =1|6

O O . 1 ‘-t 0 ;
L&' O t est un réel fixé, 6 est un réel de | — 71/2, 71/2[. Montrez : ﬂiarl() = o1,
1 —1i.tan(0)

. . o 1+it s Gl
Déterminez partie réelle et partie imaginaire de T " utilisant la quantité conjuguée. Retrouvez les formules

en arc moitié.

sl ) Déterminez le maximum de x > x.(a — x) sur R. Montrez : k.(2.n — k) < n? pour tout k entre 0 et 2.n.
Déduisez : (2.n)! < 2.n%".
TR Existe-t-il un triangle rectangle a c6tés entiers dont un des cotés
{s:ia:ziz:;;::zi'"e mesure 2017 2
"lunules’ Existe-t-il un triangle rectangle & c6tés entiers dont le périmetre
vaut 2017 ?
Existe-t-il un triangle rectangle a cotés entiers dont l'aire vaut
201772
Construisez un triangle rectangle dont les c6tés sont entiers,
mais aussi la hauteur.
Quelles sont, entre 0 et 200 les aires possibles pour des triangles
rectangles (c’est lassant, donnez un algorithme).
. Comparez 'aire du triangle et la somme des aires des deux
T R ° ’
lunules.
x ﬂ z
6/2 6/2
1 1 22
1 c | [2] c
— 1422 0
= z
. 8/2 B 6/2
2
0/2 o A 1 B A 1 B D
2
! * 3] F 4 F
z
1+z2/ E O
1422 1+2%
— z i 2
6/2 z
6/2 6/2
/ P 6/2 s
8/2 d A 1 B# D o/2 dH [B

Quelles formules du cours prouve-t-on avec ces dessins ?

L&. u et v sont deux applications de classe C? de [a, b] dans R (deux fois dérivables, de plus u” et v” sont continues). Montrez



b b
: / uw.o=u.v—ud] —i—/ u.o”.
a a b

b
Montrez sous hypothese C? : / u®o = (w0 —u' v+ uv”) - / uv®,
a a
Donnez la formule a I’ordre n (et démontrez Ia).

e e : Chaque jeton peut se déplacer d"une case horizontalement ou verti-
calement. Deux jetons ne peuvent pas occuper la méme case. Trois
non plus. Il faut échanger les les noirs et les blancs. Pour quelles

@ @ valeurs de n existe-t-il une solution en n déplacements ?

0240 '

+o0 92
L’objectif de ce4 probleme est la formule |sin(6) = 6. | | <1 — k2—2> démontrée (a I'ancienne, c’est a dire pas
k=1 JTU
avec toute la rigueur de preuve des convergences) par Leonhard Euler. Disons qu’on va étudier avec rigueur le membre de
; +00 2
, sin(7r.x x : P
droite de sin(7r.x) =x. ][ (1= 75 ) pour ne pas avoir trop de 77  trainer dans nos calculs.
T k2
k=1
T Bm : = : 3 —
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X
1~0) Pour tout entier naturel N, on pose| Fy (x) = x.kl |l <1 — k_2>

Soit x un réel positif. On note K 'entier naturel [x]. Montrez que (Fy(x))n est monotone a partir du rang K, de
signe constant. Déduisez que Fy(x))y converge, vers une limite qu’on va noter F(x) (et que I'on va déterminer
plus tard).

I~1) On définit ainsi sur R une application x — F(x). Montrez qu’elle se définit aussi sur R~ et qu’elle est
impaire.

I~2) Montrez que F est positive, majorée par 1sur [0, 1].

I~3) Montrez : Fy(x).(x + N+ 1) = Fy(x 4+ 1).(x — N) pour tout couple (N, x).

I~4) Déduisez que F est périodique de période 2.

I~5) Déduisez que F est bornée sur R.

I~6) Juste parce que la question précédente m’y a fait penser, un exercice en passant, sans rapport avec la suite :
soit ¢ une application paire telle que x — ¢(x + 1) soit impaire. Montrez que ¢ est périodique.

II~0) Montrez que F est croissante sur [0, 1/2] (celui qui commence par “je dérive F” peut aller tout de suite cherche un emploi
d’attaché parlementaire, on ne sait méme pas si elle sera continue... alors, dérivable... et la forme de sa dérivée...).

II~1) Laquelle de ces phrases est correcte : “sur [0, 1/2], (Fy) est une suite croissante d’applications décroissan-
tes” “sur [0, 1/2], (Fy) est une suite décroissante d’applications croissantes”.

II~2) Pour éviter de dire des bétises sur les suites de fonctions et leur limite, montrez moi que (x — Arctan(n.x)),
est une suite d’applications continues dont la limite n’est plus continue.

/2
III~0) On va calculer F(1/2). Pour tout entier naturel n, on pose W, = / cos" (t).dt. Prouvez : W, =
0



_n
n+1 _
tégrale initiale dans / sin"~! (1 — sin?))

W,,_1. Calculez W, ,, pour tout entier naturel n. (on pourra intégrer par parties [ sin”.sin et retrouver l'in-

II~1) Montrez : W41 < Wa,, < Wy, pour tout n. Déduisez : Wa;, ~— 100 Wapy41. 1

7T

[I~2) Prouvez (2.n +1).Wp ;. Wp ;11 = g pour tout n. Déduisez Wy, ~j— 4o in

1 1
[II~3) Déduisez F (E) = (formule dite “de Wallis”, on se demande pourquoi).

IV~0) Méme si ca n’a aucun rapport avec la suite, prouvez moi : (W,)? < % .Wa,,, pour tout n.
Sije ne I’ai pas démontrée dans le cours, allez chercher dans « les beaux théoremes de Sup » la formule de Cauchy-
Schwarz.

1 1 1
V~0) Montrez : F, (1) = 27;/;/\/2;1“ pour tout n. Calculez F (1) Calculez F (§>
T Wa

Lﬂ & On imagine qu’on définit une généralisation de la fonction factorielle de R* dans R en lui demandant d’étre

affine sur chaque segment [n, n + 1] pour n dans IN (par exemple (3,4)! = 13,2 car 3! = 6 et 4! = 24). Est elle alors
injective ? Est elle surjective de R™ dans R™ ? Si non, de R* dans quoi ?
Calculez (5,2)! et (52/7)!.

4

Calculez / (x)l.dx.
0

Résolvez I'équation (x)! = 2017 d’inconnue réelle x.

L&' Onpose f(a) =1, f(B) =2, f(y) =1, f(6) = 2 et f(e) = 3. Combien existe-t-il d’applications g de {1,2,3}

toucher autrement que par un coin.

(noté N) dans {a, B,7,6,&} (noté I') vérifiant f o g = Idy; 5 33 ? Combien existe-t-il d’applications / de {1,2,3} dans
{a, B, 7,0, e} vérifiant ho f = Id i, 5053 ?

4
2

Fillomino. C’est quoi ce jeu 1a? Il faut découper le
plan en maisons. Une maison n’est pas forcément
carrée, mais elle est d'un seul tenant (vous voyez sur
chaque gille une maison de taille 3 dont les trois cases sont
appelées 3). Et dans une maison, si il y a des nombres
(et il y en a toujours au moins un), ils indiquant la taille de
la maison (donc une maison de taille 1 contient I'unique chiffre
1). Deux maisons de méme taille ne peuvent pas se
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L&. © Donnez une primitive de x — x.(Arctan(x))z (si vous intégrez par parties, dites vous que x peut venir de > certes, mais

x2+1

).

aussi de

L&' Pouvez vous placer les quatre couples de {a,b} x {0,1} 2 dans le tableau de taille 2 sur 2 de sorte & ce que chaque

lettre soit visible une fois et une seule sur chaque ligne, et chaque chiffre une fois et une seule sur chaque colonne.
Pouvez vous placer les neuf couples de {a,b,c} x {0,1,2} dans le tableau de taille 3 sur 3 dans le tableau de sorte
a ce que chaque lettre soit visible une fois et une seule sur chaque ligne, et chaque chiffre une fois et une seule sur
chaque colonne.

Pouvez vous placer les seize couples de {a,b,¢,d} x {0,1,2,4} dans le tableau de taille 4 sur 4 de sorte a ce que
chaque lettre soit visible une fois et une seule sur chaque ligne, et chaque chiffre une fois et une seule sur chaque
colonne.

0300

1
Calculez / t2.¢'.dt quitte a intégrer assez par parties.
0

1. deux suites (a,) e

t (by) sont dites équivalentes si leur quotient a, /b, tend vers 1 quand n tend vers 'infini, et on note alors a, ~ by,
2. v'est a dire (a,0), (a

,1), (b,0) et (b,1)



1
Calculez / t.Arctan(t).dt en choisissant bien votre primitive de t — 2.t lors de l'intégration par parties.
0

2
— Calculez/ t2.log, (t).dt.
1

0320 /6 . . 7
Montrez : / sin(t).sin(2.t);sin(3.t).dt = %
0

Mais surtout, évitez le truc de Terminable « j'integre autant de fois par parties qu’il faut » ; pensez a linéariser.

8..sin(t)..sin(2t,.sin(3t)

sin(2t)
- Elles apprécient les charges libres.
sin{4t) - .
- Quelle rude éjection.
b Ao A0 Gney | Avide de ferveur, il nous inonde de spam:s.
I NS N N NN Ce vélib’ & terre a mal aussi.

Déterminez
| Sup{Arctan(e®) + Arctan(e”¥) [x € R, y € R} | Sup{Arctan(e*) + Arctan(e™™) [x € R} |

| Inf{Arctan(e*) + Arctan(e V) | x € R, y € R} [ Inf{Arctan(e¥) + Arctan(e” ™) [x € R} |
La borne supérieure d'un ensemble est son plus petit majorant. Et par exemple, [0, 1[ a pour borne supérieure 1
alors qu’il n’a pas de plus grand élément.

L&' Dans le pays de Hempai et Sideu, il y a des Arfs, des Bloutchs et des Crops (et c’est tout, mais on peut étre Arfe et
Bloutch, et méme les trois a la fois, comme d’ailleurs 20 habitants). 50 Arfs sont aussi des Crops. Il y a 90 Bloutchs,
dont un tiers sont d’ailleurs aussi des Crops. Parmi les Bloutchs, il y en a autant qui sont Arfs et Crops qu’il n'y
en a qui sont Arf ou, Crops. 40 Crops ne sont ni Arf, ni Bloutch. Il y a 100 Arfs. Alors, combien d’habitants dans
ce pays Hempai et Sideu ? Et combien répondront “oui” a la question “si tu es Arf, alors tu n’es ni Bloutch, ni Crop”
(sachant qu’ils sont tous bons en logique et sinceres).

235, ] 2085 req ((=1)F)
& Calculez H {E} (les crochets désignent la partie entiere).
k=2

k k . .
L&. Montrez par récurrence sur 1 pour u et v dérivables autant de fois qu’on veut : (1.0)*) = ) < ) =) (0,

w n est un entier naturel qu’on choisira convenablement a la fin.
(1 —x)"
n!
Montrez que chaque f)(0) et f(K)(1) est un entier.

1
. Montrez pour tout xde |0, 1] : 0 < f(x) < —

On définit f = x — .
n!

On suppose que 72 est un rationnel de la forme 2 avec a et b entiers naturels.
Quel type de raisonnement se prépare-t-on a faire ?
On définit : F = (x — b".(72" f(x) — m2" 2 f7(x) + m2"4 f B (x) — ...+ (=1)".f@") (x)) (écrivez proprement avec
uny).
Montrez que F(0) et F(1) sont deux entiers.
Montrez : (x — F/(x).sin(7.x) — 7t.F(x).cos(.x))" = (x — 72.a".f(x).sin(m.x)).
1
Déduisez : 71./ a®.f(x).sin(7.x).dx = F(0) + F(1).
0

r.a’

nl

1
Montrez aussi 0 < 7'[./ a".f(x).sin(7.x).dx <
0

n

Choisissez maintenant n pour avoir <1

Aboutissez a la contradiction attendue.
7t est il rationnel ? Bt /71 ?

L&' © On pose f = a.cos +b.sin.
Ajustez a et b pour avoir f(7t/3) = f(2.7t/3) = 0.
Ajustez a et b pour que f atteigne son maximum égal a 5 en /3.
Pouvez vous ajuster a et b pour que le maximum de f soit 3 et son minimum —4.
Ajustez a et b pour avoir f(0) = 1 et Sup{|f(t)| t € R} =2 (combien de possibilités ?).




L&. 36 est égal a quatre fois la somme de ses chiffres (36 = 4.(3 + 6)). Trouvez tous les autres nombres entiers vérifiant
cette propriété.
Et si je vous demande les entiers qui sont égaux a 2017 fois la somme de leurs chiffres, comme 42 357, comment en
appelez vous au Python supréme ?

0400

—
© Calculez / sin(t) dt . Effectuez le changement de variable u = 77 — t. Dédui-

0 1+ cos?(t)
sez la valeur de I.

T t.sin(t).dt
. I = P
On pose /0 1+ cos?(t)

L&' La suite a, tend vers 0 a I'infini. Donnez la limite des suites suivantes :

n n n
( Z Agiq — ak>, ( Z Agao — 2.0541 + ak), ( Z Agas — 3.0y + 30511 — ak>. Trouvez une formule générale.
k=0 k=0 k=0

o420 1

n
@ Montrez : \}]; > 2.(Vk + 1 — Vk). Déduisez que la suite ( Z
k=1

w O n* est il équivalent a (1 4 1) quand 1 tend vers l'infini (k fixé) ?
n* est il équivalent a (n + 1)¥ quand k tend vers l'infini (n fixé) ?
Montrez que n" n’est pas équivalent a (1 + 1)" quand n tend vers l'infini (le logarithme de leur quotient va cacher
un taux d’accroissement a trouver).

)n diverge.

S

k

L&. Résolvez dans R vVx2 —5.x +4 > [2.x + 1.
Résolvez dans R vx? —5.x +4 > 2.x + 1.

L&' On suppose x,, = a, + by. Montrer (x, ~ a,) < (b, = 0(ay)).

Avec ces Types, on épargne les comPromis. Elle évite Ies COpines Ientes. Le capitaine fait Mander Ies marins a
Bord. Tu me Paraissais bien CaLine. SI c’est mon énorme trUc ! Brigitte ne crtit plus ce magon. Il m’a véhiculé
malgré ma suspENsion. Faut pas manquer de péze Pour une belle comBine. On cherche les ados dans les lycCées.
Il apprécie les nyLons a CHoisir. Le curé cherche des Tenues pour les Catés.

L&' Qui est le plus grand : 222, (34> <25> )

7 )" \13
(si possible sans calculatrice évidemment, décomposez en produits de factuers premiers).

0475 1 2 3 4 1
sl ) On donne up = —+—+—5+—5+ 0(—) . Donnez le développement de u,, 11 — u; sous la forme
n n?> nd n n*/ n—too

a n b n c n (1)
-+ =+ —=+o0(—= .
nn?> nd 13/ n—s+oo
Méme question avec 2.1y, — Uy.

2486 x — cos(a)

sin(a)
définition, ses limites aux bornes.
Indiquez suivant a son sens de variations, et ses éventuels points d’inflexion.

Pour a dans | — 7r, 0[U]0, 7|, on définit : f; = x — Arctan( ) —a+ g Donnez son domaine de

Donnez le développement limité d’ordre n en 0 de f,.

sl Combien I'équation a.b = 10! a-t-elle de solutions dans Z x Z?

W Un triangle équilatéral et un hexagone régulier ont le méme périmetre ; dans quel rapport sont leurs aires ?




La construction de 1'escargot de Pythagore est vi-

sible sur le dessin ci-contre.

Donnez un script Python pour en construire les
segments avec le module Turtle.

Donnez la position du point A, en coordonnées
polaires. Montrez que module et “argument” di-
vergent vers +oo.

Que se passe-t-il si chaque longueur A, A, 1 ne

vaut plus 1 mais1/(n+1)?

L&' Onposeay =, a1 = Peta,p = a,41.a,. Calculez a, pour tout n.
Onposeby =a,b; =Petb,1p = an.(bn)z. Calculez b, pour tout n.
On pourra considérer comme connue la suite de Fibonacci.



