LYCEE CHARLEMAGNE

Lundi 13 novembre
M.PS.1.2

) )
clE (an) est une suite réelle convergente de limite «. k est un entier naturel donné. On pose D, = ) (k ;I_ 1> (=1 g ynyj
=0
pour tout n. Calculez D, 11 — D,,.
N , k ,
Calculez alors la limite quand N tend vers l'infini de ) | ( ) (I:) .an+k+i.(—1)’>.
n=0 i=0
O].O
un carré une aire connue une aire inconnue

quelques traits  valant 1 a calculer.

L@  On définit le connecteur logique de Scheffer : a#b = a et b (en électronique, c’est le NAND, cablé avec trois transistors).
Exprimez en n’utilisant que des # (et des a et des b, mais pas de et, de ou ou de non) les propositions logiques
| non(a) | aetb | aoub|a=b|aoub|a<=D|

L&' Q Donnez une primitive de t — sin(In(t)) sur |0, +oo].

LM Montrez que pour tout entier naturel 1, (¢.In(#))" tend vers 0 quand ¢ tend vers 0.

1
Pour tout 1, on pose I,, = / (In(t))™.dt. Calculez Iy, L1 et I.
0

Calculez I, pour tout n en intégrant par parties.

L@ Donnez une primitive de x — ¢4 (%) (il faudra peut étre intégrer deux fois par parties)..

n
Yk
—+o00
Q@ Montrez k=t %
n=2 (k3 _ k)

1=

k=1

7 Py . P . . i
L&' O n décrit I'ensemble des entiers naturels et k décrit I’ensemble des entiers relatifs. Lesquelles des propositions
suivantes sont vraies (et écrivez les avec des connecteurs logiques et, ou, = et <) :



( k) est nul si k est strictement négatif ou strictement plus grand que n.

n

r est nul si k est strictement négatif ou si k est strictement plus grand que n.

n . . L . .
( k> est nul si k est strictement négatif et si k est strictement plus grand que n.

n . . . .
( k) est nul si k est strictement négatif et strictement plus grand que 7.

Pour que (Z) vaille 1 il faut que k soit égal a n.

Pour que (Z) vaille 1 il faut que k3 — n? k soit nul.

/4
W Montrez : /0 m =1In(2) + g apres avoir justifié I'existence de l'intégrale.

Rappel : pour calculer | R(cos(8),sin(6)).d0 on change de variable avec les régles de Bioche, en testant I'inva-

riance de R(cos(6),sin(6)).d0 par symétrie trigonométrique :

| symétrie | invariance \ poser \
60— —0 si R(cos(—0),sin(—0)).(—d8) = R(cos(0),sin(6)).do poser ¢ = cos(6)
0 —m—0 | siR(cos(t—0),sin(mw—0)).(—d0) = R(cos(0),sin(0)).d0 | posers = sin(0)

60— m+6 si R(cos(7t + 60),sin(7t + 6)).d6 = R(cos(0),sin(0)).d0 poser T = tan(0)
0 ——0+2.71 si rien n’a marché poser t = tan(6/2)
+o00 /6
L°9—°| Montrez : / ch(t) dr=" \[ / cos(6 49 = £ .In (\/E+ l).
0o ch(2t) cos(2. 9) V21

Indication : u* +1 = (u? +1)? Z.u et on peut factoriser.

O o 1 . 2.
aoedl Calculez / Arcsm(zix) dx.
0 x-+1
V3 . 2.x
Calculez ensuite / Arcsin ( o ) .dx apres en avoir vérifié évidemment l'existence.
0
o110 /2 2.0 T Arctan(t In(2
el Montrez : / _sin(29) 40 =In ( ). Montrez : / retan( ).dt = n(2)
2+ cos?(0) Jo (1+1)? 4
0120 n/6 o
Calculez / cos’(t).dt en utilisant la bonne régle de Bioche.
0
1
Calculez / V' 1+ t2.dt (en posant t = sh(x) par exemple.
Calcul /0 g
alculez | ———.
1 VE+ VB
0130 3.dx

= In(25) apres avoir justifié I'existence de l'intégrale.

10
Montrez/
3 X +4 Vx+6

ol4o . . . . .
L—. Est il vrai que la consommation en essence d’une voiture est une aire ?

L&' O Montrez que pour ch(x) = 5/4,onash(x) € Q.
Combien existe-t-il de solutions dans R a 'équation (ch(x), sh(x)) € Z%?
Combien existe-t-il de solutions dans R a 'équation (ch(x), sh(x)) € Q*?
dtet h(t) = el —et W2 sh? =2
5 sh(t) = —5—c sh* =?.

Rappel : ch(t) =

L&. QO Montrez que th(x/2) est rationnelle si et seulement si sh(x) et ch(x) sont rationnels.

Si sh(x) vaut %, est il vrai que ch(x) est rationnel ?



1 1 1
w Calculez ces trois intégrales / 2! at, / 2!32) dt et / 2f.(3%)".dt.
0 0 0

L&. Un tour aux portes de Paris dans le sens trigonométrique :

Réunion postdatée. Clé d’hypocrite. Vélo a serpillére. La mort pilote. Amulette. Vil soleil urbain. L’autorité
dupe. Le volapuk du savant affamé. Vicieuse irritante. Dose hypocrite. Encadrérent photo. Préméditer un
loto. Protége ta blonde. Sapin et graviers. Piéton perdant. Lopette vétillarde. Plan d’égout incorrect.

O Résoudre —_—_ ]
sh(t) <2 < ch(t)
0190 s . ; - : , :

d’inconnue réelle ¢. s oS . =

2.7t
O Montrez / COS(t)-t-Et-dt = m.e*”. Vous pourrez intégrer par parties, quitte a finir par retomber sur la méme

o 0 fonction au bout d'un moment.
/ Ou alors, vous pourrez essayer une primitive de la forme t —— ((a.t +
— b).sin(t) + (c.t +d).cos(t)).e'.
L : = = —— Vous pourrez aussi mettre sous la forme t.e( )t et intégrer par parties.

n
(e} o 7]‘
-m Pour tout 1, on pose | B, = k; 2

Montrez que (B,) est croissante, majorée par 2 (comparaison série intégrale, ou somme télescopique 1 +
Y e
)-
= k(k—1)

Déduisez que (B,,) converge. On note | {(2) |sa limite.
n
Ao . 1
Déduisez que pour tout p de N*, la suite By, , = kzzl 2y converge.

I~0) Vitesse de convergence.

1
Montrez que (B,) et (Bn + E) forment n couple de suites adjacentes, de limite {(2).

I~1) Donnez un entier n pour lequel vous étes stir d’avoir |Bn —C (2)| < 1075.
II~0) Premiére méthode (Fourier, Dirichlet).
T 1
Montrez : /0 (ﬁ — t).cos(k.t).dt = j2 pour tout entier naturel k.
2. 1
n 1 71.2 T t2 sin ( n t)
[I~1) Déduisez : Z 2= 6 +/O (ﬁ — t).f.dt.
k=1 2.sin (7)
, 2
t 1
II~2) Montrez que t — (ﬁ - t) .————— notée ¢ se prolonge par continuité en 0 et y est méme dérivable.

2.sin (é)

L . T . (2n+1
II~3) En intégrant par parties, montrez que / @(t).sin ( >
0

.t) .dt converge vers 0 quand n tend vers l'infini.



noq 2
[1~4) Déduisez que Z 12 converge vers % quand 7 tend vers l'infini.
k=1
[II~0) Entrainement.

QO Copiez une ligne de zéta, xi et sigma minuscule : g et é etC.

IV~0) Deuxiéme méthode (Wallis et parties).

/2 /2
On pose pour tout n : [, = / cos>"(t).dt et on pose aussi : ], = / t2.cos>" (t).dt et K, = %
0 0

n

2.
Montrez : I, = ( n) S YRESY (oui, Wallis).
/2

IV~1) Montrez : I, = 2.n./ t.cos®"1(t).sin(t).dt.
0

7T/2
IV~2) Montrez : [, 1 — Jn = / £2.sin(t). cos®"2(t). sin(t).dt.
0

i 1 /I ,
IV~3) Déduisez : [,_1 — [, = 5 _11.<:lll—|— ]n) (par parties). 1
IV~4) Déduisez : ]”I: — Ky =5 1‘(E + Kn> puis Ky 1 — K = 5.
IV~5) Montrez pour tout t de [O, g} t < g sin(t)
m? 2

IV~6) Déd :0 < \71 t0< K, £ —.

) Déduisez :0 < Ju S g orqy-ln et 0 S Ko S gy
IV~7) Retrouvez la valeur de {(2).

V~0) Troisieme méthode et généralisation (Viete et trigonométrie).

L 2n+1
On pose P, = Z(l)k.(2k+1

) .X""* Donnez son degré, son coefficient dominant, et vérifiez que ses racines
k=0

k.
sont les cot? (2.71 :T_ 1) pour k de 1 a n inclus.
n k.t
2 1. R - . 2
V~1) Déduisez : P, = (2.n + 1).k|:|1 (X cot (Z.n T 1))

1
V~2) Montrez pour tout x de}O, g { ssin(x) < x < tan(x) puis 0 < 2 cot?(x) < 1.

. . 1 . "y
V~3) Montrez ensuite pour tout entier p : 0 < i cot*?(x) < (pensez aux identités remarquables de
2

p
_x2~(P*1)
la famille de la série géométrique).

, 2n+1\2r &1 o, k.t 2n+1\2r2 & 1
~ 6 N —_— -P —_—
V~4) Déduisez : 0 < ( p ) ';kz'l’ k:ZlCOt <2.n—|—1) < P‘( - ) k:Zl (2

V~5) En exploitant les formules de Viete dans P, aprés avoir divisé par n>? (puis choisi p = 1 et p = 2), dédisez
-

2
(@) =T etg4) = 5.

VI~0) Complements.
+o0 1 7.[2 +o0 1 7.[2
Montrez :

Lapir T s LG o

VI~1) Calcul Jio 1 +Z°° 1
~ alculez — et —_— .
p=1 (2p—1)* 1 (2.p)*
e
VI~2) Montrez : Z 7 k) 2 =

14

s

6
VI~3) Montrez a la « Euler » : H
e

1 1
T = [ (1 + » + P + ) = ((2) ot P est I'ensemble des nombres
P €

PZ

premiers.

VII~0) Accélération de la convergence.

1 1
Pour tout k, on pose vy = i m Montrez :Vn, 0 < v, < 3

VII~1) Montrez que la série de terme général vy converge et que sa somme vaut {(2) — 1.



n
1
VII~2) Montrez : 0 < {(2) —1— Z v < 72 par comparaison série intégrale.
k=1 :

n
VII~3) Pour quel entier n la somme 2 vy est elle une approximation de {(2) a 107° pres?
k=1

+o00
.Exprimez )_ wj a l'aide de {(2).

VII~4) On pose ensuite wy = vy — i
: n=1

1
(k+1).(k+2)
n
VII~5) Pour quel entier n la somme 2 wy, est elle une approximation de {(2) — Z a10—° pres?

k=1
n

VII~6) Ecrivez une procédure Python qui pour n donné calcule Y wy.
k=1

L&. Q Sur que intervalle (x — (x> — 1).e2%)(") est elle négative ? (oui, formule de Leibniz)

D A B
C
B Regle du jeu : sur chaque ligne, les lettres de A a D et une case
S B I transparente. Et au bout, I'indication de « qui on voit depuis ce
c C bord ».
A B C A C A
D AJTCTD B
DID[B|CJA A
A A[B|D]|C
A C|C AlB|D|D
R B 1D ClTA
D D
A vous de jouer :
D B D C B C A
C B D
A D B D
D A D
B A D C
D B B

Tiens, et un programme Python qui vérifie que pour une matrice donnée sous forme de liste de listes comme
[[D,B,AOC], [A,C,B,D,O] [ODCAB]I[B O,D,C, A]I[C, A, O, B, D]]? pour la premiere

que chaque ligne est chaque colonne est bien formée des cinq symboles ?

Et méme qui ensuite vous dit méme quelle est la premiere lettre (autre que O) visible depuis chaque extrémité
de ligne et/ou de colonne.

a. convention : lettre O pour la case vide

Paris aux prestigieuses scénes est la capitale mondiale capitale du Iuxe. On y rencontre plein de titis qui rusent et bisent des copines a lair
cool. On voit plein de péniches a la Seine et plein de bus faciles a citer. On entend parfois soupirer des touristes subjugués par I’abime dans
la Tour : "Ah que j’aurais aimé connaitre vos motivations, Eiffel !"

Et Joél Martin en Haute-Savoie (ah le gotit de Mont-Blanc) :

Les amateurs de pentes collectionnent les faces, épatés par les faces et les pentes effilées. Une grimpeuse qui apprécie la Verte quand elle est
jolie, et surtout la Verte enneigée, parcourt le mont sans craindre le vide. Une autre luge sous la Verte. Mais gare a 'exces de glisse quand se
déchaine le vent... détresse sur les faces !

/2
240 Calculez /0 Hmci)(s?(x)'dx (Bioche ?).

0240

/2 in(0 2]
Calculez / sin(0) cos(6) .40 (Bioche toujours ? mais déja, sont elles égales,

/2
A6 et /
0 cos3(8) +sin3() 0 cos3(8) +sin3()
et que vaut leur somme ?).

1
sl Calculez / Arctan(\/1 — x?).dx (parties et s = sin(0) par exemple).
JO



b
228 Calculez / #
a sin”(0).cos?(6)
2k Calculez 49 (changez de variable en tangente, mais prenez garde aux bornes)
Jo 2+ cos?(6) & ene P & '
0280 7'[/4 5
Q@ Calculez / cos’(t).dt en utilisant la regle de Bioche.
0
/2 i
2L Q Calculez / M (pas Bioche).
0o  sin(t) + cos(t)
0300 b .
Calculez | sin(Arctan(x)).dx (parties ?).
0
0310

X
QO Calculez / cos(0).d0 en effectuant tous les changements de variable que peuvent préconiser les regles de
0
Bioche.

T T
L&. Calculez (géométriquement pour 'une) / V1—t2dtet / V1+ 2.4t
-1 -1

/4 sin?(t) t/ln(z) sh?(t) it
; :

w Calculez ces versions trigonométriques et hyperboliques . /0 cos2(t)’ (D)

L&' La suite u est définie par ug = 7, u; = —4etVn € N, uyyo = 1 + 2.uy. (u,) est elle croissante ? Est elle
croissante a partir d'un certain rang ?

7 7
L&. O Montrez que la dérivée de t — / f(u).sh(t —u).du (oi f est une application continue) est .t — / f(u).ch(t —
0 0

u).du.
(vous serez conduit a écrire sh(t). [,

-~

f(u).ch(u).du — ch(t fo u).du).

29

()

I faut complétez
les cases avec les
nombres de 229 (I'un
d’entre eux est déja
en place). Il faut que
les trois opérations
en lignes et trois
opérations en colonne

35

= =

+ +
9 2
+ X

waznza
ot

HE<H+ -+

| Bal Bal N
!!II !II !II
qqll qll qll

26 W23 12 van BBV

soient exactes.

od/o . . ~ L epe 1 1 .
sl Montrez I'existence d’une suite de polynoémes P, vérifiant t" + i Py ( (t + ?)) pour tout entier naturel n et

tout réel ¢ non nul (on prouvera I’existence par récurrence double, et on ne cherchera pas a les expliciter, mais juste
a exprimer P, al’aide de P, et P,_1, ce qui prouvera de proche en proche leur existence).

\/2+\@)
)

Q On note T, le n“" polyndme de Tchebychev. Calculez T12<

0390 2 6 1.,
L&' Résolvez T, (%) =35 d’inconnue n (polynomes de Tchebychev).

T ,
el Calculez Ts(t).Ty(t).dt ot Ty, estle n'*™¢ polyndme de Tchebychev (on est en maths, on réfélechit avant d’écrire

douze formules N.

L%Leg nombres[ 1 [ 1/2[1/3[1/4[1/5[1/6[1/7[1/8]1/9 [ 1/10 |sontinscrits au tableau. Un éléve en
efface deux (disons a et b) et écrit a la place le nombre a.b 4 a + b. Il n’y a plus que neuf nombres, par exemple
(1]1/2]1/3[1/4][1/5[1/6[1/8]1/10 [ 17/63 | Un autre éleve passe et fait de méme, et ainsi de suite,
jusqu’a ce qu’il ne reste qu'un nombre. Indiquez quel sera le dernier nombre écrit, méme si vous ne savez pas
I'ordre dans lequel les éleves ont effectué leurs éliminations.




C’est en fait mine de rien un exercice sur une loi de groupe (a,b) — axb = ...

L&' Développez (1 +v+w).(u+v—w).(u —v+w).(—u+ v+ w). a, b et c sont les longueurs de trois cotés d'un
triangle et vérifient 2.(a® + b8 + ¢8) = (a* + b* + c*)2. Montrez que le triangle est rectangle. Réciproque ?

Le concours Kangourou propose l’exercice suivant : b

(A, B, C) est un triangle rectangle en B (cotés a, b etc, hypo- c

ténuse b). On construit des carrés sur les cotés.On obtient

ainsi une figure qu’on compléte en hexagone. Montrez que ul

l'aire de I'hexagone est 2.a.c + 2.(a? + c?). B a C

T
Calculez celle 1a : / x.4%.dx.
0

Montrez cette inégalité :

Vx € {0, ;{, tan(x) > 1+2.(x—%).

L&' Un triangle pythagoricien (rectangle a cotés entiers) peut il avoir des hauteurs entiéres ?
Un triangle pythagoricien (rectangle a cotés entiers) peut il avoir des médianes entiéres ?

0450 . , . . . .
L&. & (a,,) est une suite d’entiers naturels. On suppose : ((a,)!) est croissante, (a,;) est décroissante et a1, vaut 12
que vaut apg19 ?

0460 '

B
Sachant AB=17
retrouvez l'aive
Sachant x = 456783 — 45676°, en gris...
calculez -2
\/ 5
Les deux figures en gris sont des carrés. A

LM Un triangle est dit grectangle si la racine carrée de ’hypoténuse est la somme des racines carrées des deux autres
cotés. Existe-t-il des triangles a la fois grectangles et rectangles ? Est il vrai que tout triangle grectangle est aussi
rectangle ?

W O Montrez que I'application tan est injective de Q dans R (indication : 77 est irrationnel).
Est elle bijective de Q dans R ?
Montrez que 'application sin est injective de Q dans R ?
Montrez que l'application cos n’est pas injective de Q dans R



