LYCEE CHARLEMAGNE

Lundi 20 novembre
M.PS.1.2

W Q Représentez graphiquement x — tan?( Arcsin(cos(Arctan(/x + 3))) et donnez ses dérivées successives (sirm-

plifiez d’abord, évidemment).

209 | Existe-t-il une valeur de a pour laquelle ce déterminant vaudra 2017 # Complétez déja les cases

1 1 1 1 qu’il n’a pas complétées dans
? } é % ? Si oui, cette valeur sera-t-elle entiére, si non, calculez le Sa précipitation.
2 1.0 3 Ayant conjecturé quelquechose

de joli, il veut écrire propre-
ment sa formule pour tout n.
Aidez le.

II va voir son professeur, tout

coefficient de X?? dans Ty;.

On note T, le n’®" polyndme de Tchebychev. Rappelez la relation qui
calcule T,,;, al’aide de T, 41 et Ty,.

) fier d’avoir deviné une belle
222 1Calculez T;,(0) pour tout 1. formule a démontrer par ré-
@ Que est le coefficient de X12 dans Ti57? currence. Son professeur lui dit
Un éleve a trouvé le résultat suivant : “ah, oui, c’est évident, sans ré-

(Xz -1). (0 + X (1) = 1 (X) currence, pars de T,(cos(f)) =
(Xz—l)- 4 + X (4-2X) = 4 -(2-)35 -1 cos(n.0)) et dérive deux fois”.
(X*-1). (24X) + X. (12x°-3) = 9 (4.X° - 3.X) Faites le pour lui, en n’omet-

ol (X>—1). (.) + X. (32X3-16.X) (8.X*—8.X%2+1) tant aucun détail.
Et si finalement, vous me calculiez le coefficient de X2 dans Ty ?
Calculez T,,(17/8).

1 110 = 1
1 1 111 = 1 1
1 2 1 112 = 1 2 1
-On constate 1 3 3 1 et 13 _ 1 3 3 1
1 4 6 4 114 1 4 6 4

N
—_
6)]
—_
(@]
—_
(@]
Q1
—_

1 5 10 10 5 1 11°
Qu’est ce qui ne va pas entre le triangle de Pascal et les carrés d’entiers ?

n n+1 n
L&' Comparez (pour la relation d’ordre) Z L / _adt et1+ / zi
k=1 1 o t#+1

14 k2’ 1+
odo " In(k) "~ In(k) " In(n) _
L—' Pour tout n on pose : A, = k; % B, = k; o C, = k:Zl — Montrez que (A;) et (Cy) sont croissantes.

Montrez que B, est décroissante.
Etudiez la convergence de chacune par comparaison série intégrale.
Donnez un équivalent en +oco simple de chacune.

W On note W, la nieme intégrale de Wallis. Montrez : (Wnﬂ,)2 < Wa.Wap. (un carré, des intégrales, une inégalité...)

oo | cos(x) si x<0
- Q On définit : f = x — { a.cos(x) +b.sin(x) si 0<x < 7 |. Pouvez vous la rendre continue en choisis-

sin(x) sii m<x
sant bienaetb?
cos(x) si x< /3
Méme question pour f = x — ¢ a.cos(x) +b.sin(x) si 7 <3.x < 2.7 |. Estelle alors dérivable ?
sin(x) si 2m/3<x

70§ 20 x3" = 2021 | . .
LAResolvez{ b %31 — 2022 d’inconnues réelles a et b.




m On prend trois réels strictement positifs a, b et c. leur moyenne arithmétique est connue, et leur moyenne

harmonique est I'inverse de la moyenne des inverses T 1 1
) a b ¢
Montrez que la moyenne harmonique est plus petite

que la moyenne arithmétique, en utilisant I'inégalité de
Cauc_y Schwarz sur deux triplets bien choisis (c’est a

dire 7.7 < || x | 7| produit scalaire face a produit

des normes).

At g+ NP+ 4+ pNASLo+d g+
Montrez que la moyenne harmonique est plus petite
que la moyenne arithmétique en calculant la résistance
entre A et B sur les deux scémas ci-contre.

W Clément Deslandes a décidé de fabriquer des assiettes plutot que de faire prof de maths.

I veut tester la solidité de ses assiettes. Il en prend une et se rend au pied d'un immeuble de 78 étages et il veut
savoir depuis quel étage il peut balancer une assiette sans qu’elle se casse. Il veut méme connaitre I'étage au dela
duquel elle se brise.

5il la lance du sommet et qu’elle se brise, il saura qu’elle ne tient pas 78 étages, mais il ne saura pas a partir de
quel étage elle se serait brisée. Alors quoi ?

Il teste au rez de chaussée. L'assiette se brise, il sait qu’elle se brisera quel quel que soit I’étage. Et si elle ne se brise
pas, il recommence au premier étage. Si elle se brise, le niveau de rupture est le 1. Sinon, il monte au deuxiéme
étage et recommence.

En gros une récurrence. Si elle se rompt a 1’étage 1, on a I'information, sinon, on passe a 1'étage n + 1.

C’est un peu long, mais ¢a se fait. Et au pire il fait 79 tests.

Mais voila, il a pensé a prendre deux assiettes. Alors que fait il pour minimiser le nombre de tests « dabns le pire

cas»?
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(abHyTini NsBosny Yefbiues , .
On note T}, le n**"* polynéme de . Calculez T;,(1). Pour prouver ce que vous allez conjec-
turer, il y a deux méthodes ; 1'une par récurrence, et I'autre en regardant la limite en 0 de la formule obtenue par
dérivation de T, (cos(6)) = cos(n.9).

ollo

Un exercice d’oral de Polytechnique était posé sous la forme suivante :

soient (zo, ...z,—1) n complexes non nuls,

1 n—1
alors il existe une partie P de range (n) vérifiant ‘ ) zp‘ > Yl
peP k=0

I'exercice était posé tel quel avec une indication que I'on donnera plus loin sur un exemple et pour le traitement
général. Mais on commencera ici par quelques cas particuliers.

1
_a0a lPour (1, i, —1, —i), vérifiez : |1 +i| > — (1= 1 |l
[ale lPour (1,—72, j,—1, j?,—j), vérifiez : |j — 1+ j?| > ;.(|1|+ =P+ 1+ =1+ 2+ =D

n est un entier naturel non donné, on pose z; = ¢"*™/" pour k dans range(2.n).
2.n—1

Justifiez : ' 2 |zk |-
1 1
_a3a lgetbsont deux réels, vérifiant a < 0 < b. Prouvez : la| > %.(|a| + |b]) ou |b] > ;.(|a| + |b]).
_asa lres zj sont n réels classés par ordre croissant.
1 n—1
Montrez qu’il existe un entier p vérifiant ‘ Z zk‘ |zk| ou ‘ Z zk‘ > Y [zl
=0

Lace | On prend cette fois a titre d’exemple zg = 2,21 = 1+14,2p =i,2z3 = —2+3.4,24 = —Setzs = -3 —4.i.
Pour tout « entre — 77 et 71, on note A, 'ensemble {z € C | |Arg(z.e™"*)| < 71/2}. Justifiez que A, est un demi plan.



Pour tout a, on note f(«) la norme de la somme des z; qui sont dans A,. Représentez graphiquement I’application

T
f sur [—m, 7], et calculez I'intégrale / fla).dal.

Le cas général repose aussi sur le demi-plan qui tourne. On calcule la valeur moyenne de 'application f, avec des inégalités dans C ef un
n—1

peu de trigonométrie. Comme cette valeur moyenne dépasse alors la valeur Z |zx|, c’est que f dépasse cette valeur au moins en un point.
k=0

On ne le détaillera pas ici.ns

12

398712 = 16134474609751291283496491970515151715346481
436512 = 47842181739947321332739738982639336181640625
somme = 63976656349698612616236230953154487896987106

N

Calculez le rayon de
447212 = 63976656348486725806862358322168575784124416 .
Erreur relative : 2 x 10711 Chacun des dlsques'
0120

Exercice sans rapport.

213> | Reliez dans cette grille’entrée a la sortie du tunnel. Les chiffres inscrits en début de ligne et de colonne indiquent
le nombre de cases du tunnel dans la ligne ou colonne. Le tunnel ne se croise pas lui méme, ni ne se touche. Un
exemple résolu vous permet de comprendre.

2 1 1 2 3 5 2 2 00 0 3 121
0 3 2 ©
0 2 © 3
2 © W 1 1
210 m 1 1 ©
S5SNI H NN 2 © 0

1 21 2 4 0 2130 1 2 300
0 0 0
2 © 0 2 ©
1 1 © 1
310 2 © 310
4 3 0

_e140 | Q Soient f et ¢ continues de [0, 1] dans R, montrez en identifiant I'intégrale d’un carré :
1 1 1
VA ER, A2, / (F(£)) 2.t + 2.0, / F(0).g(8)dt + /
0 0

1 2
Déduisez ensuite / f(t). (t).dt) < / 2 dt. / 2 dt (inégalité de Cauchy-Schwarz)

Déduisez enfin \// )+ g(t))%dt < \// )2.dt + \// )2.dt (inégalité triangulaire).

1. on rappelle que I'intégrale d’une fonction est une aire, et ne se calcule pas forcément par des [F(x)]5_ 2 avec des exigences du type “f
doit étre dérivable” a cause d'un cours de Terminale dans lequel on confond a tout bout de champ “nécessaire” et “suffisant”




Mettre dans le grille tous les entiers de 1 a 9 (certains sont déja placés) pour que les trois additions en ligne et en

colonne soient correctes : 1 1 1 8
5 13 2 =15
50 « 12

137237.9 237161.6

A cause de vous, cette hotte est purifiée. Elle adore cacher les menus. 5i je ne ne prends plus de train, je suis assisté.
Elle est en route avec sa biiche. Dure luttes pour avoir des boutures. Il cherche des branchettes faute de 1attes. Elle
adore les bobards. J'ai pris un coup avec la biiche. Des jeux en quoi ?

162 |14 consommation quotidienne des francais en pizza, ¢a fait combien de terrains de football ?

D
Q Calculez / e

a sin®(f).cos2(6)

(o185 | Caleuler /” 2 cosgx + sin(x) 4 /” 2 —sin(x) + cos(x) I et /” 2 g.cos(x) + b.sin(x)
0 0

0o  cos(x)+sin(x)’ * cos(x) +sin(x) * cos(x) + sin(x)

.dx (non, pas Bioche).

~— | —]

[e19 | Q Une inégalité classique dit Vx € RT, Vn € N, (1+x)" > 1+ n.x.
Prouvez la de différentes fagons : récurrence sur n
formule du bindme que vous coupez
variation de fonction (il faudra dériver plusieurs fois)
formule de Taylor avec reste intégrale

hn+1

1
m Q Pour la formule de Taylor avec reste intégrale f(a + h) f 1—8) ftD) g4 tp dt,
y g k' Jo

n!

Jall

n X
des livres proposent parfois f(x) = Z ( ) (x—a)k+ % / (x — u)" f0*D) (u).du. Passez de I'une a l'autre ?
k=0 YJa

3
Dérivez et simplifiez ¢ = t — Z hk ) (g + £.1). Calculez ¢(1) et ¢(0) en prenant garde au terme k = 0.

%Onposefa =x— =

> pour tout réel a non nul.
a

—+o0
Montrez pour tout f : f1(x).f1(t — x).dx = 2.71.fo(t).

~ 400
Montrez pour tout ¢ : 2. f1(x).fa(t — x).dx = 3.7 f3(t).

Angle au centre

L'angle
en O est
1 le double

de
1l'angle

x, B et 7 sont trois réels distincts. Montrez : en 1

b\ 2
Arg((g,,,_gw) ) =p—u. eib
Retrouvez le théoréme de I’angle au centre.

Vi 9 47
160 ~ 128" 480

/3
224> | Montrez :/ sin?(t).cos®(t).dt € {
0

changement de variable trés simple en sinus).

} (en indiquant laquelle des trois est la bonne ; vous pourrez faire un

T
O Montrez 2. / V14 t2.dt = V24 1In(v/2 + 1) par changement de variable. Ou par parties.
0

<260 | Dans une LS. (2020), on a trouvé pour adans | — 1, 1[ : J, = " L(g).a@ = . (1 — ¥) Mais, le
‘ ¢ 0o 1+a.cos(f) a ag\1—a2



membre de droite n'a pas de valeur en 0. Est ce qu’au moins sa limite en 0 (calculez la) coincide bien avec Jj ?
On a ensuite intégré le membre de droite 2 et trouvé I, = 1. ( In(a) —In (tan (Ar%”(”)) ) ) Pour a dans ]0, 1].

Mais quelle est la limite de cette chose en 0?
Vérifiez qu’elle se dérive bien ne ce qui est indiqué plus haut.

Mon livre donne I, = 71.1n (1_7 Vzl_“z) . C’est la méme formule ?

227> | Vous tirez au hasard uniforme un entier entre 1 et 2019. Quelle est la probabilité qu’il soit multiple de 7 ou de 13
(ou inclusif).
Vous tirez au hasard uniforme un entier entre 1 et 2019. Quelle est la probabilité qu'il soit multiple de 7 ou de 13
(ou exclusif).

1T 4 1 .d 1 x34
Calculez / X , XA et u.
Jo V1—=x2"Jo V1—x2 Jo /1—x*

229 | Calculez Ia longueur du graphe du cosinus hyperbolique sur [0, 1].
b
La longueur du graphe d"une application f de classe C! zntre (a, f(a)) et (b, f(b)) est donnée par / 1+ (f/(t))2.dt
a

(intégrale de la norme du vecteur vitesse de t — < f é ) ) .

2 6 1
Résolvez T, (%) =5 d’inconnue n (polynomes de Tchebychev).

&I Le polyndéme T,est de degré n, de méme que T,, — 1. Pourtant, si on cherche ses racines entre —1 et 1, on n’en
trouve pas n.

Ceci veut il dire qu'il faut les chercher ailleurs ?
4 A : . E

7

.|| Tchebychev . 2 Tchebychev
Polytnéme T, Polyndme T,

2 e will
HwamaOmAllipguTe v
TV 0 . LA A

-1,5 -1 -8,5 8 8.5 1 1.5

~¥

-~

~

e o 2 PR ' Tchebychev Polynéme T, 2

" R

320 | Quiest2.X.(Ty 0 Ty) — (Ts 0 T3) 2
Calculez le produit des racines de I'équation 2.T,,(x) = 1 d’inconnue réelle x.

ieme

332 | 7 est un réel plus grand que 1 ; résolvez a> — 2.a.T;(x) + 1 = 0 d’inconnue réelle x (T, est le n

Pafnouti T.).
Q On note Ty le n™™¢ polynéme de Tchebychev. Donnez les /V \X/ M

racines de Ty — T5 et calculez leur somme. ™ «

polynéme de

W

<350 | T, est le ™ polyndme de Tchebychev. Calculez Tag(v/3/2), Ti3(1/2) et Tj5(1/2).
Résolvez Ti4(x) > 1 d’inconnue réelle x.

: ) o n cos(0)
2. bon, c’est quoi alors I, = /X:O (/9:0 m.d@) dx




0360 |

\/§+\@)

1 = — d’inconnue # ». Il a écrit

Un professeur étourdi voulait poser 1'exercice suivant : « résoudre Tn( 5

V2+3
4
Résolvez quand méme pour commencer le vrai exercice, et donnez le nombre de solutions dans
range (100).

<00 Jcalculez Ty (@) (appelé uy,) pournde0abs.

Montrez qu'il existe quatre suites de rationnels (a,), (by), (cn) et (d,) vérifiant pour tout n : u, =
ap + by /2 + ¢y\/3 + dy/6 et donnez les coefficients du tableau

par erreur «résoudre Tj, ( ) 3 d’inconnue 7 », qui cette fois n’a pas de solution.

Apyo = *yy1 +*xbyy1 +*kcopp1 +Fxdypr Fxan +xby +xcn +xdy
. byyo = *ay,.q1 +*by1 Fxcp Fxdypr +xay +xby x4 xdy
Cpia = *dyy1 + Dy Frcpr Fxdp +xan, +xby +x0y +xdy
dn+2 = klpyrq +*xbyp1 F oy +xdyyr +xay +xby Fxcp +xdp

_¢2¢ lcalculez app etdy, pour nde0a3.
o3¢ IMontrez que chaque a, , est de la forme ———

]2
22n+1

in
SonT1 2Vec in entier impair (pour n dans IN*) et chaque d, ,, de

la forme avec jo , entier.

. 1., .
Déduisez que I'équation u, = 5 d’inconnue 7 n’a aucune solution.

0370 |

Trouvez a et b sachant : a + b = 15 et 4% + b% = 30.

0380 |

Calculez T;,(0) pour tout n.

0390 |

Montrez : ch? = 1+ (ch’)?. Quel est le minimum de I'application ch ?

0400 |

Dans chaque triangle, le nombre écrit a I'intérieur du
triangle doit étre égal a la somme des nombres inscrits

dans les trois cercles qui sont aux sommets du tri-
angle. De plus, les neuf cercles contiennent chacun un
des nombres de 1 a 9 sans les répéter. Complete cette

figure en plagant les jetons numérotés dans les cercles.

n
Calculez Z ok 3n—k,

n
Calculez ) 2.k3.(n—k).

n
Calculez H V2.k.
k=1

o410 |

Pafnouti encore

1 1
m Montrez l'existence pour tout n de Z Skt noté S,,. Calculez Sy et 5.
k=1 cos (_
2n—+1




2. -1
Sachant cos (%) = \@T, calculez S,.

2.k.m
<7¢ ]0Onintroduira le polynéme @—[ — oS ( 1 ) ) qu’on notera P, (X). Pour tout 1, on note en-

core T, le n'" polyndme de Tchebychev, toujours caractérisé par T, (cos(6)) = cos(n.0) pour tout angle 8. Donnez

la liste des racines réelles de I'équation T, 41(x) = 1 et de 'équation T; , ;(x) = 0.
Déduisez : Try41(X) — 1 =2%2"(X —1).(P,(X))? (polyndme que 1’on notera Q).
290 IcCalculez Qx(0) et montrez Q,(0) = (—1)".(2.n + 1).

Montrez que si H est un polynome factorisé sous les deux formes H(X) = a,. H — k) Z ap.X¥,

HX) & 1 o 10
H(X) _k;OX—rk tH(o)

Calculez S, pour tout n.

alors on a

a
= a—l (en supposant que 0 n’est pas racine de H).
0



