LYCEE CHARLEMAGNE

Lundi 20 novembre
M.PS.1.2

Q Représentez graphiquement x —— tan?(Arcsin(cos(Arctan(y/x +3))) et donnez ses dérivées successives
(simplifiez d’abord, évidemment).

On ressort des formules du cours qui exploitent de fagon éhontée la forme cos® +sin? = 1 et ses variantes en
1
cos? = ——.
1+ tan?
Elles permettent d’écrire cos(Arcsin(s)

cos(Arctan(t)

V1 —s? pour s entre —1 et 1
1
iz i

tan(Arcsin(s)) = ﬁ pour s strictement entre —1 et 1

) =
) =

pour t quelconque

On va pouvoir simplifier énormément la formule.

Attention Si vous justifiez cos(Arcsin(s)) = v/1 — s en citant juste cos? +sin?> = 1, cest que vous
étes sur une copie de physique
Pour une copie de maths, il faut choisir entre cos(Arcsin(s)) = V1 — s? et cos(Arcsin(s)) =
—V1—s2
Et pour ce faire, il faut dire Arcsin(s) est entre —71/2 et 7t/2, son cosinus est donc positif.
Toute la différence entre non matheux et matheux est la : on surveille tout, et pas juste un
calcul a la con...
Et pour tout correcteur de maths, elle est essentielle. On sait que vous savez extraire des
choses de cos? +sin® = 1.
Mais ce n’est pas ¢a qui fera de vous un ingénieur.
L’'ingénieur, c’est celui qui surveille tout, et qui a du recul.
Sinon, c’est juste un calculateur, et un ordinateur cofite bien moins cher que vous pour ca...

Ony va, pour x plus grand que —3 : cos(Arctan(v/x +3)) =

\/]_ —|— X + \/x +4
et il est entre 0 et 1 puisque c’est un cosinus
1
tan(Arcsin(cos(Arctan(v/x +3))) = x——'—i‘
1—
x+4

I 1
On éleve au carré, et notre application n’est autre que a

On représente donc juste un morceau d’hyperbole. Un morceau, car on a imposé x > —3.

Quant aux dérivées, elles se calculent sans effort.

sauf si on est con et qu’on n’a toujours pas compris que x — (x—i—?’)3 cestx — (x+3)72
L/ [ f» [ o | O [ f(x) | FU (x) |
| x+3) 1] —(x+3)2 | 2(x+3) 3 | 6.(x+3)* | | (-)"nl(x+3)"" 1| (=1)"nl(—n—1).(x+3) " "1 ]

La formule est Vahdee par récurrence sur 7.




209 ] Bxiste-t-il une valeur de a pour laquelle ce déterminant vaudra 2017 # Complétez déja les cases

1 1 1 1 qu’il n'a pas complétées dans
% } ; % ? Si oui, cette valeur sera-t-elle entiere, si non, calculez le Sa précipitation.
> 10 3 Ayant conjecturé quelquechose

de joli, il veut écrire propre-
ment sa formule pour tout n.
Aidez le.

Il va voir son professeur, tout
fier d’avoir deviné une belle
formule a démontrer par ré-

coefficient de X2 dans Tyy.

On note T, le n®™€ polyndme de Tchebychev. Rappelez la relation qui
poly Y pp q
calcule T4, al’aide de T, 41 et Ty.

(229 ] calculez T;,(0) pour tout n.

[o30] Que est le coefficient de X'? dans Tis ? currence. Son professeur lui dit

04 ]Un éleve a trouvé le résultat suivant : “ah, oui, c'est évident, sans ré-
(X2-1). (00 + X. (1) = (X) currence, pars de T,(cos(6)) =
(X>-1). @ + X (4.X) = & (2X2—1) cos(n.0)) et dérive deux fois”.
(X2-1). (4X) + X. (12X*-3) = 9 .(4X°-3X) Faites le pour lui, en n’omet-
(X2-1).  (.) + X (3@2X3-16X) = .. .(8.X*-8X%2+1) I e L

Et si finalement, vous me calculiez le coefficient de X'2 dans Ty ?
Calculez T, (17/8).

La relation connue est [Tn+2(X) =2X.Ty1(X) =Ty (X)]

Le polynéme T;, a Ia méme parité que n, c’est du cours. On en déduit que dans T35 il n'y a que des termes d’expo-
sant impair. Le coefficient de X2 est nul.

Pour calculer T},(0), le plus simple est de partir de la formule T}, (cos(0)) = cos(n.0) puis de la dériver (grace au
V0) : —sin(0).T,(cos(f)) = —n.sin(n.0). On applique pour 6 égal a /2 : —1.T,(0) = —n.sin(n.71/2). On a la

[nmodulo4 [0 [1]2] 3}
|

formule close| T/, (0) = n.sin(n.7w/2
S O DA

On peut aussi partir de T,42(X) = 2.X. Tn+1(X ) — T (X) et dériver

Tpi2(X) = 2.X.T) 1 (X) + 2.T, 11 (X) — T (X).

On applique en 0 : T, ,(0) = 2.T,,;1(0) — T;,(0). Or, T,,(0) vaut T,(cos(7t/2)) c’est a dire cos(n.7t/2). Apres, il

faut mouliner un peu.

(X2 -1). (0) + X (1) = 1 (X)
0 ot (X2 —1). (4) + X (4.X) = 4 (2.X%2 —1)
neompiele (x2 1), (24X) + X, (12X2-3) = 9  .(4X3-3X)
(X2—-1). (96.X>—-16) + X. (32.X*-16X) = 16 .(8.X*-8X2+1)

On la formule : ((X? — 1).T,"(X) + X.Ty(X) = n?.T, (X))

On a initialisé. Mais on ne fait pas de récurrence, car on réfléchit avant de calculer !

Comme proposé, on part de V6, T, (cos(6)) = cos(n.0) et on dérive deux fois :

V0, —sin(0).T;(cos(0)) = —n.sin(n.0)

V6, —cos(6).T,,(cos(8)) + sin?(6).T,,” (cos(6)) = —n?. cos(n.6)

On fait un soupgon de trigonométrie V6, cos(6).T,(cos(8)) + (cos?(8) — 1).T,”(cos(f)) = n?.cos(n.0) =
n2. T, (cos(P)).

On change de variable : Vx € [—1, 1], x.T)(x) + (x*> = 1).T,” (x) = n%.T,(x)

Mais il faut étendre a Vx € C, x.T/(x) + (x> — 1).T,” (x) = n?.Ty(x).

1l suffit d"utiliser le résultat simple : X.T,(X) + (X? — 1).T,,”(X) — n%.T,(X) est un polyndme de degré inférieur
ou égal a n, ayant une infinité de racines. Il est forcément nul.

’ Pour avoir tous les points, il faut utiliser ce théoréme d’extension de [—1, 1] a R.

On regarde le polyndme Tig. Il s’écrit a.x'® — b.x'* + c.x!? — d.xl0 +ex® — fx0 + g.x* — hx® + i avec a égal & 21°
(calculable).

On dérive et développe :

x.(16.a.x1° —14.b.x13 +12.cx!t — ) + (2% — 1).(16.15.a.x1* — 14.13.b.x12 +12.11.c.x!0 — .. .) = 162.(a.x10 —b.x1* +
cxl2+...)

16.a +16.15.a = 16%.a (génial), puis —14.b — 16.15.a — 14.13.b = —16.b puis 12.c + 12.11.c + 14.13.b = 16%.c et ainsi

1. c’est ¢a les maths ; on réfléchit avant de calculer, pour éviter de calculer ; tandis qu’en physique, il faut réfléchir et calculer en méme
temps



de suite.
On identifie les coefficients et on fait tomber une a une les valeurs :
32 768.x16 — 131 072.x14 + 212 992.x12 — 180 224.x19 + 84 480.x8 — 21 504.x° + 2 688.x* — 128.x2 + 1

On peut aussi suivre la méthode du cours : 2.cos(16.x) = (c +1.5)'® + (c — i.s)!®. On simplifie les termes imagi-
naires purs. On remplace les s? par des 1 — ¢? et on calcule.

On peut aussi écrire Ti5(X) = T4(Ty(X)) = ((8.X* —8.X% +1)?)% — 8.(8.X* — 8.X2 + 1)? + 1 et on ne garde que ce
qu’on veut.

Pour T,(17/8), on peut chercher si 17/8 est le cosinus hyperbolique d’un nombre simple (et pas un cosinus, car

: BN G G -
on dépasse 1). On sort la formule du cours ou on résout ————— = 3" t = In(4). On a alors sans effort :

2
en.ln(4)+e—n.ln(4) 42.n+1
En(ch(t)) — ch(nt) = - ==

On pouvait aussi écrire : T}, (18—7> = 2.%7,1",1 (181> —T, 4 (g)

1
On a une suite 1,1 = Z'M" — u,_1, d’équation caractéristique A2 — Z'/\ +1=0,deracines4 et 1/4.

La forme générale est donc 3(a,b), Vn, u, = a4" + b4". Les conditions initiales en 1 et 17/8 donnent
a=b=1/2.
1 = 1
1 1 it = 1 1
1 2 1 s = 1 2 1
On constate 1 3 3 1 et 113 — 1 3 3 1
1 4 6 4 114 1 4 6 4

Ol

1 5 10 10 5 1 1 5 10 10 5 1
Qu’est ce qui ne va pas entre le triangle de Pascal et les carrés d’entiers ?

C la rel d’ord E — ' ! F
ti K p t1 / .
omparez (pour la relation d’ordre) . 2 /1 112 e t2

N’espérons pas d’égalité.
Mais par décroissance de la fonction et comparaison série intégrale :

k+1 gy , 1 , [t dt =1
chaque/k T g2 S¢ majore par w d ou/1 11 < Z 11k

! dt . PP SRy
s \/1 172 et on ajoute 1 d’un coté etidelautre.

- L)

=)

k=1

chaque / ¢ ima'ore ar
q 11482 jore p k2’

ln(k)
k

.Montrez que (Ay) et (C,) sont croissantes.

oL
L

Pour tout n on pose : A, = Z
k=1
Montrez que B, est décroissante.

Etudiez la convergence de chacune par comparaison série intégrale.
Donnez un équivalent en 400 simple de chacune.

On ne sait pas tout de suite si (B,,) est croissante.

Mais B, est constante, puisque cette fois, n est fixé (sinon il y aurait des parentheéses).
C’est la suite (B e si il faut 1écrire proprement.

Etant constante, elle est décroissante.

~ In(n+1)

(Ay) est une série a termes positifs : A1 — An —

> 0 pour tout n.

Elle est croissante.

"1
C,, vautIn(n Z%

In(n) < In(n+1) w1
H, < Hy o en posant H, = k; E'

N IN

Pour n donné on a




. . 1 ¢
Jetons un ceil quand méme : B, = - Y In(k).

1 n
Cette fois, (E) décroit et ( Z ln(k)) croit. Qui croire...
k=1

En fait, elle croit. Mais il fautiy aller proprement.

n 1
On peut encadrer A, par / Et) dtet0+ / ol dt.
1
In(t 1 2
On calcule ces intégrales par { ( ng )) ] et on trouve un équivalent en %

Et il est facile de perdre des points en tentant de simplifier

(In(n))*
2

Rien de simple, a part In ( nln(”)) si vous aimez (moi pas).

Pour b L et (04 [ inge) e

our b, on compare avec E/l n(f). et;.( —|—/l n(t). )

n.In(n) —n
n

Apres calcul de primitive, un équivalent est et méme In(n) tout court.

En effet, le —1 et termes du méme type ne sont pas visibles dans 1’équivalent.

Pour C,, on a la convergence vers 1.
Et un équivalent est 1.

1/n

Ou si vous y tenez, un équivalent est e*/" c’est pareil.

On note W, la ne™e intégrale de Wallis. Montrez : (Wnﬂg)2 < Wa.Wa . (un carré, des intégrales, une inégalité...)

Inégalité de Cauchy-Schwarz

([ rwama) <([

On prend f = sin” et g = sin” et c’est fini !

/2

o). (st 2ar)

On rappelle I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les fonctions continues :

[ swzma)’ < ([ gera).( [ eora)

b 2 b 2
On l'obtient en étudiant / (xf(t) (t)) .dt comme trindme du second degré en x (x2. / (xf(t) + g(t)) At +
a a

2.x. / ( f(#). dt + / dt) de signe constant, donc de discriminant négatif ou nul.
a
COS( ) S1 X < 0
QO On définit : f = x —> a.cos(x) +b.sin(x) si 0<x < |. Pouvez vous la rendre continue en
sin(x) si. m<«x
choisissant bien a et b ?
cos(x) si x < 7/3
Méme question pour f = x — ¢ a.cos(x) +b.sin(x) si 7 <3.x < 2.7 |.Estelle alors dérivable ?
sin(x) si. 2mw/3<x
cos(x) si x<0
f=x+— < a.cos(x)+b.sin(x) si 0<x <7 |estcontinue]— oo, 0 car c’est le cosinus
sin(x) si T

est continue sur |0, 7t[ car c’est un polyndme

est continue sur |7r, 400 car c’est le sinus.

La seule question est «en 0 et en 77 ».

On regarde donc en chacun de ces points la limite & droite et la limite & gauche.

La continuité c’est ¢a (en laissant de coté les ¢) : la méme limite a droite et a gauche, égale a la valeur de la fonc-

tion 2.

2. 13, on redevient « terminalesque », mais surtout on voit ¢ca géométriquement



| a gauche de 0 | en( | a droite de 0 | | a gauchede 7 | en 71 | a droite de 7 |
formule cos(x) 1 a.cos(x) + b.sin(x) a.cos(x) + b.sin(x) 0 sin(x)
limite lirrolf(x) =1 f0)=1 1in01f(x) =a lim f(x) = —a f(r)=0 | limf(x)=0
))6520 Z:O vX<7't X>7T
condition a=1 a=0
Pas de raccordement continu possible des deux cotés a la fois...
Donc pas de raccordement dérivable !
cos(x) si x< /3
Passonsa f = x — ¢ a.cos(x) +b.sin(x) si m<3x<2m
sin(x) si 2m/3<x
R T T R R 7T R 2.7t 2.7 R R 2.7
| | a gauche de 3 | en - | a droite de 3 | | a gauche de = | en —- | a droite de =
1 . . V3 .
formule cos(x) 5 a.cos(x) + b.sin(x) a.cos(x) + b.sin(x) - sin(x)
- . _ T 1 . _a+b.3 —a+b.v/3 V3 . _ V3
limite | lim f()=5 | f(3)=5 | lm f0)=""5 I f)=——%— 1| 5 | Mm f=7%
x<m/3 x>7/3 x<m x>2.71/3
ndition a—l—b.\/g_l —u+b.\/§_73
conaito: 5 =5 5 )
. N . -3 3++v3
Cette fois, le systeme a une solution :a = 2\/_ eth= 6\/_'
1
[0.5
0
0.5
: : » .
i 7 7 ) g T z 3 7
les trois graphes le cosinus tout seul
1
0.5
5 —
0.5
: : : 4
il 2 3 L [ 1 2 3 4 5
celle du milieu toute seule le sinus tout seul
1
[0.5
0 —
-0.5
1
1 7 3 ) z i z 3 3 z

la fonction avec ses raccordements

raccordements continus mais non dérivables

Résolvez {

20 x3b
26 %30

2021
2022

d’inconnues réelles a et b.

. L 20 x3" = 2021 |, . [ In(2) In(3) a\ _ ( In(2021)
Par passage au logarithme (bijectif), { b %3 — 20 équivaut a ( n3) @) ) s )=\ n2022) )
On inverse la matrice, et on trouve 1 — In(3).1n(2022) — In(2).In(2021) th— In(3). ln(2021g —1n(2).1n(2022)

(In(3))? — (In(2))?




On prend trois réels strictement positifs a, b et c. leur moyenne arithmétique est connue, et leur moyenne

harmonique est I'inverse de la moyenne des inverses T 1 1
= + - _|_ =
: a b ¢
Montrez que la moyenne harmonique est plus petite

que la moyenne arithmétique, en utilisant I'inégalité de
Cauc?/—Schwarz sur deux triplets bien choisis (c’est a

dire 7.7 < || x | 7| produit scalaire face a produit

des normes).

At NPt At PN S LI+
Montrez que la moyenne harmonique est plus petite
que la moyenne arithmétique en calculant la résistance
entre A et B sur les deux scémas ci-contre.

Qui vont étre les deux vecteurs construits a partir de a, b et c dont les composantes permettront d’avoir une belle
majoration quand on écrira W. T < | |.| 7| avec dans | i/| et | 7| des sommes de carrés ?

va 1/v/a
Prenons assez naturellement | /b | et| 1/vb |.leur produitscalaire vaut9 (ah ?) et les normes donnent nos

Ve 1/4/c

a+ b+ c et somme des inverses.

L'inégalité donne

9<m+b+d(%+%+%)

et en équilibrant

3 a+b+c
1 1 1°
S 3
a b ¢

Regardons a présent le premie réseau de résistances.
On a en parallele trois fois le méme modele en grisé, fait d etrois résistances a4, b et c en série.
Chaque bloc « horizontal » a pour résistance a + b + c.
Quand on met ces trois blocs en paralléle (ah on ne dit plus « en paralleles », on dit « en dérivation », c’est trop béte
, . e 1 1 1
d’y perdre la vision), les conductances s’additionnent : — = — + — + —.
R; Ry R» R
1 ... atb+tc
1 I I , ce qui fait —3
+ +
a+b+c bt+c+a c+a+b

Quand on met trois fois la méme résitance en paralléle, la résistance est divisée par 3.

Bref, entre A et B on a une résistance

Prenons alors le schéma de droite. On a cette fois trois blocs « verticaux » consécutifs.

Le premier est fait de trois résistances a, b et c en paralléle. Sa résistance équivalente est donc T 1 1

PRI

Le bloc suivant a la méme résistance, de méme que le dernier.
Comme les trois se suivent en série, la réssitance équivalente est cette fois

1
3><71 I

a b ¢

Dans le second schéma, il y a plus de connexions, le courant va mieux circuler (moi j'y vois des voitures dans les
rues, pas vous ?).

On a donc

1 <a+b—|—c
1 1 1° 3
a b ¢

L’exercice se généralise i n nombres réels positifs, et n lots de n résistances.

3 X




Clément Deslandes a décidé de fabriquer des assiettes plutdt que de faire prof de maths.

Il veut tester la solidité de ses assiettes. Il en prend une et se rend au pied d'un immeuble de 78 étages et il veut
savoir depuis quel étage il peut balancer une assiette sans qu’elle se casse. Il veut méme connaitre I'étage au
dela duquel elle se brise.

S’il la lance du sommet et qu’elle se brise, il saura qu’elle ne tient pas 78 étages, mais il ne saura pas a partir de
quel étage elle se serait brisée. Alors quoi ?

Il teste au premier étage. L’assiette se brise, il sait qu’elle se brisera quel quel que soit I'étage. Et si elle ne se
brise pas, il recommence au deuxieéme étage. Si elle se brise, le niveau de rupture est le 1. Sinon, il monte au
troisiéme étage et recommence.

En gros une récurrence. Si elle se rompt a I’étage 7, on a I'information, sinon, on passe a I'étage n + 1.

C’est un peu long, mais ¢a se fait. Et au pire il fait 79 tests.

Mais voila, il a pensé a prendre deux assiettes. Alors que fait il pour minimiser le nombre de tests « dabns le pire

cas » ?
"XNIMW € A [I STRJA] “« 8/ NE ¢ NP 19389} 1od xnap 93sax us M [t “oddeypar affa 1s 39 ‘g¢ & 0 9p

a3e19 1ed 9319 19)59) anod sun 93sa1 US ] 1 “9SIIq S J[[S IS ¢ d)33ISSk duN 9139 I ‘9319 SWITANSU 9JUdI) NE BA [I » JaSesiaus nad uQ

Une solution.

On prend l'assiette A et on teste les étages pairs dans 1'ordre : 0, 2, 4 et ainsi de suite.

Si l’assiette se rempt a 1'étage 2.N, on sait qu’elle a passé 1'étape 2.(N — 1). C’est donc que la frontiere est « soir
2.N —250it 2.N — 1. On jette donc I’assiette B depuis 1'étage 2.N — 1 et on peut conclure.

Dans le pire des cas, on fait 39 + 1 tests (c’est a ’avant dernier étage qu’est la frontiere).

Mais il y a mieux.

On ne cherche pas l'algorithme optimal tout de suite, mais on s’interroge «si j’ai le droit a n Incers, je fais quoi ? ».
Notons que dés la premiére assiette cassée (la A lancée de I'tage N), il faut faire du « étage par étage » avec l’assiette
B jusqu’a trouver la frontiére : en commengant au dernier cap franchi par A jusqu’a l’étage N — 1 (on sait qu’enN,
c’est la rupture).

Des lors, si on a doit a n lacers, le premier lacher de A ne peut pas se faire au dela de 1’étage n (si elle se casse, on
remonte avec B étage par étage de 1 a n — 1, et on peut étre amené a faire donc 1+ (n — 1) lancers).

Si elle se brise, on fait n — 1 étages avec l’assiette B comme on 1'a dit.

Si elle ne se brise pas, il nous reste deux assicttes et n — 1 lancers (et 78 — n étages).

On va donc lacher 'assiette depuis I'étage n + (n — 1) (intervalle & explorer avec l'assiette B [n, 2.n — 1] sil’assiette
A se brise).

A se brise : n — 2 lancers pour explorer 'intervalle mentionné ci dessus.
A ne se brise pas, on la lance cette fois depuis l'égae n + (n — 1) + (n — 2).

Et ainsi de suite.
La somme n + (n — 1) + (1 — 2) + ... + 1 nous donne alors la plus grande hauteur qu’on puisse atteindre avec n
lancers.

Etjustement : 78 = 12+ 11+ 10 + ... + 1 (nombre triangulaire).
On va donc pouvoir conclure en 12 alncers.

Algorithme
je lache A depuis le niveau 12

elle se casse

elle ne se casse pas

je teste avec B les niveaux 1 a 11

je lache A depuis le niveau 23

elle se casse

elle ne se casse pas

je teste avec B les niveaux 13 a 22

je lache A depuis le niveau 33

elle se casse

elle ne se casse pa

ieme

On note Tyle n""® polynéme

. TTaHyTini NsBosiy Yebeiues

je teste avec B les niveaux 24 a 32

je lache A depuis -

Calculez T;,(1). Pour prouver ce que vous allez
conjecturer, il y a deux méthodes ; I'une par récurrence, et 'autre en regardant la limite en 0 de la formule
obtenue par dérivation de Ty (cos(0)) = cos(n.9).

On part de Ty, (cos(0)) = cos(n.0) (pour tout 0) et on dérive : —sin(6).T,(cos(P)) = —n.sin(n.0).



n.sin(n.0)

sin ()
On fait tendre 60 vers 0. Le premier membre tend vers T, (1) par continuité de T,.
Le second tend vers n? par usage des équivalents.

On applique pour 6 non multiple de 7 : T, (cos(8)) =

Sinon, on partde T, = 2.X.T,,_1 — T,—p etondérive : T), = 2.T,_1 + 2.X.T] ; — T, _,.
Onappliqueend : T (1) = 2.T,,_1(1) + 2.7, _,(1) — T, _,(1).
T,(1) =2+2T, (1) = T, ,(1)
On prouve alors T, (1) = n? par récurrence a double hérédité.
L'initialisation ne pose pas de probléme, et pour I'hérédité : 2 +2.(n — 1)2 — (n — 2)? = n.

M Un exercice d’oral de Polytechnique était posé sous la forme suivante :

soient (zo, ...z,—1) 1 complexes non nuls,

o : " 1
alors il existe une partie P de range (n) vérifiant ’ ). zp‘ > - pREA
peP k=0

I'exercice était posé tel quel avec une indication que I’on donnera plus loin sur un exemple et pour le traitement
général. Mais on commencera ici par quelques cas particuliers.

_a0a lpour (1, i,—1, —i), vérifiez : [1 +i| > E'<|1| +i+|=1+]=i])-

1
On commence par quatre complexes de module 1 : (1, i, —1, —i). La somme du membre de droite ;(\1| + |i] +
4
| —1| + | —i|) vaut = On ne garde que deux des quatre complexes : 1 et i, on effectue la somme : 1+, on en
prend le module : V2 (calcul direct).

4
On se dont donc juste de vérifier V2 > g c’est a dire V2.7t > 4.On le joue a la physicienne en comparant les

carrés car tout est positif : 2.772 ~ 2.10 et 42 = 16. C’est rapide.

La0e Tpour (1,72 j,—1, 2 —j), vérifiez : [j =1+ 2| > —.(I1|+| = 2l + il +1 = 1|+ 172 +] = D).

1
Pour (1,—72, j,—1, j?,—]) (sommets de I'hexagone régulier), le membre de droite se calcule ;(|1\ + | =2+ + -

. . , 6 )
U+ 2+ —jl+1-i)= p (un peu moins que 2).
Des six complexes, on n’en garde que trois : —1, j et j2. On calcule leur somme : —1+j+ > = —1—1 car

6
1+j+j*=0.Onpasseaumodule : [j— 1+ =2 > e

404 11 estun entier naturel non donné, on pose z; = ¥/ pour k dans range(2.1).
n—1 2.n—1

o 1
Justifiez : | ) zk’ > g Yo |zl
k=0 k=0
On prend cette fois 2.n nombres notés zy. Dans e*7/" on

reconnait une racine d’ordre 2.n de l'unité. Nos 2.n points

sont répartis régulierement sur le cercle unité. La somme du
2.n—1 .

L1 2n . . e
membre de droite —. Z |zx|[vaut — puisqu’ils sont tous de o o
T (=0 T -~ ™~
= L ®
module 1. 7/ N\
n—1 ) [}
Avec z, on ne garde visiblement que les n premiers. La / \
k=0 [ 4 ]
n—1 . I
somme Y e"*7/" est alors simplement une série géométrique —g, le-
k=0

de premier terme 1 (k = 0), de raison ¢"™/" et de terme & §

n—1
venir ¢7/" (k = n). Cette somme se simplifie : ) etkr/n — P

k=0 AN /

1—e™  1—(-1)
1 — eint/n 1 — eint/n’ \..___.____-./




On doit en prendre le module. Il y a des fagons plus ou moins rusées de le faire.

e La pire : virer le dénominateur par quantité conjuguée (méme si c’est souvent un bon réflexe), et s’empétrer dans des
cosinus et sinus partout.

e La méthode du bon éleve de Terminale : le module de I'inverse est I'inverse du module. On va donc juste calcu-

ler le module de 1 — ¢*/", Celui ci vaut \/ (1 — cos(7t/n))2 + sin?(7r/n). On développe, on simplifie et on arrive

av/2.4/1 —cos(rt/n). On a donc
n-=1 2
’ Z ez.k.n/n _
V2.4/1 = cos(rt/n)

= ‘ , et on est déja content.
1 — ei-mt/n

o iko/n| _ — 2
Si on va plus loin : 1 — cos(f) = 2.sin?(0/2) ‘Ze ‘1 | = ‘ : (n)‘
2.|sin | =—
2.n
o Mais en fait, il y avait plus rusé (et classique a connaitre) :
. , . . . . , i8/2 _ ,—if/2
I1— 61‘9| — ‘61‘6/2_(6—1.9/2 _ 61‘6/2)| — ‘61.9/2| ~ ‘6—1.9/2 _ e"9/2| = 1.2.sin(0/2) puisque sin(/2) = % 1 Onen
reparlera en cours avec le “noyau de Dirichlet”. '
-1 1 2n—1
Bref, on est arrivé a ier/n) — 2 |zx| = 2 Ce serait idiot de ne pas voir un air de famille
k=0 sin (2 n)

!
1

2
— 2
" (5.,)

Le physicien dira que pour n petit, on a sin(0) =~ 0. mais le mathématicien ne s’en contentera jamais. D’autant qu'un symbole ~ ne devient

. . S 7T 7T -
On doit prouver ce qui se rameéne a sin (—) < z— car tout est positif.

2.n 2.n

n < que par tricherie doublée de nécessité de “je veux conclure” du mauvais éleve qui est prét a tout pour aboutir a ce qu’on lui demande.
On doit montrer [sin(()) < 6 pour 6 entre 0 et 77/ 2}

C’est du classique qu’on obtient de multiples fagons.

Variation de fonction : I’applica- Integrale : sm 6) = | Géométrie : le sinus est un trait
tion § —— 6 —sin(f) a une dé- 0 1 du — 6. vertical, ’angle est la mesure d'un
rivée positive (1 — cos avec cos entre cos(a b= arc de cercle “un peu plus long”.

—1et 1), elle est donc croissante. Et
comme elle est nulle en 0, elle est —
positive apres 0.

y=sin(Q)

sin(0)

Toute preuve a la physicienne avec un développement limité ou autre sera une arnaque.
1 2.n

2.

n—1
. . ; 1
Si on met tout bout a bout, on a bien ‘ Z ghkm/n| — = 2= =—
k=0 sin (—) T

n—
Z |zk |-
2.n k=0

’ Une question o il suffit/faut d’étre méthodique. Et qui prend plusieurs arguments les uns apres les autres. ‘

1 1
_a0a laetbsontdeux réels, vérifiant a < 0 < b. Prouvez : la] > ;(|a| + |b|) ou |b| = E(M + |b]).

(lal + ).

1 1
a est un réel négatif et b un réel positif. On doit prouver |a| > —.(|a| + |b]) ou |b| > p

On peut traiter différents cas suivant qui de a et b est le plus grand en valeur absolue.
Mais le mieux est de faire des maths, en raisonnant par I'absurde, avec les et et les ou.

1 1 1 1
Si on n’avait pas “|a| > ;.(|a| + |b|) ou |b| > ;.(|a| +|b])”, on aurait “|a| < ;.(|a| +[b]) et |b| < E.(\a| +1b])".
1
En additionnant les deux, on aurait alors |a| 4 |b] < E(\a\ + |b|). En simplifiant car la somme |a| + |b| est non
nulle, on aurait 1 < 1, ce qui est faux. Fin du raisonnement par l’absurde, qui ne dit évidemment pas qui de

1
la| > (|a| + |b]) ou |b] > (|a| + |b]) est vraie (il est d’ailleurs possible que les deux le soient...).
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On notera qu’on a prouvé ici notre résultat dans le cas ot on a deux complexes particuliers du plan : un réel négatif et un réel positif,

appelés ici a et b au lieu de zg et zy. Quoi qu’il en soit, en les appelant zq et zq au lieu de a et b, on a prouvé qu’une des deux sommes |zg|
1 R .

ou |z1| dépasse —.(|zo| + |z1). On va généraliser a plusieurs termes.

11 est bon quand on traite un probléme de comprendre un peu oit on va et de ne pas se contenter de croire qu’on traite une série d’exercices
comme dans un sujet du bac.

(a0 Ires zj sont n réels classés par ordre croissant.

p—1 1 n=l n—1 1 n=1
Montrez qu'il existe un entier p vérifiant ‘ zk‘ > —. Zk| ou ‘ zk‘ > —. Z|-
; posts >, Bt | £l 1

Les z; sont n réels classés par ordre croissant. Il y a donc un moment ot1 on bascule du négatif au positif. On note
p cet indice (le plus petit indice k tel que zy soit un élément de RY) :zg < z1 < ... < z2p 1 <0<zp<. .. <2y 1.

On va alors poser “tout naturellement” :a = zg+2z1+...+zp, 1etb=zp+zp41+...+2, 1.Onabiena <0< b
(inégalités larges, car a est peut étre nul, si il n’y a aucun réel négatif en début de liste).

1
Par la question précédente, on a donc |a| > ;.(|a| =+ |b]) ou |b| > ;.(|a| =+ |b]).
Et qui est |a| + |b] ?
Comme a est négatif, on a |a| = —zp —z; — ... — zp_1. Comme chaque z; de cette formule est négatif, on a
la| = |zo] + |z1] + ... +[zp-1]-
Comme b est négatif, on a |b| = zp + 241 + ... + 2, 1. Comme chaque z; de cette formule est positif, on a

bl = |zp| + |zpsa| + - + |zn—1]-
1 1
Le membre de droite E.(|a| + |b|) devient donc ;.(\zo| + oo Fzp| o F Zea])-

1 1
L'assertion |a| > %.(|a| + |b|) ou |b| = —.(|a| + |b|) devient donc

T
p—1 1 n=1 n—1 1 n=1
Zk| = —. Zi| ou z ‘ Z —. Zj| comme attendu.
’Zk‘/n2|k| > 2|2 ) |
k=0 k=0 k=p k=0
1 n—1
On a donc répondu a la question ‘ zil = —. Z |z¢| en prenant comme partie P les premiers indices de la liste
. T
icP k=0

1

ou les derniers (en séparant en fait les réels z; selon leur signe). On note qu’un facteur 5

ferait l'affaire ici a la place du

1
facteur ;.Mais on est sur R et pas sur C.

EI On prend cette fois a titre d’exemple zg = 2,21 = 1+1i,20 = i,23 = =2+ 34,24 = —5etzs = -3 —4.i.
Pour tout « entre —7T et 77, on note A, 'ensemble {z € C | |Arg(z.e™"*)| < 71/2}. Justifiez que A, est un demi
plan. Pour tout &, on note f(«) la norme de la somme des z; qui sont dans A,. Représentez graphiquement

T
l'application f sur [—7t, 7], et calculez l'intégrale / f(a).da®.
—7T

a. on rappelle que I'intégrale d’une fonction est une aire, et ne se calcule pas forcément par des [F(x)]%_, avec des exigences du type “f

doit étre dérivable” a cause d'un cours de Terminale dans lequel on confond a tout bout de champ “nécessaire” et “suffisant”

On trace un dessin pour localiser les points de 1’énoncé. Et on calcule les normes demandées pour les sommer :
| 20=2 [z1=1+i]| zp=1i [2z3=—-2+3i[2z3=—-5[2z5=-3—4i|

Llzol =2 [ |zl =v2 [ Jzo| =1 | Jz3|=v13 | |z4|=5] [z/=5 |

La somme des modules est laide, elle vaut 13 + V2 + V13 et ne se simplifie.

Et la somme des complexes vaut —7 + i, méme si ¢a ne sert a rien.
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Un ensemble {z € C | |Arg(z.e~"*)| < 71/2} est formé Z-pe’
de complexes obéissant effectivement & une contrainte
d’angle. Ecrivons z = p.e"? comme souvent. La condi-
tion porte sur Arg(p.ef.(6 — a). Cet argument vaut 6 — «

(apres réduction si nécessaire). On demande donc que {9_(1
6 — a soit entre —7t/2 et 71/2, ce qui revient a bloquer

s T . o
8 entre « — — et &« + —. Les deux valeurs extrémes sont

A\ 4

distantes de 7, la limite est faite de deux demi droites
alignées, c’est une droite. Et on est dans le demi plan
“du coté de a”.

11 fallait encore une fois travailler en polaires. Quels pro-
fesseurs de Terminale vous ont fait croire que le plan
complexe était fait d’éléments de la forme x + i.y et pas
d’éléments de la forme p.e? ?

La fonction f va donc compter des sommes comme |zq + zp + 23] si z1, zp et z3 sont dans le demi plan A,. On va
donc faire une étude a la main (il ne faut pas espérer des formules toutes prétes, il faut mettre les mains dans le cambouis, et accepter
de travailler avec des définition).

Le premier demi plan (pour « nul) est 'Est de la carte, avec les
arguments entre —7t/2 et 77/2. 1
On prend trois des complexes :zg =2,z =1+ietz; = 1.

La somme vaut 3 4 2.i et a pour module V13 f(0) = V13,
On va rester avec cette valeur tant que le plan ne va pas trop
tourner. °

N
Le premier changement va se faire quand la demi droite va
contenir le point z3.
Arctan(2/3) «A cetinstant », le point z3 s’ajoute a la somme :

“Z0+z1+2+23 =24 (1+i)+i+(—2+43i) =1+5..

“Le module vaut V/26.

On déduit donc que de 0 & Arctan(2/3), f vaut 1/13.

En Arctan(2/3), la fonction saute a la valeur /26 (elle aug-
mente).

Pourquoi Arctan(2/3)? C’est la direction orthogonale a cette
droite.

N

On va pouvoir continuer, jusqu’a ce que le demi plan gagne un
nouveau point.

Ou en perde un.

Quand « va atteindre la valeur 7/2, 'axe de découpe sera
horizontal. La somme complexe sera faite de zg, z1, zp, z3 et
z4. Elle vaudra —4 + 5.i. f(71/2) vaut alors VAT,

Mais ¢a ne dure pas. Dés que a augmente, on perd le point zg.
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AN

Maintenant, la somme vaut
(141) +i+ (—2+3.i) — 5, et la fonction vaut v/61.
Elle reste constante égale a cette valeur. Le prochain change-

- ment va se faire quand on va perdre z; (égal a 1 4 7). On aura

“alors pour somme complexe i + (—2 + 3.i) — 5 puis pour mo-
dule v/65.
L’étape suivante sera l'arrivée de z5 (égal a —3 — 4.i) dans la
somme.

AN AN

On se dit que pour avoir les valeurs prises par la fonction en escalier, il va falloir dresser un tableau. Comme les z

sont classés par ordre croissant d’argument, les familles de points dans les demi plans A, seront faites d'indices
consécutifs.

| anglea | avantO0 | 0 [ Arctan(2/3) | m/2 | | 3.t/4 | | apresm | |
% 2 2 2 2
2 T+i | 1+: 111 T+i 111
Z i i i i i i
z3 —2+43. —2+34 | —2+3i | —2+43i | —2+3i | —2+3.
% _5 _5 _5 _5 _5
25 347 3_4i
somme | 3+i | 3+2.i 1+5. —4+5i | —6+5i | —7+4.i —10 —10—1
fw | v [ Vi3 | V% Vi | Vi | & | 10 | Vil

C’est long et laborieux.

L .. . T 2
Pour le calcul de I'intégrale, on additionne des aires de rectangles comme +/26. (E — Arctan (5) )
Le cas général repose aussi sur le demi-plan qui tourne. On calcule la valeur moyenne de I'application f, avec des inégalités dans C et un
n—1
peu de trigonométrie. Comme cette valeur moyenne dépasse alors la valeur Y _ |zi|, c’est que f dépasse cette valeur au moins en un point.
k=0

On ne le détaillera pas ici.oos



13

12

-

398712 = 1613447460975129128349649197051515171534¢
436512 = 4784218173994732133273973898263933618164(

somme = 63976656349698612616236230953154487896987 [Calculez le ra yon de

447212 — 63976656348486725806862358322168575784124 H
Erreur relative : 2 x 1011 Chacun des dlsques'

' g

Exercice sans rapport.

Le grand disque a pour dia-
metre 12 et donc pour rayon 6.
Les deux disques moyens ont
chacun pour rayon 3 et dia-
metre 6.

On ne connait pas le rayon des

A gauche, les Simpsons rendent hommage au théoréme de Fermat.
disques de droite et gauche, on
le note r (par symétrie, le méme pour

\
les deux).

Ag ran d iSS e nt Onnomme O le centre du grand

disque, C le centre du disque
A moyen du bas et D le centre du
disque petit de droite.

On a immédiatement OA = 6 (diametre) et OC = 3 (rayon).

On a aussi OB = 6 (diametre) et DB = r (rayon du petit disque) et OD = 6 — r (différence).

On a aussi CD = r + 3 (somme des deux rayons quand les disques sont tangents).

Le théoréme de Pythagore dans le triangle (D O C) (rectangle en O) donne : (r + 3)? = 3% + (6 — ).

On simplifie par 9 et par % : 6.r = 36 — 12.r. On simplifie :

On note que le triangle est alors un célebre (3, 4, 5) pythagoricien.
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On travaille alors avec les tout-petits disques.

On note p leurs rayons. On note E le centre d'un tout petit
disque, sur le segment [O, D].

Par condition de tangence : ED =2 + p.

Par soustraction :OE =4 — (2+4p) =2 —p.

Par condition d’alignement aussi : CE = 3 + p.

On fait encore appel au théoreme de Pythagore dans
(EOC) : (3+p)? =32+ (2—p)>

2
< e On simplifie encore M

Ce type d’exercice de géométrie est un SANGAKU (littéralement tablettes mathématiques). 1l s’agissait de tablettes de bois votives
présentes dans certains temples japonais et figurant des énigmes de géométrie euclidienne gravées. Ces objets établissaient un lien avec
la vie artistique et la vie religieuse par le biais des mathématiques. Elles apparurent durant I'époque d’Edo (1603-1867) et fabriquées par
des membres de toutes les classes sociales. Les sangaku étaient peints en couleur sur des tablettes de bois suspendues a 'entrée de temples
et d’autels shintoistes (Jinja) en offrande aux divinités locales1 . Selon certaines sources, il s’agissait de montrer le talent d'un maitre
mathématicien a la vue du plus grand nombre. (Wikipedia).

L&' Reliez dans cette grille 'entrée a la sortie du tunnel. Les chiffres inscrits en début de ligne et de colonne indiquent
le nombre de cases du tunnel dans la ligne ou colonne. Le tunnel ne se croise pas lui méme, ni ne se touche. Un
exemple résolu vous permet de comprendre.

1 1 2 3 5 2 2 00 0 3121

0 3 2 ©
0 2 © 3
2 © W 1 1
2O ! 1 ©
ST E A E N 2 © 0
1 21 2 4 0 21 3 0 1 2 300

0 0 0

2 © 0 2 ©

1 1 © 1

3[® 2 © 3[®

4 3 0

w Q Soient f et g continues de [0, 1] dans R, montrez en identifiant 'intégrale d’un carré :
1 1 1
VAER, A2 /0 (F(£))2dE + 2.1 /0 F(8)-g(b).dt + /O (g(t))2.dt > 0.

1 2 1 1
Déduisez ensuite ( /0 f(t).g(t).dt) < /0 (f(t))2.dt. /0 (g(t))2.dt (inégalité de Cauchy-Schwarz)

Déduisez enfin \//01 (f(t) +g(t))2dt < \//01 (f(t))2.dt + \//01 (g(t))2.dt (inégalité triangulaire).

1 1 1
Par linéarité et simple calcul, l'intégrale )\2./ (f()%.dt + 2.)\./ f(t).g(t).dt + / (g(t))%.dt n’est autre que
JO J0 70

/O () + g(8)2t.

L’application intégrée est positive (carré de réel), sur un intervalle pris a priori dans le sens croissant. Elle est po-
sitive.

T | T
Le trindme A2. / (f(£))2.dt +2.. / f(t).g(t).dt + / (g(t))%.dt reste de signe constant, positif.
0 0 0

Son discriminant est donc négatif ou nul (sinon, il aurait des racines et changerait de signe en en croisant une).
On a donc

([ roama)’ < [z [ (s
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Les ergoteurs diront qu’il faut traiter a part le cas ou f est identiquement nulle sur [4, b]. Le trindme n’est plus du
second degré. Mais ’exercice n’a aucun intérét.

Pour comparer \/ / ) +g(t))%.dt et \/ / )2.dt + \/ / )2.dt (réels positif), comparons leurs carrés :

o+ stntaes [ [[isopare ¢ [ rwpa / ((8))2.dt.

Mais dans les deux, on trouve /0 (f(£)2.dt + /0 (g(t))2.dt.

1 .
On doit donc juste comparer 2. / f(t).g(t).dt et \// )2.dt. / )2.dt. C’est I'objet de la question précé-
J0

dente.

1
On a prouvé ici que f — / (f(t))?.dt est une norme sur Cy([0, 1], R).
0

w Mettre dans le grille tous les entiers de 1 a 9 (certains sont déja placés) pour que les trois additions en ligne et en

colonne soient correctes :
11 13

6 14 15
20 e 12

N
I

18
15
12

I
—
-

NN WN)| .
ni

N =

S®

1 ONNO OO NS I

et

I NOT1T—| | I
N~ OO N I
NoOoTN|— I
=N .

]

1372379 237167.6

A cause de vous, cette hotte est purifiée. Elle adore cacher les menus. 5i je ne ne prends plus de train, je suis assisté.
Elle est en route avec sa biiche. Dure luttes pour avoir des boutures. Il cherche des branchettes faute de 1attes. Elle
adore les bobards. J'ai pris un coup avec la biiche. Des jeux en quoi ?

W‘ La consommation quotidienne des francais en pizza, ¢a fait combien de terrains de football ?

C’est un exercice a la maison. Vous avez acces a internet.
On va dire 800 millions de pizzas par an (13 pizzas par francais, une par mois, et combien pour moi ?).

On va assimiler la pizza moyenne a un disque de rayon 12 centimetres.
Chaque pizza a un pouvoir couvrant de 0, 045 metres carrés.(22 pizzas au metre carré).

En une année : 36 200 000 metres carrés.
36 kilometres carrés. (Paris fait 100 kilometres carrés).

En une journée : 100 000 metres carrés.
Un terrain de football fait 8 000 metres carrés (on peut y mettre 2 000 joueurs ?).

On couvre quand méme une douzaine de terrains de football.
Avec un truc qu’on va appeler du fromage (ce truc vendu sous le nom de mozzarella, fait a partir de... de quoi ?) sur lequel les
footballeurs vont patiner.

La question vous semble incongrue dans une feuille d’exercices de maths ?
Rappelons quand méme I'anecdote dite « de Fermi » :
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Le folklore professionnel retient ainsi comme emblématique le probleme dit « des accordeurs de New York » — dans certaines versions, il
s’agit de Chicago — selon Enrico Fermi, qui fut certainement I'un des promoteurs majeurs de 'esprit artisanal en physique.

Emigré aux Etats-Unis, Fermi avait I'habitude, dit-on, de poser a ses étudiants, afin de tester leur tempérament de physicien, non un exer-
cice ultra spécialisé de physique atomique ou nucléaire, mais une question du genre : « Combien y a-t-il d’accordeurs de pianos dans la
ville ? »

La réponse attendue repose sur le raisonnement suivant :

a) il y a environ 10 millions d’habitants dans le grand New York, soit 10 puissance 7 ;

b) a raison de 3 membres par foyer en moyenne, cela correspond a 3 fois 10 puissance 6 foyers ;

c) dont 1 sur 30 environ posséde un piano — c’est le stade le plus critique du raisonnement —, ce qui donne 10 puissance 5 pianos ;

d) lesquels doivent étre accordés, disons, tous les trois ans, soit 10 puissance 3 jours ; d’ott 10 puissance 5 : 10 puissance 3 = 10 puissance
2, c’est-a-dire 100 pianos a accorder par jour ;

e) ce qui, d raison de un ou deux pianos par jour pour chaque accordeur, exige entre 50 et 100 accordeurs — soit quelques dizaines.

J'aime faire de la physique comme Fermi.

Sinon, il y a un prof de maths de Sup (@ Henri 4) qui aime bien ajouter i la fin de ses devoirs une petite question de bon sens, d’ordre de
grandeur. Avec seulement un quart de ces futurs ingénieurs (qui seront vos supérieurs ou vous égaux) capables de bien répondre.

b
Lm Calculez / 7
a

sin?(6). cos2(8)

. . . 212 T .
Il serait bon que l'intervalle [a, b] ne contienne aucun élément de la forme k'E avec k entier.

. . s 1ep s - . T . . 7T
Et1'éleve quin’a rien compris dit «il faut éviter que a soit de la forme k'E et que b soit aussi de la forme P (avec

k et p entiers). Certes, il est moins con que celui qui met le méme k pour a et b. Mais en fait, il n’a rien compris aux
maths, donc a la base du raisonnement.

Certes, on parle de a et b, mais il y a surtout une variable x qui va aller de a a b (oui, une VARIABLE, I'objet capital).
11.7t

T s
Imaginez que a est égal a 1 etbégal a . C’est bon, aucun n’est de la forme k.E.

11.77/3 4o

Mais entre a et b, si on veut calculer / —— lya z
’ 7/4  cos?(f).sin?(0) yas
k. k+1).
En fait, il faut que a et b soient ensemble dans un méme intervalle } 77-[, % [
Bioche nous incite a trouver une tangente cachée.
1
Rappelons : —— = tan’.
PP cos? ) R
o1 1 1 1+ tan 1 e c
On rappelle aussi 1o - I = o + P (vérifiez : 1+ 2= S
1 + tan?

/

1
On est donc en présence de (1 + t—2) 1.

1}h

On integre en [tan(@) ~ n)

a

.dx (non, pas Bioche).

o170 ' Calculez /”/2 cos(x) + s%n(x) dx /”/2 —sin(x) + ‘cos(x) et /”/2 a.cos(x) + b: sin(x)
0o  cos(x)+sin(x) 0 cos(x) + sin(x) 0 cos(x) + sin(x)
Dans cet exercice, seule la derniere intégrale nous intéresse. Mais on passe par les deux premieres pour 'avoir. 1l faut savoir comprendre
U'enchainement des questions.

. /”/2 cos(x) + sin(x)
0o cos(x)+sin(x)’
. /‘”/2 —sin(x) + cos(x)

X = g (rectangle).

7T/2 ul
dx = [ln(cos(x) + sin(x))} = 0 forme en "

0 cos(x) + sin(x) 0
. /”/2 a.cos(x) + b.sin(x) o 0t b /”/2 cos(x) + sin(x) x4 O b /77/2 — sin(x) 4 cos(x) % combinai-
0 cos(x) +sin(x) 2 "Jo cos(x)+sin(x)’ 2 " Jo cos(x) +sin(x) °

son.

/”/2 a.cos(x) + b.sin(x) Jr — M
0 cos(x) +sin(x) 4
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Et si on s’entrainait a TeX ? n/ 2 M.dx C’est
cos(x)-+sin(x)

$\int_0 A{\pi/2} \frdc{q.\cos(x)+b.\sin(x)} {\cos(x)+\sin(x)} .dx$.
Et j’ai une préférence pour $\displaystyle \int_0 *{\pi/2} \frac{a.\cos(x)+b.\sin(x)} {\cos(x)+\sin(x)}
m/2 g.cos(x) + b.sin(x)

cos(x) + sin(x)
La syntaxe pour une intégrale, c’est \int, et on met ensuite en indice avec _ et en «exposant » avec ». Siil y a
plusieurs termes dans I'exposant, on les met dans un groupe par { }.
Et \pi, c’est 7.

.dx$ qui donne une fraction plus jolie : /
0

L&. Q Une inégalité classique dit Vx € R*, Vn € N, (1+x)" > 1+ n.x.

Prouvez la de différentes fagons : récurrence sur n
formule du bindme que vous coupez
variation de fonction (il faudra dériver plusieurs fois)
formule de Taylor avec reste intégrale

Bindme pour commencer (la récurrence, je la mets a la fin car on généralise un peu a x aussi entre —1 et 0).

n

Quand on développe : (1 +x)" = 2 <Z> Xt =14+nx+ Z ( k) .x" en isolant les deux premiers termes (k = 0
k=0

etk =1).

n

Mais dans la somme Z (Z) ¥ tout est positif.
k=2

On a donc bien (14 x)" == 1+ n.x.

hn—H

1
La formule de Taylor avec reste intégrale c’est f(a Z f hk / (1= 0" f0 D (a + th).dt, et
! 0

n!
elle se démontre par récurrence sur n avec des 1ntegrat10ns par partles
Onl'écrital’ordre 2 : f(a+h) = f(a) + h.f'(a) T / (1—t).f"(a+ t.h).dt.
Remarque : | Finalement, pas besoin de récurrence, on calcule /0 (1 —t).h.f"(a+ t.h).dt par parties :
[ F2f"(a+th) [« [ hf(a+th) | < | fla+th) |
[ a-p =] -1 [=] 0o |
T
/0 (1= )0 f"(a+th)dt = [(1—t).hf'(a+ th) =0+/ hf!(a+ th).dt
1
/O (1= hf"(a+th)de = [(1— ). f'(a+ t.h)] ot [Fla+ t.h)]
1
/O (1= £).hf"(a+ th).dt =0 — h.f'(a) + f(a+h) — f(a)
f(l+h) = f(1) + xf'(1) + xZ./Ol(l —1).f"(1+ t.x).dt

14+x)" = 1 4+ nx + 2% fol(l —t)n.(n—1).(1+ t.x)"2.dt
L'intégrale est positive, et le x> devant aussi.
On a encore la minoration.

Onlappliquea x — x" eta =1

En fait, on montre méme Vx > —1, Vn € N, (1 + x)"” > 1+ n.x par récurrence sur 7.
Pournégala0 :1=(1+x)">1+0x=1.

Pournégalal :(1+x)' >1+1.x

dans les deux cas il y a méme égalité.

Prenons maintenant x fixé, ainsi que n quelconque, et supposons (1 + x)" > 1+ n.x.
Multiplions par 1 + x (positif, puisque x > —1) : (1+x)"*! > (1 4+ n.x).(1 + x).

On développe : (14 x)"*1 > 14 n.x + x +n.x2.

Mais n.x? est positif. On a donc bien (1+ x)"! > 1+ nx+x+nx?2 > 1+ (n+1).x.
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Jocob IT
N ——
Cette inégalité pourte le nom de Bernoulli. D’accord, mais lequel ? FSaIre: |

Jacques, Jean, Daniel, Nicolas ?

n r(k) n+l  r1
Q Pour la formule de Taylor avec reste intégrale f(a +h) = )_ ! kl(a) U hnl / (1= 8)"f" D (a + 1) dt,
S ' Jo

1 X
- / (x —u)".f"+1 (4).du. Passez de I'une a I'autre ?
t Ja

: : L f9 (a) k
des livres proposent parfois f(x) = ) T.(x —a)*+
k=0 :

On va considérer que le cours nous donne la premieére.

On veut ensuite calculer f(x) al’aide des dérivées en a.

On pose donc x = a + h ou plutét h = x — a (quantité que le physicien qualifiera de petite et notera méme dx, et
que le mathématicien qualifiera d’accroissement).

n (k) n (k)
Le terme kg%) fT(a).hk devient k;) f k!(u) (x —a)k. C’est bon.

. . . , L (k) . .
Conseil :  Siwvous croisez quelqu’un qui utilise Y _, f k!(“) (x — a)k, discutez avec lui.

Mais ne le laissez pas polluer votre esprit. Sa formule n’est pas judicieuse.

Vous allez étre trop tenté de développer les (x — a)* par la formule du bindme, et vous perdrez alors tout l'intérét de la
formule de Taylor.

Quand les termes sont ordonnés suivant les puissances de h, vous les voyez triés : 1 >> h >> h? >> h3 (pour h
«petit »).

Pour x proche de a, la formule 1 << (x —a) >> (x —a)? >> (x — a)3 est ordonnée.

Mais les termes 1, x, x?, x> sont tous « grands », et x* + a.x + 1 est « grand » tandis que x> — 2.a.x + 1 est « petit ».
Bref, développer les (x — a)* donne une formule oit plus rien n’est petit...

n+1 1
/ (1= 8" f D (@t th).dta L. [F(x — u)" f07) () du,
; !

11 faut ensuite passer de

La factorielle est la méme.

Posons ensuite u = a + t.h. Les ](oornes) deviennent a et a + h c’est a dire x.
du x—u)"

Onaalorsdt=—, (1 —t)" = ——*
(1=t o

On a donc 1! qui s’en va ! C’est la méme.

3 _ n\k
Dérivez et simplifiez ¢ = t — ) u.hk. 8 (a + t.h). Calculez ¢(1) et ¢(0) en prenant garde au terme
k=0

k!
k= 0.
La formule de Taylor sans intégration par parties, et sans récurrence ! Trop fort.
/ (1 — t)2 2 cn (1 _ t)3 3 (3)
p(t)= | fla+th) | +(1—t).h.f'(a+t.h) +T'h Sf"(a+th) +T.h S (a+th)
p(1)=| f(a+h) +0 +0 +0
W, e
¢(0)=| f(a) +h.f'(a) +5-f"(a) +ef7 )
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Ensuite, on dérive les produits par rapport a t ne I’'oublions pas

k=0 k=1 k=2 k=3
= O aA-0? 5., A-1° 3
¢(t) flatth) | +(—=t)hfatth) | +———h.f"(a+Lh) o I f O a+ th)
q)/(t) _ h.f/(&l -+ fh) —1..h.f/(61 + f.h) +$.h;f”(ﬂ + th) +ﬂh3f(3) (Ll + th)
+(1—1t). h? Sf7(a+t.h) +(1_Tt)2.h3.f(3) (a+ t.h) +@.h4.f(4)(a + th)

_ _ n\n
Les termes se simplifient : ¢'(t) = a-=y g 2 4 f®) (a4 th) (vous le voyez mieux ici le décalage (1

de k"1 f(m+1) (g 4 th) 2
1

en face

Quoi qu'il en soit, / @' (t).dt = (1) — ¢(0) donne la formule de Taylor avec reste intégrale.

O O 1
L“ On pose f; = x b + 5> pour tout réel 2 non nul.

Montrez pour tout f : fl(x).fl(t —x).dx = 2.71.f»().

~ 400
Montrez pour tout ¢ : 2. / f1(x).fa(t — x).dx = 3.7t f3(t).

Angle au centre

L'angle
en O est
1 le double

de

1'angle
x, B et 7 sont trois réels distincts. Montrez : en 1

2
B_eiy - )
Arg((ewiew) ) =p—u eib
@ Retrouvez le théoréme de I'angle au centre.

0230 n/3 11v/3 9 47
Montrez : / sin?(t). cos®(t).dt € {%—, 8’ @} (en indiquant laguelle des trois est la bonne ; vous pourrez faire
0

un changement de variable treés simple en sinus).

/3
L'existence de / sin(t). cos® (t).dt ne pose pas de probleme.
0

/3 /3
On la sépare en / sin?(t). cos?(t). cos(t).dt puis avec Pythagore, elle devient / sin?(t).(1 —sin?(t)). cos(t).dt.
0 0

On peut changer de variable en sinus :

s=+/3/2
/ s2.(1 —s%).ds
s=0

L, 1143
5 . Clest 160

3 5 V3/2 4 4 2
On integre en {S— - —} . Il reste un ? en facteur, et on a ensuite 3/4 _ (3/4)

375, qui emporte

la mise.

La clef est dans les puissances paires qui permettent de convertir des cosinus en sinus (ou des sinus en cosinus).
Puis dans la puissance impaire qui permet de mettre de coté un cos = sin’ .
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7T
Dans une L.S. (2020), on a trouvé pouradans | — 1, 1[ : J, = / ﬂ.d@ = 7. (1 — ;) . Mais, le

0 14 a.cos(h) a ag\/1-—a2

membre de droite n’a pas de valeur en 0. Est ce qu’au moins sa limite en 0 (calculez la) coincide bien avec Jg ?
On a ensuite intégré le membre de droite?, et trouvé I, = 7. (ln(a) —In (tan <Ar%n(“)) ) ) Pour a dans |0, 1.

Mais quelle est la limite de cette chose en 0 ?
Vérifiez qu’elle se dérive bien ne ce qui est indiqué plus haut.

Mon livre donne I, = 7.In (1’— V21"’2) . C’est la méme formule ?

. a (s cos (60
a. bon, c’est quoi alors I, = /x:O </0:0 ﬁ.de) .dx

1
a1 —a2

On réduit au dénominateur commun, puis on conjugue

1
Premiere question : 7. (E - ) a-t-elle une limite quand a tend vers 0?

n(l— 1 )_\/1752271_ —a
Na  gv1-a2) aV1-42 _\/1—a2.(\/1—a2+1)

Ce quotient tend vers 0 quand a tend vers 0.
Et pour a nul, l'intégrale vaut bien 0.

o ()

2

Transformons la différence des logarithmes en logarithme d’un quotient : —7.In (M) .

On a intégré [ . \/’11‘17 par changement de variable en a = sin(f) et trouvé In (ta

On utilise des équivalents : Arcsin(x) ~y_,0 x (qui vient de 6 ~ sin() et d'un changement de variable, ou du taux
Arcsin(x) — Arcsin(0) .
qui tend vers )-

X V1 —02

d’accroissement

; ( Arcsin(a) ) )
A 1
De méme, tan(0) ~ 6. Finalement, tan ( resin )) ~ % et a2 tend vers 5

A
Bon on dérive pour vérifier In(a) — In ( tan ( resin(a) ) )
11 1
tont — - — . : ; :
e on otved 2 m cos’ (A”L”()) tan (M)

2 2
On simplifie 2. cos?(...).tan(...) en 2.cos(...).sin(...) en ayant simplifié les cosinus entre eux.

Ayant identifié le double de 1’angle, on a bien notre sin( (2. M) d’ot1 a lui méme.
Remarque :j’ai dérivé la composée
Arcsin(a)

! . tan (Arcsin(a)> e (tan (Arcsin(a))) |

—  Arcsi
a resin(a)  — > 5
% ! 1

_1
V1-a? cos?(...) tan(...)
!
- , . N u . T
En dérivant sous cette forme, on n’a plus besoin de trainer des formules en — ou sin(u).u et autres... On multiplie
u

des dérivées classiques, mais on les calcule a chaque fois au bon endroit.

(Arcsin(a)>> _ ln(l —V1—a?

Pour égaliser ma formule avec celle du livre : In(a) — In (tan > 5

) il y a deux ap-
proches :
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on fait de la trigonométrie pour simplifier on montre que les deux applications ont la méme
dérivée et coincident en un point
0 sin(0
tan <7) = _sin(0)_ formule du cours Avous...
2 1 + cos(6)

Arcsm ) ~ sin(Arcsin(a))
1+ cos(Arcsin(a))

tan (
; Arcsm - a
an( ) S 14+/1-a2
(ﬂ) (tan (Arcsm(u) )
:1n<7) ln( 17a2>

14++vV1—a2

Vous tirez au hasard uniforme un entier entre 1 et 2019. Quelle est la probabilité qu’il soit multiple de 7 ou de 13
(ou inclusif).
Vous tirez au hasard uniforme un entier entre 1 et 2019. Quelle est la probabilité qu’il soit multiple de 7 ou de 13
(ou exclusif).

La probabilité se compte par « nombre de cas favorables divisé par nombre de cas possibles ».
Les cas possibles, c’est range(1, 2020). Il y a 2019 entiers.

Prenons une question intermédiaire : multiples de 7.

2019
Ilya7, 14,21 jusqu’a 2016. Il y en a @ a peu pres

° [@} (réponse de PC)

(réponse de PSI)

e le quotient euclidien de 2019 par 7 (réponse de MP)
© 2019 / 7 (réponse de MP option Python)
® 288

On compte aussi les multiples de 13 :il y en a 155 (méme calcul mais avec 13).

Alors pour « multiple de 7 ou multiple de 13 », il y en aurait 288 4- 155 ?

Non.

Car avec cettedémarche, les multiples de 91 sont comptés deux fois. Une fois comme multiples de 7, une fois
comme multiples de 13.

Etil y en a 22 (Ia on peut en donner la liste).

11 faut les enlever.

Et pour le « ou exlcusif », il faudra les enlever deux fois.

Je vous offre un bilan pour toutes les réponses, y compris aux questions non posées :

multiples de 7 (2019/7) = 288 S

multiples de 13 (2019/13) = 155 T
multiples de 7 et de 13 (donc de 91) (2019/(73%7) =22 SNT
multiples de 7 ou de 13 288 + 155 — 22 SuT
multiples de 7 ou de 13 (mais pas les deux) 288 155 —2.22 SAT

Application numérique : ou inclusif : 20,8 pour cent
ou exclusif : 19,7 pour cent

1 1 1 3
Calculez / \/1dx >/ ek et i
—x

0 V1—2x2 0 v1—ax%
T

1 1
/ Arcsm )} ==
0 1 x2
T T
/ ax 1-— xz}
0 V1-— 2 0
T x3.dx 1 ” s
/0 *1 — 2 Arcsin(x )}0 =7
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Et / ' _dx est jouable aussi, trouverez vous ?
—_— ussi, trouverez vous ?
0 v1—x* ]
0270 '

Calculez la longueur du graphe du cosinus hyperbolique sur [0, 1].
La longueur du graphe d’une application f de classe C' zntre (a, f(a)) et (b, f(b)) est donnée par

b
/ \/1+ (f'(t))2.dt (intégrale de la norme du vecteur vitesse de  — ( f(tt) >
a

On adoncy = ch(t), d’ou f'(t) = sh(t) et \/1+ (f'(t)? = ch(t) grace a la relation de Pythagore et a la positivité
du cosinus hyperbolique.

1
On sait intégrer aisément : / ch(t).dt = sh(1).
0

Et on sait intégrer entre deux points quelconques. C'est ce qui explique « a rebours » que le cosinus hyperbolique
intervienne dans des problemes physiques de corde qui pend entre deux points, sous le nom de chainette.

0280 2 6 1
Résolvez T, (%) = — d’inconnue # (polynémes de Tchebychev).

2
. ﬁ + \/@ Tt T
Cette fois, — = (7:;)5 (5 — 42T— cos (E)
On résout donc cos (nﬁ) = cos (5) d’inconnue n. a _
Le cas d’égalité des cosinus donne niz =3 [2.77] ou niz =3 [2.71].

On a donc [Sn ={4+24km|ke N}U{—-4+24km|ke IN*}] par exemple 4, 20, 28 et ainsi de suite.

W Le polyndéme T,est de degré n, de méme que T,, — 1. Pourtant, si on cherche ses racines entre —1 et 1, on n’en
trouve pas n.
Ceci veut il dire qu’il faut les chercher ailleurs ?

A 3 - - T T /
q T T 7 T T 3 U

.|| Tchebychev ) 2 Tchebychev
Polytnome T, Polyndme T,

*

| W
NwawalOmANAgEmYY W
TV 07, mupliA A

=15 -1 -0.5 a 0.5 1 1.5

~¥

~

2 ‘ ' ‘ ‘ Tchebychev Polynome Ty 2

=15 -1 -0.3 8.5 1 1.5 =15 -1 ] 1] %] 1 1.5

Non. C’est juste que certaines sont des racines doubles, a compter suivant leur multiplicité.

T Trowpe 2.X.(TyoTy) — (Ts0T3)?

Calculez le produit des racines de I'équation 2.T,,(x) = 1 d’inconnue réelle x.

On pose Q = 2.X.(Ty 0 Ty) — (T5 o T3), et on calcule « par hasard » Q(cos(6)) (je devrais écrire Q(cos(f)) pour la
rigueur).

Q(cos(0)) = 2.cos(0).(Ty 0 Ty)(cos(0)) — (Ts o T3)(cos(6))

Q(cos(0)) = 2.cos(0).Ti6(cos(0)) — Ty5(cos(H))

Q(cos(8)) = 2.cos(0).cos(16.9) — cos(15.6)

Q(cos(8)) = cos(17.6)

On reconnait la caractérisation de Ty7.

On pouvait d’ailleurs 1'obtenir sans repasser par cos(0).

Le produit des racines de 2.T, (x) = 1 fait juste intervenir les formules de Viéte :
2.Ty(x) —1 = 2.(2""L.X" + ... — 1) et tout dépend du coefficient constant de 2.T,, — 1, c’est a dire du coefficient
constant de T),.

On rappelle que ce coefficient constant est T,,(0) c’est a dire cos( (%) .
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] n | forme du polyndme | produit des racines
nimpair, n = 2.p +1 A | 27"
n pairement pair, n = 4.k 2" X" — .. 41 27"
3
n impairement pair, n = 4.k +2 2" X" —... =3 ——

a est un réel plus grand que 1 ; résolvez a? — 2.4.T;(x) + 1 = 0 d’inconnue réelle x (T}, est le n®" polyndome de

1o o |

Q On note T, le n’®” polynome de Tchebychev. Donnez les
racines de Tg — T5 et calculez leur somme. B
On résout Tg(x) = T5(x) d’inconnue réelle x.
On a six racines a trouver (degré).
On cherche déja entre —1 et 1 en posant x = cos(f) (et en fixant 6 entre 0 et 77 pour ne avoir de doublons).
On résout donc cos(5.0) = cos(6.0) d’inconnue 6.
Les deux cas d’égalité des cosinus donnent 3k, 5.0 = 6.0 + 2.k.7

Jk, 5.0 = —6.60 +2.k.7

Le premier modele donne 6 multiple de 2.7 et donc cos() = 1 (en haut du graphe).

N

[N"4

a 8.5 1
»

On a aussi la liste cos (2171”) pour k de 0 a 5 (on y retrouve la premiére racine pour k égal a 0).

Inutile de chercher ensuite hors de [—1, 1], on a six racines !

Bilan {Sx = {cos (21{7171) |k e mnge(6)}}

Le polyndme Ty — Ts s’écrit 2°.X — 2%.X — .. .. (Cest méme 32.X°® — 16.X° — 48.X* +20.X° + 18.X% —5.X — 1 si vous
y tenez).

. 1
La somme des racines est donc 5 sans effort.

L&' T, est le n“™ polyndme de Tchebychev. Calculez Too(v/3/2), Ti3(1/2) et T{5(1/2).
Résolvez Ty4(x) > 1 d’inconnue réelle x.

Les polyndmes de Tchebychev sont caractérisés par T, (cos(6)) = cos(#.69).

On a donc tres vite Tzo(é) = Tzo(cos (%)) = cos (ZOTH) = cos (4.7r — 27”) = cos (%) = _1.

. 1 >3 13.7 T 1
On a aussi T13(§) = T]g,(COS (§)> = cos (T) = cos (4.7'c+ 5) =5
Pour la dérivation, il faut étre vraiment matheux et se préoccuper des variables. On part encore de Ty, (cos(0)) =

cos(n.0) et on dérive (avant de donner une valeur a 6) :

—sin(0).T),(cos(0)) = —n.sin(n.0), puis on donne une valeur a 6, en I’occurrence ici 77/3 :
sin ()Tl cos (T)) = —13.sin (27 \@/1_@./@)_
Sm(S)TlB(COS(S))* 13.sm< 3 )donc 5 .Tl3<2>—13. > 115 > =13

Jattends la réponse crétinissime des certains : puisque Ty3(1/2) est une constante, quand on dérive, on trouve 0. Je me demande ce que
ceux la font en sciences. Et j'attends hélas aussi d’autres grosses bétises des personnes pressées d'écrire des formules sans s’interroger
d’abord sur qui sont les variables...

Quand la variable x est entre —1 et 1, on peut l’écrire x = cos(6) et on a T,,(x) = Ty, (cos(f)) = cos(n.0) < 1.
Quand la variable x a dépassé 1, par croissance de T}, (dont la dérivée ne peut plus s’annuler et changer de signe, elle a eu toutes
ses racines entre —1 et 1), on a alors Ty, (x) > 1.

Par parité, pour x plus petit que —1, ona T, (x) = T,,(—x) > 1.

Comme on a étudié tous les cas, on a bien [Tm(x) >1& x€|—o0o, —1[U]1, +00U

L’argument est essentiellement visuel sur la forme des polyndomes de Tchebychev. On préferera une réponse imparfaite certes avec un
petit dessin a la personne qui se lancera dans un long calcul pour expliciter Ty et ne pas savoir qu’en faire...
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V2+/6

1
. ) = d’inconnue n ». Il a écrit

n professeur étourdi voulait poser 1’exercice suivant : « résoudre T,
U f tourd lait I’ t dre T,

V2++/3
4
Résolvez quand méme pour commencer le vrai exercice, et donnez le nombre de solutions dans
range (100).

- 1. . . .
par erreur « résoudre T}, =5 d’inconnue 7 », qui cette fois n’a pas de solution.

V2+ V6
On rappelle qu'on a déj: croisé : cos (%) = cos (g - g) = cos (g).cos (g) + sin (g).sin (g) =
V2+V2.V3

On doit résoudre T}, ( ) = % d’inconnue #.

2.2
‘2 . . Ty 1 R naTy T
L'équation devient T}, (cos <E)) =5 et méme cos ( nl%) —ncos (5) . ,
Les cas d’égalité des cosinus conduisenta| 3k € Z, i =3 +2km|ou| IkeZ, f =-= + 2.k

On a deux familles pour 1 entier :[S ={4+4+24k|ke N} U{—4+24.k |k € N* }]

Malproprement :( {4, 20, 28, 44, 52, 68, 76, 92, 100, 116, 124,...}
Entre 0 et 100 il y a neuf solutions (dont 100 d’ailleurs, donc dans range(100) il n’y en a que huit).

Calculez T, (@) (appelé u;,) pour nde0a5.

V2+/3
4
du type 2.x2 — 1, 4.x% — 3.x et méme 8.x* — 8.x2 + 1.

Mais on rappelle aussi la formule dite de Tchebychev : T,12(X) = 2.X.T;41(X) — T (X) qui donne ici uy,4p =
V2+4/3
(nJol 1 [ 2 | 3 [ 4 | 5 |
V2+V3 1 24/6-3 | V24343 | 1-12V6 | 31v2+11./3

4 6
C’est la question qui déprime certains d’entre vous : « du calcul, comment voulez vous que je fasse ¢a sans me
tromper ? ».

Ayant posé x = onn’a pas d’angle simple vérifiant cos(«) = x. On doit se contenter de faire des calculs

Uyy1 — Uy et permet de les calculer de proche en proche

u, |1

Montrez qu’il existe quatre suites de rationnels (a,), (by), (cn) et (d,) vérifiant pour tout n :
Up = ay + b2 + cn/3 + dy.A/6 et donnez les coefficients du tableau
Auyp = *apy1 +*x.byy1 +*kop1 +Fxdypr Fxa, +xby +xcp +xdy
. bpro = *ay,.q +*by1 +xcp +xdpr +xay, +xby +xcp +xdy
Cpan = kdyy1 +xDy Fxcper txdpq +xa, +xby +xcn +xdy
dpio = %4, +xby1 +xcp Fxdyr Fxay Fxby +xcy +xdy
Pour l'instant, on a bien des formes i, = a, + by.v/2 + ¢,./3 + d,./6 avec ay,, by, cpet d, rationnels :
(nfOo] 1 [ 2 | 3 [ 4 | 5
|1 V2+V3 | 24/6-3 | V24343 | 1-12V6 | 31.v2+11.V3
! 4 8 16 32 64
a, |1 0 -3/8 0 1/32 0
b, | 0 1/4 0 —1/16 0 -31/64
cn | 0 1/4 0 3/16 0 —11/64
dy, | 0 0 1/4 0 —-3/8 0

On note P, la propriété «les quatre rationnels existent, et on a ’égalité écrite plus haut ».
Et c’est parti pour une récurrence. A double hérédité.

Attention, on est en maths au dela du bac. Le plus important, c’est I'existence de ay, by, ¢y et dy, et pas I'égalité. Le comprendrez vous
un jour, ou resterez vous malformés par un systeme prébac et des a priori crétins ?

On a initialisé 1'existence en écrivant le tableau ci dessus.

On se donne un entier 1, et on suppose que les deux quadruplets de rationnels (ay, by, ¢n, dy) et (4,41, bys1, Cni1, dps1)
existent.

On doit montrer que (4,42, by+2, cut2, dyt2) existent. On va les expliciter, ce qui prouvera leur existence.
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En passant, on doit prouver Vn, (P, = P,y1). Quoi de plus simple alors que de suivre la quantification dans son ordre logique :
Vn :on se donne n quelconque

Py, = :on suppose P, vraie

= P,11 :on montre que Py, est vraie.

C’est bien plus logique que vos « on suppose que Py, est vraie » et dans laquelle n n’est quantifié (une fois encore !) qu’apres.

V2+4/3

On rappelle alors la formule u,, o = —Unt1— Une

Avec les hypotheses de récurrence :

V2+V3
2
On développe et réordonne, proprement en tenant compte des propriétés de la racine carrée :

2+/3 2+ /6 6+3 2.4/343./2
% + bnﬂ.%[ + cn+1.\f2+ +dn+1.M) — (an + bu-V2+ cn.V/3 + dy.V/6)

Upt2 = -(ﬂn+1 + bn+1-\/§+ Cn+1-\/§+dn+1-\/6> - (an + bn\/§+ Cn-\@+dn-\f6>

Upt2 = Ap41-

On regroupe les termes :

Upyo = (bn+1 + 3'C’21+1 - an)'l + (‘1717+1 + 3‘17”“ - bn)-\/i‘f' (aanrl +dn+1 - Cn)-\/§+ (bn;l + Cnt1 - dn)\@

2 2 2 2
Pour conclure, il suffit de dire qu’on définit alors a,,17, b, 42, ¢+ et d, 4o par les formules suivantes :
py2 = byy1 +3.cup1/2 —ay
bn+2 = fanl /2 +3-dn+1 /2 by
Cnt2 = Apgp1/2 +dp1 —Cn
dnia = but1/2 +cn1/2 —dy

(en alignant proprement pour que les choses soient agréables a lire et faciles a interpréter).
Une fois qu’on a écrit cette définition, on peut poser :

l/ln+2 = an+2 + bn+2.\/§ + C?’l+2'\/§ + dn+2.\/6
et dire qu’on a (presque) fini I'hérédité de la récurrence.

On note que c’est « on définit alors..., on a bien la formule » ef non encore et toujours « on écrit la formule et on identifie »,
qui traduit les implications dans le mauvais sens. Mais la encore, on vous a fait croire que faire des maths c’était écrire des formules
partout, faire des calculs et écrire des =. Quelle détresse, quelle tristesse. Quel manque d’intelligence. Comme si la littérature n’était que
conjugaison.

Pourquoi « presque fini » ? Parce qu’il faut encore dire qu’on a défini des suites de rationnels.

Pour l'instant, on a défini des suites. mais pourquoi des rationnels ?

Les deux premiers quadruplets sont faits de rationnels. Et la formule « matricielle » plus haut dit que si
(an, by, cn, dn) et (aps1, byi1, cnr1, dyy1) sont deux quadruplets de rationnels, alors (4,42, b2, Cny2, dyi2) est
un quadruplet de rationnels.

. . 3.c
e 'argument est « sommes, produits de rationnels » comme a,, 12 = b, 41 + ;H — ay.
e L'argument encore plus court est « (Q, 4, X ) est un anneau ».
. . c . N . N truc ,
e L'argument de pachyderme est « on écrit a, = Pn et ainsi de suite, jusqu’a arriver a a,4, = bidule ». Cest
Gn idule

indigeste au possible.

Ah qu’il est facile de croire qu’on va avoir les points parce qu’on aura écrit des formules. Mais si on n’a pas dit qu’on travaillait par

propager « rationnels ».

Au fait, pourquoi ai-je parlé de « formule matricielle » ?

Apy2 0 1 15 0 Ap41 ap
buo | | 05 0 0 15 b |, | b
Cn+2 05 0 0 1 B e Cn
dyin 0 05 05 0 dpin dy
Api2 0 1 15 0 -1 0 0 0 Api1
byio 05 0 0 15 0 -1 0 0 bysn
Cuta 05 0 0 1 0 0 -1 0 st
X dpso | | 0 05 05 0 0 0o 0o -1 dyit
owmeme -0l 1 0 0o o o o o o || a
byt O 1 0 0 0 0 0 0 by
Cut O 0 1 0 0 0 0 0 Cn
dpin 0O 0 0 1 0 0 0 0 dy
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Mais ¢a, ce sera pour plus tard dans I"année.

Calculez ay ,, et dp,, pour n de 0 a 3.

Montrez que chaque a, est de la forme zlenH avec i, entier impair (pour n dans IN*) et chaque dy ,,
de la forme 251'11 avec jp , entier.
L'énoncé nous dit de ne nous intéresser qu’aux termes d’indice pair : uy,, c’est a dire cos(2.1.9)
| n o] t [ 2 [ 3 |
20/6—-3 | 1-12.v/6 | 6.4/6—99
Uy, = cos(n.2.6) | 1 3 5 198
_ V2+ V3 =3 1 55
avec 0 = Arccos(i) : a, 0 - -
4 " 8 3 128
A2 O] 3 B o
by et oy, 0 0 0 0

On peut se lancer dans un grand calcul pour avancer de deux étapes.

Ceci nous permet de dire (tout de suite ?) que par récurrence évidente ( ?) sur n by ,et cp ,sont nuls.
On montrerait aussi que a, 11 et b ;11 sont toujours nuls aussi.

En fait, on a envie de prouver uy ,, = ap,, + dyp6etuy, = bz'n_;’_l.\/i + C2.n+l.\/§ pour tout n.

Mais on peut aussi écrire : up, = cos(2.n.0) = cos(n.(2.9)).
On travaille donc en fait avec I’angle 2.6.

Uy (n42) = Tanya(cos(0)) = cos((n +2).2.0) = 2.cos(2.0).cos((n +1).2.8) — cos(n.2.0)
2/6-3 2./6-3

On remplace cos(2.6) par T U (ny2) = TV U (ng1) — U

B

On recommence une récurrence plus simple (quoique a double hérédité) pour une propriété appelée Q, :

il existe ay, et dy,, rationnels, vérifiant 0, = a2, + dp,u.V/6, et 227+ g5 est un entier impair et enfin et
221+l 4, est un entier.

L'initialisation est faite.

On se donne 7, et on suppose que Q, et Q,, 11 sont vraies.

On calcule alors uj ;4 par la formule citée plus haut : ; (,4,) = cos((n +2).2.0) = 2.cos(2.0). cos((n +1).2.0) —
cos(n.2.9).

On remplace par les valeurs connues et I'hypothése de récurrence :

2./6-3
Uy (n42) = T-(‘ZZ.nJﬂ +dopi2V6) — ary — oy V6

—3.a a 3.d
On développe et regroupe : Uy (ni2) = (# +3.dp o — az,n) + ( Z'SH - 24n+2 - dz.n) 6.

—3.a 3.d
On pose donc bien a3 , 14 = e A Y Py az,n> etdy, g4 = (QZSH — 24”” — dz.n>
ce sont des rationnels, par les hypotheses Q,, et Q,41.
Il reste a voir si 22" 5.a, , , 4 est un entier impair et 22"+5.d, , 4 entier.
—3.&2. 2
221 g = 2270, (% +3.dant2 — ﬂz.n) = 3.2y (1)) + 12.(22" 0y 1)) — 16.(22" g )

dans cette expression, tous les termes entre parenthéses sont des entiers par hypothése de récurrence, et selon
I'énoncé ils s’écrivent méme ainsi :

2215 g5 iy = —Buin i + 12,2043 — 1610

C’est un entier. Comme 12.j; ,4 3 — 16.i5 , est visiblement pair, et comme —3.i5 ,, 43 est impair, la somme est impaire.
A ce stade, l'entier i , 1 5 est entier et impair.

On passe a

a 3.d
220 s s = 22‘"+5-( 2;+2 - 24“2 — d2.n> = 2-(22‘n+3-“2.(n+1)) - 3-(22'n+3-d2.(n+1)) —16.2*" 1 dyp )

c’est un entier.
La récurrence s’acheéve.



1., .
¢0¢ IDéduisez que l'équation u, = = d’1nconnue nn’a aucune solution.

. . . 1
On se demande alors si 1, , peut valoir une fois au moins 5

] 1
1l faudrait pour cela que 221271'11 é + 2 7:1111 V6 soit égal a 5

Par irrationalité de v/6, il faudrait que j, 1 soit nul (pourquoi pas), et 22 +1

que iy, simplifie les nombreux 2 du dénominateur. Or, il est impair. C’est impossible.

Mais serait il possible qu'un u,, tout court (d'indice pair ou impair) soit égal a 5 ?

12 -1
Mais si tel était le cas, u ;, serait égal a2 (5) —1c’est a dire -

2.1 ]2 1
22.n+1 22 n+1°

(2%

L’équation V6= — est tout aussi impossible.

Bref, jamais cos <n.Arccos

. L 1
ne prendra une valeur simple (en tout cas, jamais il ne vaudra 3 ).

1
soit égal a X Pour ce faire, il faudrait

L&'\ Trouvez a et b sachant : a + b = 15 et a2 + b% = 30.

Onaalafoisa+b=15et15? = (a +b)? = a® + b*> + 2.a.b = 30 + 2.a.b.
152 — 30
—

152 —
a et b sont les deux racines de 1'équation x* — 15.x + y = 0 d’inconnue réelle x.

On raisonne par équivalences :a+b = 15eta.b =

WI Calculez T},(0) pour tout n.

Pour calculer Tj,(0), le plus simple est de partir de la formule T, (cos(0)) = cos(n.0) puis de la dériver (grace au
V) : —sin(0).T,(cos(6)) = —n.sin(n.0). On applique pour 6 égal a /2 : —1.T,(0) = —n.sin(n.71/2). On a la

[nmodulo4 [0[1]2] 3 |
| T(0) [0]n[O0]—n]
On peut aussi partir de T;42(X) = 2.X.T;4+1(X) — T (X) et dériver
To(X) =2.XT, (X) + 2T (X) — T’(X)

formule close | T, (0) = n.sin(n.7t/2)

On applique en 0 T (0) = 2.T,,11(0) — T;,(0). Or, T;(0) vaut T, (cos(71/2)) c’est a dire cos(n.7r/2). Apres, il

faut mouliner un peu.

w Montrez : ch?> = 1+ (ch’)?. Quel est le minimum de I'application ch ?

C’est juste ch? = 1+ sh?.

On l'a en écrivant pour tout x : ch(x) + sh(x) = e* et ch(x) — sh(x) = e~ *. Il ne reste plus qu’a multiplier les deux.

Le minimum de ch est en 0 et il vaut 1.

. Pafnouti encore .

L 1
200 IMontrez I'existence pour tout n de E

= s (_
n

noté S,,. Calculez S et S;.

n

L'existence de Z

1
= cos ( 2.kt

2n+1

Ceci revient a dire que s’écrive

k. 2p+1
2n+1 2
demander que 4.k soit égal au nombre impair (2.1 + 1).(2.p + 1), ce qui est impossible.

2.k.
ne pose qu'un probléme : serait il possible que l'un des cos (%) soit nul.

.TT (que de variables entre n, p et k). Par produit en croix, ceci revient a
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1
1 1
On calcule| S| = Z = = —

k=1 cos (;ikiTl) cos (2';'7T>

On ne calcule méme pas la somme Sy ! Elle est vide, et vaut 0.

1 1 2. -1
La somme S, est faite de deux termes : 5 et . On rappelle cos (l) = V5 et on calcule
T 4.1 5 4
€08 (7) o8 (?)
4.7 V5 —1,2 5+1-2.45 1++5
COS(?)_2'< 4 ) e S
_ 4 4 f 54+1—+54+1 4.2
On passe aux inverses et on somme : — = =2

V51 Va1l (Br1VE-1) 5-1

(" [O] 1 ]2
[ 50 0] 2]2)
On traite tout de suite le calcul de cos(2.77/5). On résout 'équation cos(3.0) = cos(2.6) d'inconnue 6 de deux
facons :

On résume : On ne voit pas trop quoi déduire pour I'instant.

| 30=20mod2.m | 3.0 =—2.0mod2.m |

e cas d’égalité des cosinus :

2.p.
2.k.7t avec k dans Z ;; " avec p dans Z

e polyndmes de Tchebychev : 4.cos®(#) — 3.cos(f) = 2.cos?(6) — 1

on factorise 4. X3 —2.X? —3.X +1= (X —1).(4.X>+2.X — 1)

V5-1 -1-5
cos(6) = —

(=2

cos(f) =1 cos(6) =

4
-1
2.k.taveckdans Z | e. Arccos( ) e.Arccos

En revenant a I'inconnue pertinente cos(@) les deux résolutions donnent des solutions a apparier :

cos(2.k.7t) | cos (% + Z.n.n) cos (? +2.n. 7'()
V51 15

+2.n.7

en tenant compte des signes.

cos(f) =1 | cos(f) = 1 cos(8) = 1
2. 5=1
m Sachant cos <?ﬂ) = V5 i calculez S,.

‘s g 1 , . . . , 2.k )
L'existence de Z 57 L hepose quun probléme : serait il possible que 1'un des cos (m> soit nul.
Seos (5,7 ’

) ) < . 2.k e . 2p+1 . . . . . .
Ceci revient a dire que 1 s'écrive 5 .TC (que de variables entre n, p et k). Par produit en croix, ceci revient a

demander que 4.k soit égal au nombre impair (2.n + 1).(2.p + 1), ce qui est impossible.

n 2.k.t
On introduira le polynome H (X - €08 (m

k=1
encore T, le n" polynome de Tchebychev, toujours caractérisé par Ty (cos(6)) = cos(n.6) pour tout angle 6.
Donnez la liste des racines réelles de I'équation T, , 1 (x) = 1 et de I'équation T;,, ., (x) = 0.

¢1¢ IDéduisez : Ton1(X) —1=22"(X —1).(P,(X))? (polyndme que I'on notera Q).
Calculez Q,(0) et montrez Q),(0) = (—1)".(2.n +1).

On se fixe n et on regarde le polynome T, ,,+1(X) — 1. Il est de degré 2.n + 1.

On ne se contente pas de faire du calcul rapide. On fait des maths, avec des variables.
On résout déja Tp ;,+1(x) —1 = 0 sur [—1, 1] en posant x = cos(8).

Pour étre précise, on pose 6 = Arccos(x), ce qui force 6 a étre entre 0 et 7.
Tons1(cos(0)) = 1 ., cos((2n+1)0) = cos(0)

x = cos(8) sott x = cos(f) -

) ) qu’on notera P, (X). Pour tout 1, on note

L’équation devient

2.k
On trouve (2.n + 1).0 = 0 mod 2.7, ce qui donne 6§ = P _:[1 avec k de 0 a n (car on a posé 6 = Arccos(x), ce qui



le force a rester entre 0 et 77).

2.k.T
On tient 11 + 1 racines x entre —1 et 1 :| COS (—) aveck € {0,1,...n
2n+1

On continue a faire des maths. On a n + 1 racines pour une équation de degré 2.n + 1. Il en manque encore n. C’est

beaucoup !

4 AN 3 : . AN\

.|| Tchebychev 2 Tchebychev

|| Polytnéme T, Polynéme T,

| o] || A AL |
pivavaieLA R A

Faut il les chercher hors de [—1, 1] ?
Si x est plus grand que 1, on a Tp ;1 1(x) = ch((2.n + 1).Argch(x)) > 1. Il n’y a pas de nouvelle racine.
Si x est plus petit que —1, ona T ,11(x) = —To,+1(—x) < —1.1ln’y a pas de nouvelle racine non plus.

I1 faut les chercher dans C ? C’est délicat.
Ou alors il faut faire comme un P.C. : ne méme pas voir qu’il y a une difficulté
(le P.S.I. voit qu'il y a une difficulté, mais il est déja heureux d’avoir n + 1 racines).

Regardons la suite de I’énoncé, et ayons une idée de la forme [& Y i Py
des polynomes de Tchebychev.

Les racines que l'on a trouvées sont peut étre des racines

doubles...

C’est pourquoi on va regarder la dérivée du polyndme, qui est
ici T, ; puisque le —1 a une dérivée nulle.

Or, en dérivant la formule T, . 1(cos(6)) = cos((2.n+1).6), on
trouve sin(6).T} nel (cos(9)) = (2n+1).sin((2.n+1).0) (c'est
par rapport a 6 qu’on a dérivé).

On divise et on évite a 0 les multiples de 77 : T;,, ;(cos(6)) =
sin((2.n+1).0)

2. 1). i
@n+1) =% Quatre racines doubles
On pose 8 = Arccos(x) et on travaille sur |0, 7t[. Pour 6 de la forme 7 Zi 7 avecp de 1a2.n, ona2.n angles, puis

2.nréelsde [—1, 1].

JT
On a la liste des 2.1 racines du polynéme T ,, . | (qui ne peut pas en avoir plus) : les | COS (ﬁ)

On résume entre —1 et 1

’ racines de Ty, 11(x) — 1 ‘ cos( 2n+1 =1 ‘ ‘ Cos(ziﬁ) ‘ ‘ ‘
’ racines de TénH(x ‘ ‘ cos( 2n+1 ‘ COS(Zz,fl) ‘ COS(z%L) ‘ ‘
’ racines de Ty, 11(x) — 1 ‘ cos 2n+1) ‘ ‘ cos( flfl) ‘ ‘ ‘
’ racines de T, ;(x) ‘ cos(5,77) ‘ cos(377) ‘ cos (557 ‘ cos(5757) ‘ ‘

Le polynéme T, ,,11(X) — 1 a une racine simple, suivie de n racines doubles.
Le polyndme (T, ,41(X) — 1)" a 2.n racines simples.
On a toutes leurs racines, et elles sont réelles.

On ales racines du polynéme T; ;11 — 1. OnIe factorise :
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1 2.k. 2
Topi1(X) —1 = u(X-1). (X — cos ( o _:[1 )) car 1 est racine simple, et les autres doubles (le degré est cohé-
k=1 :

rent).

Le nombre y est le coefficient dominant.

Or, on sait que T, commence par 2n—1 xn,

On déduit que T, commence par 22 +1-1 x2n+1

n

Toma1(X) —1=221(X —1).]] (X—cos k.
k=1 +

v
LN

On calcule Q,(0) = Tpy41(0) — 1 = —22"dspTT}_, (cos (
Il est plus facile d’aller chercher le premier :

@Z_HH(O) —1=Tr,1q (cos (g)) —1=cos (%n) —1= —a

On calcule aussi Q},(0) = T, ;(0) et on ne se risque méme pas avec le membre

I 2.k. 2
221 (X —1). ]1:[1 (X — cos ( o f 7 )) qui contient beaucoup de termes a la dérivation.

sin((2.n+1).9)

On rappelle ensuite ce quon a déja écrit : T;, ., (cos(0)) = (2.n +1). Sin(0)

sin (2.n2+ L .7'()

sin(7/2)

.n) = (~1)".sin (g) = (-1)".
_1)"
On résume @,’1(0) = T£.n+1 (0) = (2.n+ 1)( 1 )J

Je rappelle qu’il est correct d’écrire sin(n.7t + 0) = sin(n.7r). cos(6) + cos(n.7).sin(6) = 0+ (—1)".sin(6).

Mais qu’est ce que c’est ridicule et lourd. C’est prouver noir sur blanc qu’on a encore besoin de petites roues pour faire du vélo. C’est
aussi idiot que de prendre sa calculatrice pour calculer 17 + 5.

Mais je dirai a votre décharge qu’on ne vous a jusqu’a présent pas ouvert lesprit et tout transformée en calculs idiots, bourrins et
lourdingues, au lieu de vous faire visualiser les choses. Vivement qu’on fasse des maths au college et au lycée...

.On applique en /2 :

T} ,.1(0) = (2n+1).

.o /2n+1
donc sin ( 5

et on exploite la semi périodicité du sinus : sin(n.7t +60) = (—1)".sin(0),

d q
Montrez que si H est un polyndme factorisé sous les deux formes H(X) = az. [ [(X—r¢) = ) _ a,.X?,
k=1 p=0
H ! H ! ©) _
alors on a Z X—rk H(O)

Calculez Sn pour tout 7.

d
On part de la formule H(X) = a,. H(X — %) (ici, le polynome est de degré d et de terme dominant az.X%). On dérive, en

(en supposant que 0 n’est pas racine de H).

k=1
généralisant la formule
(wv) =u v+ ud
d / n
(wow) = vw+uv w+ uvw et méme ( I uk> =Y (u). ( I uk) si on veut étre rigoureux.

k=1 i=1

k<d
k#i
d ! n
Remarque : si vous ne comprenez pas Llpi’és un trimestre que <H uk> = Z(ui)/.<Huk) est la génémlisatian de (u.v.w)’ =
k=1 i=1 k<d
k#i

' vw+ v . w+uow, est il prudent d’envisager MP ?

d
Ici, chaque (X —r) se dériveen 1 : H'(X) = a,. Z Hw—l) i(X-r¢), et en version malpropre :

i=1 k<d
H(X)=a3.(X—1r).(X—r3)...(X=r1g) +ag.(X—1r1)(X—=7r3) ... (X=rg) +a5.(X—7r1)...(X —714_1)

Et en version avec des mots : d termes ol1 a chaque fois, il manque un facteur du produit.
On divise par le produit o1 tout le monde est 1a :
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puisque a chaque fois, il manque un terme entre numérateur et dénominateur.

Maintenant, il y a une idée de physicien qui est jolie :°

In(H(X)) = In(ay —l—ZIn —7%)

car le logarithme du produit est la somme des logarlthmes.

r5 A H ( )
II ne reste plus qu’a dériver : =0+ Z X -

C’est facile a voir et a retenir.
Mais c’est discutable. En effet, pour parler de logarithme, il faut étre sur un intervalle inclus dans R™*. La formule n’est donc
démontrable que “zone par zone”. Mais cette méthode a I'avantage de faire comprendre.

Sinon, si on est niveau “je débute dans le post-bac”, on écrit pour quatre termes :
H(X) = a4.(X —1).(X — a2).(X — a3).(X — a4)
et on dérive :

ag.(X —ap). (X —a3).(X—as) + a4.(X—a1)(X—a3).(X —ay)

H'(X) = tag (X —a1) (X —ap) (X —ag) + ag.(X—a1).(X—a2).(X—a3)

il ne reste plus qu’a diviser.

9
On repart de la forme développée : H(X) = ) ay. X" (de terme dominant az.X4).
k=0

q
On calculeen 0 : H(0) = Z ak.Ok = ag (si si, le terme 0" reste et il vaut 1 ; mais il y a des crétins qui face & un polyndme sous
k=0
forme Zak.Xk se disent qu’en 0 ¢a vaut 0, juste parce qu’ils obéissent aux calculs sans réfléchir et avec le nez collé a la feuille par le poids

k
d’une formation débilitante).

9
On dérive : H'(X) = ) _ a;.k. X1 (le terme en X a une dérivée nulle).
k=1
On calcule en 0 : H'(0) = a3.

X) =  aXt 4+ +a3.X2  +a;.X  +ag . H(X) = a
1 : H( .
Malproprement : H(X) = dagX*1 + ... +2.a2.X +aq /s H(X) = m
H'(0)  m (
On divise : mais aussi
H(O a() Z ri
C’est une de nos formules de Viete, déja croisées :
1 1 1 1  aagay+ay.a3.04+0a1.02.04 +ar.ap.a3 _ coefficientde X P'(0)
4 ay  az  ap aq.0.03.04 ~ coefficient constant  P(0)

On a établi un résultat sur H'(0) /H(0) pour tout polyndme H. Et on a des polyndmes comme T;,, Q,et Py.
Par exemple : Q,(X) = 22".(X — 1).(P,(X))? se dérive en

Q,(0X) = 22" (P,(X))? +2%"(X —1).2.Py(X).PL(X)

QuXx) 1 P, (X) Q,,(0) P;(0)
0 (X) ~ X=1 25 0 0,0 ~ R0

Comme on les a calculés : Q,(0) = —1etQ,(0) = (-1)".(2n +1).

On divise :

3. n’allez pas dire a Soléne que j’ai dit du bien des idées des physiciens...
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P'(0
P(0)’
Mais le polyndéme Py, a pour racines les cos (

HO) &1
H(0) ——Z—_dorme

Onrésume : (—1)".2n+1)=1-2.

o)

Pour lui, la formule

P,(0) &
Pu(0) k=21 cos

1
( 2.kt )
2n+1
Onadonc (-1)".(2n+1) =1-2.5,.

=5,

1+ (—1)”+1.(2.n—|—1)| n pair | n impair | _
2 [ n [ n-1]

Onisole :|S;,; =

|O| -2 2 —4

Ah oui, j’ai écrit “sachant cos (2?7[) - \/54_ 1, ; beh on va dire que je ne le sais pas. Alors montrez le,

en résolvant cos(2.0) = cos(3.0) d’inconnue 6.
Origine : Crux mathematicorum, de la Canadian Mathematical Society.

On donne deux noms aux premiers termes en haut. On complete par le premier triangle jaune (premiére image).
On complete avec trois autres triangles (en jaune plus clair). On obtient la valeur de la cellule vert clair.
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Mais alors le triangle rose (image du milieu) impose une équation : (11 —a—b)+ (a+4)+(a—3) =14 :a—b = 2.
On continue jusqu’en bas. Les deux derniers triangles (roses) imposent deux valeurs a la cellule vert clair de la
derniére image : 5+ b = 3 4 4. On1'a déja.

Mais il nous reste des contraintes : ce sont des entiers, et ils sont tous différents.

On a donc par exemple a — 3 > 0 et 14 — 2.4 > 0 (avant derniere ligne, cellules de droite et du milieu).
a vaut 4 ou 5 ou 6. Et par la méme, b vaut 2 ou 3 ou 4.

Mais b 4 7 ne doit pas dépasser 9. Il ne reste quea = 4 et b = 2.
Mais la solution a = 5 et b = 7 donne une case négative en haut au milieu.

La solution passe donc par4 et 6 :

0Dy Sy O S s O
B e Geds
NS oS &%

Approche de Tristan* : la piéce centrale en haut est 5
Ce ne peut pas étre 9 car pour 11 il ne reste que 1 + 1
ni8car9+8 > 15

ni7car7 +8=15..
Et ensuite, ca vient assez vite.

Sinon, il y avait aussi une approche «algebre linéaire » intuitive.

On a neuf disques & remplir : 9 inconnues.

On a neuf triangles a border : 9 équations.

Il est tentant de dire qu’il y aura une unique solution (systéme de Cramer 9 sur 9).

Saulf si il dégénere. Et ici, on ’a vu dégénérer quand on a trouvé deux fois 'équationa — b = 2.
On va donc avoir une inconnue qui va passer d’inconnue a « parametre ».

Mais ensuite, on avait des contraintes sur « solutions entieres et positives, et ¢a change tout ».

Personnellement, je trouve que c’est au travers de tels exercices qu’on percoit la notion de dimensions dans les systémes
linéaires.

Ah oui, aprés il y a trois sommes et produits.

n
Y 2k 3"k st une somme de série géométrique de raison 2/3.
k=0
En effet, on passe de 2¢.3" % 3 2k+1.3"=F=1 en multipliant par 2 et en divisant par 3.
Le premier terme est pour k = 0 : 2.3".
Le premier terme a venir est k = n 1 : 2%+1.3#=n—1,

4. MPSI2 promo premiere vague Covid, spécialiste des exos étranges, parti a Decour en MP puis a 'ESILV
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n_ 2n+1
La formule donne directement 723 (et je ne calcule pas le nombre de termes, je m’en contrefiche).
1-— 2
3

On simplifie en 3”1 — 2"*1 (assez compact et prévisible).

n n n n n n
Y 2k3(n—K) =6.Y k(n—k) =6} nk—Y k) =6m) k-6 K
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

n(n+1).2n+1)
— 6. A .

On simplifie en n.(n%> — 1) ;joli quand méme.

Le cours donne 6.n.n'(n +1)

n

[1v2k- \/ﬁ2~k= \/(ﬁz)-(Hk) VT = 22

k=1 k=1

et on n’a guére mieux...



