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mSachantz: 1424

. —+00 n
, calculez la partie réelle de ZF (au sens de lim 2 om

(o190 IResolvez det(( 1 L; )( ch i’ )( 1 ; >) =det(< 1 g )) d’inconnue réelle x  2p )

T
Sachant 6 + 5= 2.Arctan(e') montrez : ch(t).cos(d) = N

8
0 a 10 pour I'addition et la multiplication modulo 11, s, ] Calculez M" (toujours modulo 11).( 1]

Sachant e!.y; + t.y; = 0 (pour tout t) et yg = 1, déterminez la limite de y; quand t tend vers +co.[ 25
Y T LY p v yrq
Déterminez le maximum de y; quand ¢ décrit R 2]
T
On définit I = / cos?(cos(t)) + sinZ(sin(t)).dt .

Montrez : [ = 2. /n/z cos?(cos(t)).dt + 2. / sin?(sin(t)).dt = 2. / cos?(cos(t)).dt + 2. / sin?(cos(6)).d6.

Déduisez la valeur de . sp. ] -

<00 | Diagonalisez ( 411 10 ) (notée M) sachant qu’on ne travaille pas dans IR ou Cmais avec les entiers de

Dans les exercices qui suivent, vous avez le droit de changer le « nom » des inconnues.

16 & 0 -3

n
< 1J\6 :]8) et sa trace.

240 JRetrouvez © et ® sachant que t — —e3t et t — 3.e7! sont solutions de y”; + ©.y} + ®.y; =y, 0z )
~2* sont solutions de y(3) + 9 y; + &y =vi 0 2n ]
Retrouvez les réels §, 7§ et § sachant que t — ¢3f et t — ef. cos(t) sont solutions de y )4 QY+ Uy +8y =

o)

n
e3¢ Ipour diagonaliser ( > 8 ) jai trouvé D = ( > 0 > Retrouvez » (positif) et 43, P et calculez

Retrouvez les réels Q et 6 sachant que t — e>! et t — e

-1 1 2 3 4 5 6 7 5

Résolvez \/6+5.4/6+5.x = x d’inconnue x dans Z n, £f=0,1
Combien cette équation a-t-elle de solutions dans IR, et |while sum(int(c) for c in str(f)) <

dans C ? 2023 :

BT ¢ §
Que va faire le programme ci contre ?( zp. | ....f *=n

FINDTHE | | §
/\.\, DISTANCE |
(s | € 22— X— R -1
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CORRECTION

= PRl P P .
@8 Une série géométrique.

On calcule déja a horizon fini

1 (1 +2. ) n+l
i Zk _ 1— g1 _ 5 ’
= 1—2z 1 1421
5
1424\ n+1 /5y 1
Mais quand n tend vers +co, le complexe ( ) de module (?) converge vers 0. Il ne reste que
1
1 1 —; 2i°
Mais comme on en veut la partie réelle, il faut évincer le dénominateur non réel
1 5 5.(4 +2.i) ~ 20+10.i
[ 1+2d C4-2i  (4-2i).(4+2i) 16+4
5
La partie réelle cherchée vaut
—+o0
Attention, certes la partie réelle de la somme est la somme des parties réelles, mais que faire de Z §Re(zk ) ? On n’a rien pour
k=0

la partie réelle d'un produit et/ou d’une puissance.

s

il 8 Des déterminants.

Pour résoudre det 14 A7 3 b ) = det 1 ), on ne calcule pas la matrice produit. On
p P

1 5 1 1 /)°\1 2 1 2
rappelle juste det(A.B) = det(A). det(B).
L'équation devient 1.(x — 3).(2 — x) = —6. On développe (x> +5.x — 6 = —6), on calcule le discriminant et on

trouve

Euh, non, on ne calcule pas le discriminant, c’est direct.

Formule avec les deux types de trigonométrie.

27070

Pour prouver ch(t).cos(f) = 1, on peut remplacer 6 dans la formule.

2. Arctan(et)
Ch(t) Ccos (2 ATCtan(et) — E) _ Ch(i’) sin (2 Arctan(et)) B Ch(t) 2.t (f)
o R e (M)
2
on a utilisé la formule en arc moitié, on simplifie ensuite tan(Arctan(x)) car c’est le bon sens

4 2.t (et +et)el 41

’ 2.A ! 5 = h . = = =
ch(t).cos (2 Arctan(e) = 5 ) = ch(t). + (2T 1+ T Tye

Equation différentielle linéaire.




L'équation e'.y; + t.y; = 0 est linéaire, homogene, avec second membre nul. Ses solutions forment un espace
vectoriel de dimension 1. Avec la condition initiale, on aura une unique solution.

On l'écrit déja y} + t.e .y, = 0 et on pose classiquement a; = t.e! pour tout ¢.

Trop fort, pour intégrer, on va intégrer par parties

/te*fdt te*f +/ HNdt=1-(T+1)e T

On colle un signe moins, une exponentielle et la condition initiale : [yt = 1.e(t+1)'3_t_1J
1

Quand t tend vers linfini, (t + 1).e ! tend vers 0 et par composition , y; tend vers e~

Pour ce qui est du maximum, il y a plus ou moins astucieux. 0.8
On peut rapprendre 'expression de y; et dériver.
Si on ne fait pas d’erreur de calcul, ¢a va. 0 ¢
Mais le mieux est de rappeler qu'on a y} + t.e '.y; = 0 donc

r_ —t 0.4
Yy = —te "y
Et comme y; est de signe constant, c’est en t = 0 que la dérivée -

s’annule et change de signe.
L’application t — y; est croissante puis décroissante.
C’est en 0 qu’elle atteint son maximum, égal a 1.

1 Une diagonalisation modulo 11.

777

. 4 1 ) . B .
On calcule trace et déterminant de ( 1 80 ) : 1 et 0. L’équation caractéristique est A2 — A = 0. Les deux racines

sont 0 et 1. Pas de raison de refuser. Un 0 sur la diagonale d"une matrice diagonale ne I'empéche pas d’étre diago-
nale.

On choisit D = ( 00

01

). On résout M.P = P.D et on trouve P = ( i ; >

Si vous avez choisi D = ( ) alors vous avez P = ( ;’ 411 >
4 10 4 10 ) (4 10 n 4 10
Bonus : ( 1 8 ) < 1 8 ).Et par récurrence sur 11 : ( 1 3 > ( 1 )pour tout n différent de 0.
S _ (11 0" 0 1 1\ ! (11 0 0 1 1\ ! -
Loglque.M”_(4 3)-(0 1n).(4 3) —(4 3).(0 1).(4 3) =M

T
L'intégrale / cos?(cos(t)) -+ sin?(sin(t)).dt existe, par continuité des applications sous le signe « intégrale ». Mais
0
on n’a pas de primitive. On va devoir ruser.
T T
Déja, on sépare en deux par linéarité [ = / cos?(cos(t)).dt + / sin®(sin(t)).dt.

Puis on applique la relation de Chasles (¢a semble dans la I’axe de la formule a démontrer, non ?)

/2 T /2 T
I :/ cosz(cos(t)).dt—i—/ cosz(cos(t)).dt—F/ sinz(sin(t)).dt+/ sin?(sin(t)).dt
0 /2 0 /2

T /2
Ne pourrait on pas transformer / cos?(cos(t)).dt en / cos?(cos(t)).dt pour que les deux fusionnent en une
/2 0

(avec donc le coefficient 2 de 1’énoncé) ? On rappelle que de 71/2 a 77 le cosinus reprend (au signe pres) les mémes
valeurs que de 0 a 77/2. Mais en sens inverse. On est donc tenté de faire un changement de variable royal ! : on

1. allez voir Axel Arno et la propriété du roi expliquée sue quelques sommes et/ou intégrales



parcourt l'intervalle en sens inverse : u = 77 — ¢

/t7T cos®(cos(t)).dt = /0

—n/2 P cos?(cos(7 — u)).(—du) = — /O cos?(— cos(7r)).du = — /0 cos?(— cos(7)).du

/2 /2
on fait appel a la parité du cosinus (et méme de cos?) et on rétablit les bornes, avec le signe moins.

On fait de méme avec l'autre intégrale f;/2 sin?(sin(t)).dt = f»?:n/z sin?(sin(u)).(—du) = Oﬂ/z sin?(sin(u)).du
On reporte et on fusionne car les variables d’intégration sont muettes

/2 /2 /2 /2
I :/ cosz(cos(t)).dt—l—/ Cosz(cos(u)).du—I—/o sinz(sin(t)).clt—i—/0 sin®(sin(u)).du
0 0

/2 /2
les termes sont bien en double [ = 2. / cos®(cos(t)).dt + 2. / sin?(sin(t)).dt.
0 0

/2 /2
On veut transformer / sin?(sin(t)).dt en / sin?(cos(6)).d6 ? Méme ruse. On pose 6 = g — t histoire de
0

parcourir l'intervalle dans 'autre sens. Les bornes se renversent, mais dt devient —d#0, et le sinus devient un
cosinus.
I ne reste plus qu’a re-fusionner les deux intégrales par linéarité (variables muettes). On a

=2 /On/Z (cos®(cos(t)) + sin®(sin(t))).dt = 2. /071/2 ldt=rm

"] Diagonalisation avec des notes de musique.

722710

16 0 -3
et méme déterminant.
Onadonc >+ 3 =2 et M1+ 128 = —15. Ayant la somme et le produit, Viete nous dit que les deux notes sont les
deux racines de X% — 2.X — 143. Ce trindme a pour discriminant 576 (§ = 24) et pour racines 13 et —11. ’énoncé
nous dit que M est positif, ce qui restreint le choix (on savait a I'avance qu'une des racines était positive et l'autre

négative. Bref : M = ( 13 -8 )

On pose M = ( > 8 ) etD = ( > 0 ) On sait que M et D sont semblables. Elles ont donc méme trace

16 —11
1 1 5 0
On résout ensuite a b 0 -3
13 -8 | 13—-8a 13—-18b _ [1]|1| 5 -3
16 | =11 | 16 —11a 16—11b ~— |a | b | 5a —3.b

La premiére ligne donnent a = 1 et b = 2 et la seconde confirme.

Par concaténation classique (puis récurrence évidente)

-GGG S )
M= P s et TH(M") = 5" + (—3)"
2.01 —2.(=3)"  2.(—3)" — 5"

La valeur de la trace est cohérente, puisque M" = P.D".P~!. On en déduit que M" et D"ont la méme trace, avec
Tr(D") = 5" + (—3)". On 'avait méme sans diagonaliser.

i Un triangle isocele et un autre triangle.

2. formule pour dire /ab f(t).dt = /ab f(u).du == /ah f(x).dx



Hauteur du triangle Pythagore

isocele ; elle coupe la h=5V2
base en deux segments

de longueur 1.

Pythagore
8" = (x+1)° + 50

«— 2 —>—) —>

1+ X

V6+54/64+5x = x implique x > 0 et aussi 6 +5.4/6 +5.x = x (& ce stade, en mettant ensemble les deux

condition de droite, il y a méme équivalence). On fait passer 6 de l'autre c6té en surveillant tout

x>0
V6+5V/6+5x=x& | x—620
(x> —6)> = 25.(6+5.x)

On résout x* — 12.x% — 125.x — 114 = 0 d’inconnue entiére x.

Si les racines sont des entiers, leur somme vaut 0 et leur produit 114. Qui sont les diviseurs de 114 ? Qui essayer ?
On trouve 6 comme racine évidente®. Puis —1. On pose deux divisionsx* — 12.x% — 125.x — 114 = (x — 6).(x> +
6.x2 +24.x+19) = (x —6).(x + 1).(x% + 5.x +19)

En tenant compte des signes imposés, il n’y a bien que la racine 6, entiére et réelle a la fois Sg = Sz = {6}
—1n’est pas racine, car on a alors 2 —6=—5et 546+ 5x=05.

Les racines de X? + 5.X + 19 ne sont pas réelles.
Mais dans C ? On est tenté de dire que I'équation de degré 4 a quatre racines, c’est tout.

Sauf que dans C le symbole ,/n’a aucun sens (v —1 ce serait i ou —i ?). Il ne reste que la solution réelle déja men-
tionnée.

i Equations différentielles dont on donne des solutions.

Deux approches possibles a chaque fois :

o porter les fonctions dans I'équation, déduire des conditions sur les coefficients, et conclure
e écrire I'équation caractéristique, et dire que le A dans x — e doit en étre racine.

| solutions | racines | équation caractéristique | équation différentielle | réponse |

t— —e>t 3 ©=-2
t— 3! -1 ®=-3
Attention, la seconde n’est pas une faute de frappe. On parle bien de degré 3. C’est donc que I’espace des solutions
est de dimension 3. Il nous manque une valeur propre A qui n’est pas donnée par 1'énoncé.

| solutions | racines | équation caractéristique | équation différentielle | réponse |

A2—2)A-3=0 y' =2y —3y=0

t—> 3.t 3 (A—=3).A+2).(...) =0 Q=-7
t— e 2T =2 M _7A-6=0 y® 7y —6y=0 [ 5= 6
une autre ? mais la somme est nulle

Mais I'équation ygs) + 9.y} + 6.yt =y; 0 nous donne un indice : A3 + Q.1 + .1 = 0. La somme des racines est donc

3. enfin, sans le graphe, je ne I'aurais pas trouvée
graphe, ) P



nulle. la troisieme racine est donc —1.

L'équation caractéristique est (A — 3).(A +2).(A+1) = 0.
Sous forme développée, ona A3 —7.A — 6 = 0.
L’équation différentielle est donc y®) — 7./ —6.y =0

Finalement, ici on allait plus vite avec 27.e>! + 9.3.e%/* + 5.3t = 0et —8.e72t — Q.22 f 572t = 0.

Passons a la derniére qui est aussi de degré ”.

En effet, on a une racine réelle : 3 et une racine imaginaire : 1 +i. C'est donc qu’il y a aussi 1 — i.
L'équation est donc (A —3).(A =1 —1i).(A—1+1i) =0.

OnadoncA? —5A2 481 —6=0.

A vous de retrouver I'équation différentielle, puis les valeurs de §, S et §.

A58 Programme python.

AT

Avec sum, on fait une somme. On prend objets appelés c appartenant a la conversion en string de f. Ce sont donc
les chiffres de £. On les reconvertit en int, et on en fait donc la somme.

La condition va donc porter sur la somme des chiffres de f£.
Tant que la somme est plus petite que 2023, on modifie n et £.
n augmente d’une unité, il va donc parcourir tous les entiers.

Et £ hérite d'un produit accumulé.
C’est une factorielle.

On calcule donc [le premier entier dont la somme des chiffres de la factorielle dépasse 2023.)

C’est 253.

Et sa factorielle vaut
51734609926400789218043308997295274695423561272066399607484636163134302903130041
23831443782811121374493254287661729631690484097785274435474336409654458963119980
05763521021973450934079016854446616373844451714445892498261593092898106225144818
98739824349965672944938199095203108731528570965561754517676626034976542767771987
62670959709993732257768390827849727932846880676357273110333279669572604921149638
67496804562215135307520143961440124928000000000000000000000000000000000000000000
00000000000000000000
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