LYCEE CHARLEMAGNE

Lundi 5 février
M.PS.1.2

W O& La pyramide et le tétraédre. On définit :
A | B__| c | D | S| H |
(1,0,0) | 0,1,0) | (=1,0,0) | (0, -1, 0) | (0,0,1) | (1,1, 1)

Montrez que (A, B, C, D, S) est une pyramide S H
a base carrée et a faces équilatérales (nombre de
faces ?).

Montrez que (A, B, S, H) est un tétraédre
régulier “posé sur une face de la pyramide”
(nombre de faces ?).

Montrez que A, D, S et H sont coplanaires.
Combien de faces a le solide formé de tous nos
points ?

Pyramide

cos(2.a) cos(a+b) cos(a+c) cos(a+d)
-l:u . . cos(a+b) cos(2b) cos(b+c) cos(b+d) N )
Q@ Le colleur demande de calculer le déterminant cos(c+a) cos(c+b) cos(2c) cos(ctd) | Apres un cal
cos(d+a) cos(d+b) cos(d+c) cos(2.d)
cul un peu long, I’éleve P.Céhessi trouve 0.
L’éléve M.Péhaici bougonne “coplanaires dans R*”. Expliquez.

|-“Une forme bilinéaire antisymétrique sg(]R3, +,.)vérifiep( i + j, i — j)=4detp(i + k, i +2.k)=10.
— =
Pouvez vous calculer ¢( i + j, j — k)?
Etsijevousdonne¢p(j + k, i — j)=28?
I—@ On va étudier les matrices antisymétriques (‘A = —A) et aller en direction du résultat : le déterminant d’une

matrice réelle antisymétrique est le carré d’une formule en les coefficients de la matrice (le Pfaffien). Les questions
sont largement issues d'une épreuve de Polytechnique-ESPCI, filiere P.C. de 2003 (quel age aviez vous ?) !

1. n’allez pas aux toilettes avec votre smartphone pour essayer de
récupérer le corrigé, j’ai modifié l'intitulé et le déroulement des questions
a ma fagon, et viré les parties difficiles.



I~0) On se fixe un entier n qui pourra le temps de quelques questions prendre une valeur imposée. On note E; le
i€ vecteur de la base canonique de IR" (n composantes nulles sauf ln i"¢ qui vaut 1). On note A, 'espace des matrices
antisymétriques de taille n sur n (rappel : 'A = —A). Montrez que c’est un espace vectoriel pour les lois usuelles,
donnez sa dimension et donnez une base a 1’aide des Ei.tE]' (on ne demandera pas de prouver que c’est une base)>.

I~1) Montrez que le déterminant d’une matrice antisymétrique de taille impaire est forcément nul.

I~2) L'éleve A dit que le produit de deux matrices antisymétriques est symétrique, et B dit que le produit de deux
matrices antisymétriques est antisymétrique. Mettez les d’accord. Cette question n'était pas dans le sujet de Polytech-
nique.

1~3) Est il vrai que les matrices antisymétriques de taille 2 forment un supplémentaire® de I’ensemble des matrices
de trace nulle ? Pouvez vous donner dans (M, (IR), +,.) un sous-espace vectoriel qui soit a la fois supplémentaire
de I'ensemble des matrices symétriques, mais aussi de I'ensemble des matrices de trace nulle ?

I~4) Montrez que le déterminant d’'une matrice antisymétrique de taille 2 est le carré de la forme linéaire
At E1.A.Ep.

0 a b ¢ 0 —f e —d
e 4| —a 0 4 e _ f 0 —c b , R .
[I~0) On définit : A = | b —d 0 f | B = Ze ¢ 0 —al Montrez qu’elles ont le méme dé-
—c —e —f 0 d —-b a 0

terminant. Calculez A.B et déduisez que det(A) est le carré d'une application sur les coefficients de A que vous
préciserez (attention, ne pas oublier un détail).

II~1) On définit le script suivant
def Mystere(L) :

...n = len(L)
..if n % 2 ==
........ return 0O

..M = [[0 for k in range(n+1)] for i in range(n+1)]
....for i in range(n) :
........ M[i] [i+1] = L[il
........ M[i+1] [i] = -L[i]
....return M
Montrez qu'il définit une matrice antisymétrique, et calculez son déterminant.

II~2) Soit D;, une matrice diagonale de taille n sur n ; calculez en fonction du déterminant de D, le déterminant

de la matrice de taille 2.n par blocs : O =D )
Dy, On,n

I1~3) Soit A une matrice antisymétrique, on suppose que A2 est nulle. Montrez que A est nulle (indication qui n’était

pas dans le sujet : calculez '(A.E;).(A.E;) pour tout i).

ITI~0) Dans cette partie, A est une matrice réelle antisymétrique vérifiant A2 + I,, = 0. Montrez que 7 est pair (on
posera alors n = 2.m) et que A est inversible. Soit U un vecteur. A quelle condition (U, A.U) est elle libre ?

IlI~1) Onpose : F = {V € R" |'U.V = 0et!(A.U).V = 0}. Montrez que F est un espace vectoriel, quelle est sa
dimension. Montrez :VV € F, A.V € L.

IlI~2) Déduisez l'existence d’une famille de vecteurs (Uj,...U,) telle que (Uy, ... Uy, AUy, ... AUy) soit une
base de R" de vecteurs deux a deux orthogonaux, et normés.

2. essayez en taille 2 : E1.f(E7) = ( (1) )( 1 0)= ( é 8 )etEl.f(Ez) = < (1) )( 0 1)= ( 8 (1) )tandisqueEg.’(El) =

0 0 0
(1)1 0)=(3 o)
3. attention, ne confondez pas supplémentaire et complémentaire : un supplémentaire de A dans E est un espace vectoriel tel que tout

vecteur de (E, +,.) se décompose d'une fagon unique comme somme d’un vecteur de A et d'un vecteur de B (exemples : I’axe imaginaire
est supplémentaire de I'axe réel dans C vu comme IR —espace vectoriel)



L'orthogonalité de deux vecteurs V et W c’est {'V.W = 0. Un vecteur normé vérifie 'V.V = 1.

IV~0) Soit A une matrice antisymétrique. Montrez que (U, V) —' U.A.V (notée ¢}) est une forme bilinéaire
antisymétrique sur R".

IV~1) Une forme multilinéaire est dite alternée si elle donne 0 des que deux vecteurs d’indices voisins sont égaux

Vi, Uy = Uiy = ¢(Uy, ..., U, Ujyq, ... Uy) = 0 (ce n'est pas (encore) la méme définition que dans le cours).
Montrez alors que ¢(Uj, ... U,) change de signe dés qu’on échange deux vecteurs d’indices voisins.

Montrez alors que o(Uy, ... Un) est nul dés que deux vecteurs d’indices distincts sont égaux.

IV~2) On définit maintenant ¢% = (U, Up, Uz, Us) — ¢ (Uy, Up).9Y (Us, Us) — ¢ (Uy, Us).9Yy (Un, Us) +
@Y (Uy, Us).¢Y (Up, Us). Montrez que c’est une forme quadrilinéaire alternée.

IV~3) On prend ici n = 4. Déduisez qu'il existe un réel Pf(A) vérifiant
V(Uy,...Us) € (RY4, ¢4 (Uy,...Us) = PF(A).det(Uy, ... Us).

IV~4) Explicitez Pf(A) al’aide des coefficients de A.

V~0) On définit ensuite % (Uy, ... Us) = Lo, (1)Kl (U, Ux).¢% (U, ... Ug_1, Ugy1 - - ., Us) (la notation étant am-
bigiie, le premier terme de la somme est Y, (Uy, Uy).¢7% (Us, Us, Us, U )et le dernier est Y (U, Ug).¢% (Ua, Uz, Uy, Us)). Montrez
que c’est une forme hexalinéaire alternée.

V~1) On prend ici n = 6. Déduisez qu’il existe un réel Pf(A) vérifiant
V(Uy,...Ug) € (RS, ¢3(Uy,...Us) = PF(A).det(Uy, ... Us).

V~2) Soit A une matrice antisymétrique de taille 6 et M une matrice de taille 6. Montrez que ' M.A.M est antisy-
métrique. Montrez Pf(M.A.M) = det(M).Pf(A).

L&. Pour tout entier naturel on pose : f, = x — x™.e!/*. Calculez (f,)"*1) pour n de 0 a 3. Emettez une conjecture.
Montrez : (fy+1)) = (n +1).fu — fu—1. Démontrez votre résultat par récurrence sur #.

n+1)

@ est une application de classe C*. Pour tout n on définit i, = x — x".h (%) Calculez (h,)( en utilisant au

bon moment la formule de Leibniz.

LMCalculez (sin3)(10) (0) e (sm )(11)( 0).

50 ' Z n®.In(n)
Montrez que } _ k.In(k) est équivalent & — quand 7 tend vers l'infini.
k=1

6o +00 +00 1
L“ O Calculez ) Z TETSIC TS quitte a intervertir les deux sommes (familles sommables ?).
p=04=1

1 -5
@Complétezcequimanque : ( )/\( 3 ) = ( 2 )

1 -1

— —
L—. & Comparez det( AT AT Yetdet(d, b, ©) quand @, b et ¢ sont trois vecteurs de R3 (une

démonstration pourra utiliser la formule du double produit vectoriel).

QO Dérivez cette application (comptez bien) (x — ).

—_ o R M
SO =R NN
N = W
_ == Q1

w De méme qu’on peut développer un déterminant par rapport a une colonne faite de n termes avec chacun son
cofacteur, il existe une formule o1 I'on développe par rapport a deux colonnes, somme de termes du type “déter-
minant de taille 2 fois déterminant de taille n — 2”. Combien de termes de ce type ?

a3 a5 a3
. a2 2 4 43 . .
Quel est le signe du terme | 1} a; a; a; |dansle déterminant de taille 5?
a3 a3 P S
5 5 5




ollo - - - - = . . - - 7
sl ) Résolvez (i +&.j +O. k)N W= j +3.k d’inconnue vectorielle  sachant que i +3.j — k estune
des solutions.
Existe-t-il une solution dont la composante suivant ] est nulle ?
a 0 —c b
@Comparerl—>A.Xet7»—>7A7avec7: b |etA= c 0 -—a
c -b a O

En étudiant A.B.X, retrouvez la formule du double produit vectoriel.

w Q On donne la formule du double_;)roduit vectoriel dans R? :

— - —
(WABIANT =(7.7)x b —(V.T) x @ pourtout triplet (7, b, ) de R3
%
Vérifiez la pour des triplets de la base canonique comme ( i, 7), k), (i 1 ]

Vérifiez que le vecteur du membre de droite est bien orthogonal a .
o . . N L= T
Vérifiez que le vecteur du membre de droite est bien orthogonal a tout vecteur orthogonala a" et b .

. - - .
Démontrez la formule si vous en avez le courage avec neuf coefficients pour les composantes de T, b et T Gsi
cette partie de I'exercice vous plait, ne m’adressez plus la parole).

- —
Comparez(?/\ VYACTetad AL AT).

o140

— —

O Calculez (@A B)AT + (b ATT)
. N ’

Montrez que l'équation i A Inconnue Vectorlelle 7 n'a pas de solution.

—

r+

!
2 . % 7.
Montrez que I'équation ( =1i+2j - k d’inconnue vectorielle 7 a une infinité de solutions.

%
On se donne 7 et b et on veut résoudre 1'équation @ AW = b d’inconnue vectorielle 7. Montrez qu’il faut

déja que T et b soient orthogonaux.
S — S bAT _ e e
On suppose a présent a” orthogonal a b . Montrez que ———>— (noté ug) est une solution de 1’équation (utilisez ici la

@
formule du double produit vectoriel).
— e —
Montrez que 1 est solution si et seulement si #' — uo est colinéaire a a’.
Donnez toutes les solutions de 1’équation.
(Quelle est celle dont la norme est la plus courte ?)

o150 - -
L&. Q Complétez (i — j ) en base de R3 sachant que sur cette base, i a pour composantes (1,0,1) et que

i
i k

+ 7 a les mémes composantes sur cette base que sur la base canonique.
-x 1 0 0 0 a 1 1 1 1
0 —x 1 0 0 b -1 0 0 0
Calculez| 0 0 —x 1 0 etfc 0 -1 0 0 [ (non,pasderapport)
o 0 0 —x 1 d 0 0 -1 0
e d c b a—x e 0 0 0 -1




cOtés du polygone (M, ... My). as

[Données : les

al

Objectif :
trouver les

zl

ak tels que
les zi
soient les
milieux des

[ai,a(i+1)]
1 1 0 0 O
0O 1 1 0 0
0 0 1 1 0 [estelleinversible?
0O 0 0 1 1
1 0 0 0 1

On se donne 9 points A; a Ag dans le plan complexes,
d’affixes z1 a zg. Montrez qu’il existe une unique famille
de points M; a My tels que les A soient les milieux des

z4

A-t-on le méme résultat pour dix points ?
Un vendangeur m’a véhiculé. Il shootait en priant. Les fées sont Iégion T Le latiniste spécialiste de Crassus enquéte
beaucoup. Ils a des escargots lents (translation). Fideles a Sion au présent (translation). La nausée est russe. J'ai
croqué bien des galettes. Les phobies perturbent les ames. A-t-on des tenues pour caté ? Des belles hotesses en
France passent en montrant une belle assurance. L'aréne pistée. Il n’a plus de foot, c’est pas un crado (translation)
! Les astronautes controlent 1'orbite quand ils veulent. Vous aimez les rixes ? Plutot céder !

L&' Le corpsest {0, 1, 2, 3, 4} pour l’addition et la multiplication modulo 5, noté Fs.

Montrez qu’il y 5 formes bilinéaires antisymétriques sur (IFs)2.
5 formes trilinéaires antisymétriques sur (FF5)3
625 formes bilinéaires sur (IFs)?
125 formes bilinéaires antisymétriques sur (IFs)3
125 formes bilinéaires symétriques sur (F5)?

olYo - - - - - - .

el ) Résolvez @ A (i +j —k)=(i+ j +2 k) dinconnue vectorielle 7.

ozUo - - . - . L T . . . .
- i A j A i Ak napasdesens sionnemetpas de parentheses (ainsi, (7 A ?) A (7 A 7) va en avoir). Combien

de «valeurs » peut prendre ce vecteur suivant comment vous mettez les parentheses ? (base canonique)

def truc(n) :

A= 1]
....for i in range(n) :
........ L =[]

........ for k in range(n) :
............ L.append(abs(i-k))
........ A.append (L)

....return A

Calculez le déterminant de Truc (n) pour n de 0 a 6.

L'inflation irrite Ies mabouls. La gauche au boulot. Je n’apprécie pas le géant de taverne. Infrus de Belgique. Les
profs gelent dans les facs. L'équipe exalte les populations. L’abime est dans le contenu. Ce vétérinaire a annulé
l'encaisse. Difficile de s’en sortir si on recule. Les footbaleurs ont montré leur force dans le péno.

% & «Yes, well, the Governor of Kgovijni wants to give a very small dinner-party, and he means to ask his father’s

brother-in-law, his brother’s father-in-law, his father-in-law’s brother, and his brother-in-law’s father ; and you're
to guess how many guests there will be.»

«There is only one guest».

C’est du Lewis Carroll. Retrouvez le structure familiale du gouverneur pour que ces quatre dénominations re-
couvrent une seule et méme personne.

L&' @ L'éleve Aissé-Sontencohr-Okupéh constate que les matrices suivantes ont pour déterminant 1 ou —1 et sont

leur propre inverse :
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Prouvez le, y compris en taille 6.

Généralisez en donnant la forme du coefficient de ligne i colonne k et si possible en prouvant M? = I, (Ia, ca devient
& ou &, on peut penser i l'application qui passe de ag + ay. X + ap. X> +a3. X3+ ...+ an. X" ag +a1.(1 — X) +ar.(1 - X)? +a3.(1 -
X)3 + ... +ay.(1 = X)" et Uappliquer deux fois).

W Q a, b et ¢ sont trois réels, montrez : 1 1
cos(a) cos(b)
1 1 1
cos(a) cos(b)  cos(c) | =2.(cos(b)—cos(a)).(cos(c) — cos(b)).(cos(c) — cos(a)).
cos(2.a) cos(2.b) cos(2.c)

= cos(b) — cos(a) et

1 1 1
cos(a) cos(b) cos(c) cos(d)
cos(2.a) cos(2.b) cos(2.c) cos(2.d)
cos(3.a) cos(3.b) cos(3.c) cos(3.d)
Dans ce cadre, exactement une phrase est vraie.
Dans ce cadre, exactement une phrase est fausse.
Dans ce cadre, exactement deux phrases sont vraies.
Dans ce cadre, exactement deux phrases sont fausses.

1 1 1
ch(a ch(b)  ch(c)

? Et pour (
ch(2.a) ch(2.b) ch(2.c)

Avez vous une formule pour

Est il possible qu'une phrase soit vraie dans ce que j'ai
u écrit dans ce cadre ?

L&. O Déterminez Com(Com(A)) si A est une matrice carrée de taille 2.
Déterminez Com(Com(A)) si A est une matrice carrée inversible de taille n.
Montrez que si A une matrice de taille 3 non inversible, alors Com(Com(A)) est la matrice nulle.

a2 Trouvez une matrice dont la comatrice est < } ? )

2 0 1 2
-1 ).Existe-t-ﬂ une matrice de comatrice ( 2 1 -1 ) ?
2

NN O

1

Méme question avec ( 1
3

. . . . 1 1
Existe-t-il une matrice de comatrice ( 11 ) ?

1 1

1 1

1 1

1
1]°?
1

L&' O Montrez que I'équation d’un cercle du plan est de la forme x? + y? — 2.a.x — 2..y + vy = 0.
Montrez néanmoins que x* + y*> — 2.x — 4.y + 7 = 0 n’est pas une équation de cercle.

Existe-t-il une matrice de comatrice (

P2 ox oy 1
a?+a® a a 1 ’ s .

Montrez que Pip b p o1 0 est I’équation du cercle passant par A(a,«a), B(b, B) et C(c,7y) (surtout ne dé-
N |

veloppez pas, on est en maths | pensez a prouver que c’est la forme d'une équation de cercle, et trouvez trois points évidents). Donnez
l’équation et le centre du cercle passant par A(1,1), B(2,5) et C(4,12).
Donnez I’équation et le centre de la sphere de R3 passant par A(1,1,0), B(2,5,0) et C(4,12,0) et D(0,0,1).

AB2  AB.AC
ABAC  AC?

L&' O Déterminant de Menger. Montrez que /4 est le carré de l'aire du triangle (indication :

det(M.IM)).

W Q Un triangle du plan a pour sommets A, B et C de coordonnées (a’, a”), (V/, b”) et (¢/, ¢”). Laire du triangle est

1 1 1 1 a a”
notée S. Montrez2.S=| a4 b ¢ |=|1 bV b”
al! b// C// 1 C/ C//

1 1 1

14+ad?2+a? 14dV+a”b” 14+d.c+a"c”
14+ab +a”b” 14V2+0"2 1400 +0b"c”
1+d.d+a’c” 1+V.0+b".¢c” 142+

Déduisez : 4.5% =

S O O



uis —4.52 — | 1 a?+a”? AV +a’b” ad.d+a’c”
p ‘ B 1 a,~b/ + a”.b” b/2 + b”z b/.C/ + b”.C”
1 LZI.C' + ﬂ”.C” bI.C, + b”.C” C/Z + C”Z
1 1 1
et —16.5% =

2.4’V —2a"b" 2?20  2b . —2b".c"
—2.a'.c' —2.a".c” —2V.c—-2b".c” 20?7207
0 1 1 1
1 0 AB* AC?
s 2 _ . . ) 4
et enfin —16.5 1 AB2 0 BC2 (déterminant de Cayley-Menger ).

1 AC? BC? 0

0
1 —24%—-24"2 24V —2a"b" —24. —2a"c"
1
1

Retrouvez la formule dite de Heron? : S = \/(a +hte)lath- C)1'6(b te—a)cta=b) otta, b et c désignent
les longueurs des trois cotés du triangle.

a. Heron d’Alexandrie, premier siécle, mathématicien grec, auteur de nombreux livres et d’astucieux systémes mécaniques
0 1 1 1 1
0 AB* AC> AD?
AB> 0 BC? BD? | (diteformule de Piero della
AC* BC* 0 CD?
AD* BD* CD* 0

1
[ 20& 1Pour un tétraedre de R3,1a formule est 288.V3 = | 1
1
1

Francesca®). Prouvez la.

a a 1 1
Donnez le polyndme caractéristique de lcj ( 1 1 11 ) et montrez que IZ , _01 et _01
d d 0 0

sont vecteurs propres (valeur propre ?). Donnez un dernier vecteur propre, formant une base de (R*, +,.) avec
des trois autres (on supposera a + b + ¢ 4 d non nul).
Rappel : x4(X) = det(X.I, — A) (ou det(A — X.I,) suivant les auteurs).

o320 | J’ai tracé un quadrilatere (A, B, C, D) dans le plan. J’ai mesuré ses quatre cotés et une de ses diagonales. J'ai
trouvé les mesures suivantes, triées par ordre croissant :| 4 [ 8 | 11 | 20 | 30 |
Dites moi laquelle est la longueur d'une des diagonales (et prouvez le).

Indiquez comment retrouver alors la longueur de l'autre diagonale. Combien de valeurs peut prendre cette lon-
gueur de I'autre diagonale ?

2330 | (© en dimension 2 ou 3) En considérant que la base canonique de (M, (RR), +,.) est de la forme

1.0 ... 0 0 1 ... 0 0 0 ... 0 1.0 ... 0
0 0 0 0 0 0 10 0 0 0 0
q . . A0 Y T I ) (on promene les 1 le long de chaque
Do 0 Do 0 Do 0 Do
00 ... 0 0 0 ... 0 0 0 ... 0 00 ... 1

4. Karl Menger mathématicien du vingtieme siecle né a Vienne mais devenu américain en 1937, connu pour son “éponge” fractale, de volume nul et
d’aire infinie

5. XVe™"¢sigcle, mathématicien italien (oui, avec ce nom) qui formalisa la notion de perspective et volumes dans R® et reste d’ailleurs connu comme
peintre



ligne dans 'ordre) ;

1.0 ... 0 00 ... 0 00 ... 0 11 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

la base (| . . B OTE I UUTE I ) est elle de méme orientation
Do 0 Do 0 Do 0 Do 0
0 0 0 00 ... 0 1.0 ... 0 0 0 1

qu’elle (cette fois, les 1 se promenent de colonne en colonne) ?
Rappel : pour dire si deux bases B et B ont la méme orientation, on exprime les vecteurs de B sur la base B et on
regarde le signe du déterminant obtenu.

o34 | Ecrivez un script Python qui prend en entrée n et crée la matrice de taille n sur n “du laboureur”, dont

1 2 3 1 2 3 4
ici 1 ores Lo = (L = (1), L= (Y2 ) 1s=65 4| ,=|8 7 &5
voici les premieres Ly = (), L1 = (1), L, = 4 3 ) L= 60 L= 9 {011 12 |’

16 15 14 13

1 2 3 4 5

00 9 8 7

Ls=| 11 12 13 14 15 |,
20 19 18 17 16
21 22 23 24 25

Calculez son déterminant en fonction de #.

[e)}

-~
—

= = = =
o350 | Résolvez (i N\UYAW + | AW + kK = 0 d’inconnue vectorielle # dans (R3,+,.).

u/ 0 a —b up
On veut résoudre le systeme différentiel ( v;t ) = ( -2 0 ¢ ) . ( vt ) d’inconnues u, v et w fonctions
w} b —c 0 wi
de t. On pose m = u? + v* + w?. Montrez : m’ = 0. Déduisez que les solutions du systéme sont bornées.
Ecrivez le systéme sous le Q A U; = U] méme si ga ne sert a rien pour l'instant.
Diagonalisez la matrice dans le cas (a,b,c) = (3,4,12).
Résolvez alors le systeme différentiel pour (ug, vy, wp) donné.

ﬂl Q@ Voici les éleves de MPSI; et leurs choix d’options
_ Calculez P(Anglais)
| | _Anglais | Info. [ Sport |  Calculez P(Informatique)
i (

Abelle oui oui Calculez P(Sport)
Bairnoulli oui oui Calculez P(Anglais et Sport).

Cochy Les événements Anglais et Sport sont ils indépendants. Les
Daidekind événements Anglais et Informatique sont ils indépendants.

Eulair oui Les événements In formatique et Sport sont ils indépendants.
Fibonatchi oui Calculez P(Anglais et Sport et In formatique)

Gauce oui Les événements Anglais, Sport et Informatique sont ils indé-
Hilbairte oui oui pendants dans leur ensemble ?

I=y/—1

Y a-t-il plus de parties a 11 éléments dans un ensemble a 33 éléments que de parties a 15 éléments dans un en-
semble a 30 éléments ?

mouse plan 1x+0y+0z=4.91
[

T

2 -
On donne A(1,1,3), B(2,3,5), C(3,4,2), D(5,1,4). Cal- M AL

culez l'aire de chacune des faces du tétraedre.
Quelle est sa hauteur quand il est posé sur (A,B,C) ?

11 1 1
Existe-t-il une valeur de a pour laquelle ce déterminant vaudra 2017 % i ; % ? Si oui, cette valeur sera-t-elle
? 1 0 3

entiére, si non, calculez le coefficient de X% dans Ty.




Soit A une matrice de terme général af-‘. On note ? la matrice de terme général (xi-‘ = aZﬂj{. Expliquez “géomé-
triquement” comment elle se déduit de A.
Montrez qu’elle a le méme déterminant que A.
Vous pourrez revenir a la formule “brute”, vous pourrez aussi utiliser la permutationi — n+1 — 1.

00 .. 1

. =~ N . .
Exprimez A alaide de A et de la matrice :
0 1 ... 0
1.0 ... 0

2420 | Combien d’anagrammes de « Enis » ? Combien d’anagrammes de «Rayane » ? Et pour « Nathan » ? Et « Alexandre » ?

5
f est une application affine paire vérifiant f(2) = 7. calculez / f(t).dt.
0

_oddo | Lequel de ces deux programmes va bien construire une matrice (justifiez) :

def Fred(n, a, b) : def Daphne(n, a, b)

....M=[[0 for k in range(n)] for i in range(n)] ....M=[[0 for k in range(n)] for i in range(n)]
....for k in range(n) : ....for k in range(n)

........ Mk][k] = a ceve W MKIK] = @

........ M[k] [k+1] = b ceveo o MK]I[R-11 =D

....return M ....return M

Calculez le déterminant de celle qui existe.

o450 | Résolvez (x> —5.x + 5)("2_11'x+30) = 1 d’inconnue réelle x.

Sachant sin(cos?(x) + sin*(x)) = ? , calculez cos(sin?(x) + cos*(x)).

2472 ] Pour combien d’entiers n plus petits que 2025 le nombre p.p.c.m.(n, 9) est il un carré parfait ?

0480 |

Le carré (A,B.C,D) est
Qp Sachant 237 = 9,320 = 10, 10° = 11 et 117 = 12, découpé en trois
calculez a.b.c.d. 15| 19 14 | rectangles de périmetres
15, 19 et 14.

11
:’} —
o Sachant que A ( ~13 ) et Retrouvez l'aire de

a2 < —14

¥, Pour la matrice A plus haut, j’ajoute que <

34 ), retrouvez det(A) et Sp(A). chacun.

3 ) est un de ses vecteurs propres. Trouvez alors la matrice A (deux

possibilités) et diagonalisez la (choisissez une des deux possibilités).

N 3
n’ —1
Simplifiez H Pl pendant a factoriser et télescoper.
n=2

10
<500 | J’ai calculé % etj’ai vu 0.000100010002000300050008001300210034005500890144023303770610...

Et je me souviens que la suie de Fibonacci commence par (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610.

1++5 1—+/5
2

Ca ne peut pas étre le hasard ! On pose p = 5 et =

. Exprimez F,a 'aide de p" et ¢".

% (notée f(x)).

Développez (x + p).(x + ¢) et décomposez en éléments simples 7

1
Donnez le développement limité en 0 de 17

n
Justifiez que le développement limité en 0 de ; i 7, en Oalordrenest ) ¢* HE +o(n").
k=0

Donnez le développement limité en 0 de p f_ , en 0 a l'ordre n et celui de f(h) al’aide de la suite de

Fibonacci. Donnez I'écriture irréductible de f(10~#)/+/5. Concluez.

en 0 a l'ordre n.




10

2 2

x z
x, y et z sont trois réels strictement positifs. On doit montrer x +y 4z < 2. ( +-L 4 )
y+z x+z x+y

Il parait que c’est une inégalité de Cauchy-Schwarz avec des /i + z et autres v/x + z dans un des vecteurs. Alors ?

2

p 2.p+
52 | caleulez Z Z )k k2 et Z k? pour tout p.
k= k=
N - k 2
2 (-1 oo 2 (FD)NK
Calculez ;0 suivant la parité de # (oui, (—1)"en bas). Montrez : k:O =2
> (-1 Y e
k=0 k=0
<530 | On travaille avec les entiers de range(7) et les opérations modulo 7 :
1 3 2
A= 2 1 3 |etCom(A)= 2 . Retrouvez les valeurs absentes (entiers entre 0 et 6).
5 1 6

Vérifiez que M — 5.3 n’est pas inversible (toujours modulo 7 voyons).
Trouvez un vecteur U dont la premiére composante vaut 1 et vérifiant M.U = 5.U. Calculez alors M°.U.

@I Un éléve me dit : sila loi ® est anticommutative (V(a, b), a @ b = —b ® a ), alors elle ne peut pas étre associaitive,
a moins d’étre nulle. Il a raison ?

o550 J1e point M(x,y,z) est dans le plan d’équation 2.x + 3.y — z = 5. Montrez avec l'aide de Cauchy et Schwarz que la
5
V14
560 | 20 30 . Oyl . .
2202 | On pose g = pour k de 0 a 20. Calculez 21 p puls —— — 1 et dites moi lequel des a;, est le plus grand.

k k ax

o \/nz +4n+3 12
0570
-Montrez | | e o \/@

distance \/x? + y2 + z2 du point M a I'origine O(0,0,0) vaut au moins

2580 | On sait 5* +5Y = 630 et Y g, Retrouvez x et y (pour information 630 = 625 + 5, si si).
1 2 «x 2 1 «x 1 1 x 1 2 «x
5% 111 3 y|,|3 -1 y||-11y|l21y
2 1 z 1 0 z 0 2 z 11 z
Existe-t-il (x,y,z) non nul tel que les deux premiers déterminants soient nuls ?

(xy
Existe-t-il (x, y,z) non nul tel que les trois premiers déterminants soient nuls ?
Existe-t-il (x, y,z) non nul tel que les trois derniers déterminants soient nuls ?

1 21
Inversez [ 1 1 3 |.Changez un coefficient pour qu’elle soit non inversible.
1 01

Ah oui, comme souvent, on travaille avec les entiers de range(7) pour les opérations modulo 7.



