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209 Jon suppose que (i) converge vers a et (v,) converge vers b. Ecrivez les deux définitions.[ 1]
Montrez |u, — a + v, — b| < & pour n assez grand (a préciser en fonction de votre quantification juste au-dessus).

Concluez que (uy + vy) converge vers a + b zp |

Enoncez et démontrez le lemme de Gauss.m

| Vrai, ou faux : | V(a, b)€Z* a=b[5]=2"=2"[5] | V(a b)€Z? a=0b[15]= 12.a=12b][15]. |
[ Tptchacune | V(a, b) € Z% a—=b[15] & 12.a=12b[15] | V(a, b) € Z%, a=b[15] & 13.a = 135 [15] |

2
e~ ,
(w20 lf=x . Caleulez f'(/In(2)) Go)
939 IDonnez Ia limite quand 7 tendvers l'infini de vn2 +4.n +3 — vVn2 +3.n + 4 ]
2.
Je dis que ( nt 5) N converge vers 2 quand 7 tend vers +oco. Prouvez le en explicitant N, pour &
ne

n+38
donné.zp ]

Donnez une base du plan d’équations x +y —z+t = 0et2.x +y +z — 2.t = 0 dans (R*, +, NN
208 ] A est un ensemble donné. Pour deux ensembles X et Y , on pose X = Y [Alsiona«X =Y
ou XAY = A». Montrez que cette « congruence modulo A » est une relation d’équivalence. Résolvez
X = {Ahmed, Delphine} [@] dans dans P({Ahmed, Blaise, Colombine, Delphine, Eliott}). Méme ques-
tion avec X = {Ahmed, Delphine} [{ Ahmed, Eliott}][ 1 ]

. X = {Ahmed, Delphine} [{Ahmed, Blaise, Colombine}]
Résolvez { X =  {Ahmed, Eliott} [{Delphine, Eliott}] dans P({4, B, C, D, E})on_)

On définit (pour cet exercice) la signature d’un entier

g
def signature(n) : }\_J'

= 34
....8 =11 cm
....for 4 in range(1, n) : Résolvez 331 .
........ = aa 7= 7 \/ -
........ if (not ¢ in 8): 7x = 11 [3]

............ S.append(c) 1lx = 3 [7] Trouvez la  hauteur  d'un

....return S d’inconnue x dans Z. Verre.

Montrez que 3 et 4 ont la méme signature 1, ] Donnez la signature de 25. 2p ]
Quel entier a pour signature [0, 1, 2, 4, 3] ? Méme question pour [0, 1, 3, 4, 5, 9, 8, 7, 6, 2] .

_a0a ]0n cherche des nombres premiers congrus a 1 modulo 25. Trouvez en un.[ip_|
Ecrivez un script qui cherche les n premiers nombres premiers congrus a 1 modulo 25. 5p ]

On suppose qu’on a trouvé ¥ nombres premiers p; a p, congrus a 1 modulo 25. On pose alors a = 2.
dspTT;_q px et c = a°. Montrez : ¢ = 2 [5] e )
_a3e lOn pose m = 1+ c+c? +c®+ c* Calculez (c — 1).(c® + 2.c2 + 3.c + 4). Montrez que m et ¢ — 1 sont
premiers entre eux 2p. )

Montrez que si g est un facteur premier de m alors ona g = 1 [25] zp. ] Déduisez qu'il y a une infinité
de nombres premiers congrus a 1 modulo 25, zn.]
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7%} Convergence de suites.

2n+5 2n+5
La convergence de ( nn—:_Sz )neﬂg vezrs 2, cl’zst ‘ nn++8 — 2‘ < e pour n «assez grand 1»1
On se donne ¢ et on veut ‘ NnAS 2N ‘ < e c'est a dire (sans valeur absolue) <e
n+8 n+8

En raisonnant par équivalences (qui seront utilisées dans le sens « explication ») : n +8 > —. On a donc
€

11
Vn>?—8, luy —2| < ¢

11 1
On posera donc naturellement N, = . 8 et méme N, = [?} — 7 si on tient a avoir un entier. Et pourquoi pas

Ne = [%] si on n’a pas peur de payer un peu plus.

On prend maintenant deux suites (u,) et (v,,) de limites respectives « et B (comme ce ne sont ni les mémes suites
ni les mémes limites, on a besoin d’entiers distincts Neet M,

Ve >0, IN; € N, Vi > N, |up, —a| <e
Ve >0, IM; € N, Vn > M,, |v, — B| < ¢

Comme on veut majorer |u, — « + v, — B| on va majorer |u, — a| + |v, — B| et on sait le majorer a partir du rang
Ngpour l'un et & partir du rang M, pour l'autre. Et pour avoir les deux, c’est le rang Max(Ng, M;).
probléme, on a une majoration par 2.eau total. Mais si on demande & majorer chacun des deux par e/2?

. e &€ fos
On majore alors par 5 + 5 ce qui faite :

e €
Ve >0, 35 = Max(Ng/p, Mejs) € N, Vn > S, |y —a+0v, — B| < |un—o¢|+|vn—ﬁ|<§+§:s

Et c’est bien N/, et pas N, /2 qui ne serait méme pas entier et ne garantirait rien pour les majorations.

A
EE
i Congruences.

V(a, b) € N?, a = b [5] = 27 = 2" [5] : faux.
Contre-exemple. 0 = 5 [5] mais 2° = 1 et 25 = 2 [5].

On a en fait 2* = 1 [5] (c’est Fermat qui le dit). C’est donc V(a, b) € N?, a = b [4] = 27 = 2 [5].

V(a, b) € Z?, a = b [15] = 12.a = 12.b [15] : vrai.
Si b — a est un multiple de 15, alors 12.(b — a) 1’est aussi.

V(a, b) € Z?, a =1b[15] & 12.a = 12.b [15] : faux.
Si12.(b — a) est un multiple de 15, c’est juste que b — a est un multiple de 5.
Contre-exemple :12.0 = 12.5 [15] mais 0 # 5 [15].

V(a, b) € Z?, a=1b[15] < 13.a = 13.b [15] : vrai.

Dans le sens direct, on multiplie par 13.

Dans l’autre sens, on multiplie par 7 (I'inverse de 13 modulo 15).

Ou alors on passe de 15 divise 13.(b — a) a 15 divise b — a car 13 et 15 sont premiers entre eux.

; Calcul.




2

f=x+— 67 est dérivable sur son domaine de définition : | — oo, 0[U]0, 400 (contenant In(2)), de dérivée
2.x08 o
— - =
x x
In(2 n2 |, . . 2
La valeur en /In(2) donne () — THT) c'esta dire 2 — @)’

n>+4n+3)— (n*+3n+4) n—1 n

\/n2+4.n+3—\/n2+3.n+4:( = ~
V2 +4n+3+Vn2+3n+4  2/n?

Vn2+4n+3+vVn2+3n+4

1 1
5 Il tend vers 5

On se place dans(]R4, +,.), de dimension 4. On se donne deux contraintes, on obtient un plan, espace de dimension

Le quotient est équivalent au réel

2

x+y—z+t=0et2x+y+z—2t=0serésoutetdonne x = —2.z+ 3.t et y = 3.z — 4.t (par exemple).

—2z+3.t -2 3
Les vecteurs sont de la forme 32 ; 4t qu’on écrit z. i’ +t. _04
t 0 1
-2 3
Les deux vecteurs :15 et _04 sont dans le plan (on peut vérifier) et permettent de décomposer tous les
0 1

autres d’une fagon unique.
IIs forment une base de ce plan.

D’autres bases sont possibles.

Prenez deux vecteurs dans le plan, non colinéaires, et vous avez une base puisque ce sous-espace est « trivialement » de di-

mension 4 — 2.

1| Congruences simultanées.

On commence par alléger les congruences inutiles, puis on multiplie pour que x soit tout seul

On vérifie en effet les équivalences, s'il le faut avec des vieux outils de Terminale.
3.x = 7[11] signifie (3.x — 7) est divisible par 11 (et plus lourdingue : « est de la forme 11.k avec k entier »).
On multiplie par 4 4.(3.x — 7) est divisible par 11 (et plus lourdingue : «est de la forme 11.4.k avec k entier »).

Réciproquement, si 11 divise 4.(3.x — 7) alors par le lemme de gauss, il divise 3.x — 7.

On a bien une équivalence.

On a maintenant une vraie congruence simultanée a traiter

{ 3x = 7 [11] {B.x = 7 [11] {4.3.x = 47 [11]
7x = 11 [B] |[e{ x =4 38 |&{ x = 4 3
lx = 3 [7] 4x = 3 [7] 24x = 23 [7]

x = 6 [11]
x = 4 [3]
{ x = 6 [7]
qu’on ramene a quatre études
x = 1 [11] x = 0 [11] x = 0 [11] x = 0 [11]
x = 0 [3] x = 1 [3] x = 0 [3] x = 0 [3]
x = 0 [7] x = 0 [7] x = 1 [7] x = 0 [7]
particuliere particuliere particuliere homogenes
21 = 10 [11] 77 = 0 [11] 33 = 0 [11]
essai 21 = 0 [3 77 = 2 [3] 3 = 0 [3] (231).Z
21 = 0 [7] 77 = 0 [7] 33 = 5 [7]
proposition -21 154 99




On combine linéairement : une solution particuliere est 1084.

On peut alléger :[{160 +231k |k e Z}J

mais j’allais vite aussi avec

x = 6 [11]
x = 1 [3] |. La premiere et la derniére donnent directement : x = 6 + 77.k
x = 6 [7]

aveck décrivant Z. Il suffit ensuite de tester les premieres valeurs de k pour que le reste modulo 3 soit le bon : 6
non, 6 + 77 non, 6 + 2.77 oui.

Signature d’un entier.

On calcula la signature d’un entier en créant une liste vide, et en y collant n%]1, n%2, n%3, n%4 et ainsi de suite
jusqu’a n%(n-1) (le premier vaut 1 et le dernier aussi). Mais on n’ajoute un terme qui si il n’est pas déja dans la liste.

On calcule la signature de 3 et de 4 :
pour 3 les diviseurs d sont dans 1'ordre 1 et 2, les restes 0 et 1, et la liste construite est [0, 1]
pour 0 les diviseurs d sont dans 1'ordre 1, 2 et 3, les restes 0, 0 et 1, et la liste construite est [0, 1].

On calcule la signature de 25 avec 25 diviseurs successifs et divers restes

| d | c=251%4d | test not(c in S) | L | | |
1 0 True [o] 11 | 3 | True [0, 1, 4, 7, 5, 3]
2 1 True [o, 1] 12 | 1 | False [o, 1, 4, 7, 5, 3]
3 1 False [0, 1] 13 | 12 | True [o, 1, 4, 7, 5, 3, 12]
4 1 False [o, 1] 14 | 11 | True [o, 1, 4, 7, 5, 3, 12, 11]
5 0 False [0, 1] 15 | 10 True [o, 1, 4, 7, 5, 3, 12, 11, 10]
6 1 False [o, 1] 16 | 9 True (o, 1, 4, 7, 5, 3, 12, 11, 10, 9]
7 4 True [0, 1, 4] 17 8 True
8 1 False [o, 1, 4] 18 7 | False
9 7 True [o, 1, 4, 71 19 | 6 | False
10 5 True [0, 1, 4, 7, 5] 20 | 5 True

Je vous laisse terminer signature de (25 :

(o, 1, 4, 7, 5, 3, 12, 11, 10, 9, 8, 6, 2])

L’entier de signature [0, 1, 2, 4, 3]

n ne peut pas étre trop grand. En effet, si 'entier n est impair, égal a 2.k+1, alors on aura (n % (k+1)) = k.

Des congruences et le lemme chinois sur des ensembles.

Réflexive |Pour toute partie X ona X = X [A] puisque X = X.
Symétrique |On se donne deux parties X et Y. On suppose X =Y [A].

On asoit X =Y, soist XAY = A. Dans les deux cas, on retrouve Y = X [A].

On se donne trois parties et on fait deux hypothéses : X = Y [A] et Y = Z [A]. On traduit par distri-
bution les quatre cas, et on trouve la conclusion pour chacun :

X=Y XAY = A
y—7 X=Z XAZ = A
X =Z[A] X =Z[A]
(XAY)A(YAZ) = AAA
YAZ — A [XAZ=A| (XAZ) =0
X =Z[A] X=2Z
| X=274] |

On pouvait aussi, pour la case de Nice-Marseille... écrire (XAY = A) < (X = YAA) puis (YAZ = A) & (AAY =
Z). Efficace, non ?



Peut étre allez vous le me faire avec des patates.

Bref, on a une relation d’équivalence, comme la congruence.
Mais finalement, les seules parties congrues a X « modulo A » sont X et AAA ».

La premiere équation X = B [A] donne X = B ou X = BAA.
X = {Ahmed, Delphine} [@] a deux solutions : X = {Ahmed, Delphine} et X = OA{Ahmed, Delphine} =
{Ahmed, Delphine}. Finalement, une seule solution.

C’est comme pour x = « [0].

X = {Ahmed, Delphine} [{ Ahmed, Eliott}] a deux solutions : X = { Ahmed, Delphine} et X = { Ahmed, Eliott} A{ Ahmed, Delp
{Eliott, Delphine}.
La conclusion est S = {{Ahmed, Delphine}, {Eliott, Delphine} }.

Pour le systeme de congruences simultanées, on sépare en quatre cas et on regarde si on a des solutions.
X ={A, D} [{A, B, C}] donne deux possibilités X = {A, D} ou X = {B, C, D}.

X ={A, E} [{D, E}] donne deux possibilités X = {A, E} ou X = {A, D}.

Le systéme a une unique solution : S = {{ Ahmed, Delphine}}.

Nombres premiers modulo 25.

1 n’est pas premier. 26 n’est pas premier. 51 n’est pas premier (c’est 7 x 13), 76 est pair et non premier, mais 101 est
premier (tester les diviseurs de 2 a 13).

def premiers(n) : #int -> list of int

LL=11
....p =1
while len(L) < n:
........ p += 256 def premier(n) : #int -> boolean
........ if premier(p) : ....for d in range(2, p):
............ L.append(p) veve....if phd == 0:
....retyrm.. B ... ... return False

....return True

Comme chaque p_k est congru a 1 modulo 5, leur produit 1’est aussi (compatibilité). On multiplie par 2, a est
congru a 2 modulo 25.
On simplifie : a = 2 [5]. On éléve a la puissance 5 : a® = 25 =32 = 2 [5].

On développe et simplifie
(c—1).(C+22+3c+4) =+ +P+c—4=m—5

Ondéduit : 1.m — (c —1).(c® +2.c> +3.c+4) =5

C’est une identité de Bézout qui nous dit non pas que le p.g.c.d. de ¢ — 1 est m vaut 5 mais qu’il divise 5.
A ce stade, le p.g.c.d. cherché vaut 1 ou 5.

Mais 5 ne divise pas ¢ — 1 puisque ¢ — 1 est congru a 1 modulo 5.

Par élimination, le p.g.c.d. vaut 1.

5

. . . .. 1 qe . c’ —
Si un entier premier q divise m, il divise 1
C —

puisque telle est I'expression de m (série géométrique).

Il divise donc (c — 1).m égal a c® — 1.
La il me manque un morceau.

L’entier m a forcément desfacteurs premiers.

On en prend donc un qu’on note 4. Il est congru a 1 modulo 25.

Mais ce n’est pas un des py puisque py divise , et par produit divise c.(1 + ¢ +c? +¢3) ; il ne peut donc pas diviser
T+c(1+c+c?+c3).

C’est donc que c’est un nouveau nombre premier congru a 1 modulo 25.



Chaque fois qu’on a 7 nombres premiers congrus a 1 modulo 25, on peut trouver un (1 + 1),

On en a donc autant qu’on veut, c’est a dire une infinité.

Inspiré d’un oral de Polytechnique dans lequel on remplace 5 par n’importe quel nombre premier impair et 25 par
p" avec r quelconque.

ref, on a une infinité de nombres premiers congrus a 1 modulo 121.

On a une infinité de nombres premiers congrus a 1 modulo 13° et tout et tout.
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