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209 ]Montrez, pour A et BpartiedeR : ACB= AC E.

(an) et (by) sont deux suites bornées. Montrez que (a, + by,) est bornée et montrez :

Sup{an + by [ n € N} < Sup{an [n € N} + Sup{ay |n € N} zn ]

Montrez que la somme de deux suites convergentes converge aussi (vers la somme des limites).

239 ] Montrez que la réunion de deux sous-groupes A et B d'un groupe (G, %) n’est pas un sous-groupe de
(G, ) (sauf pour A inclus dans B ou B inclus dans A).

1 1 X341

c d 1
o0 Montrez : ¢ — I :E ngZ——X—{—l:a'X—Fb—'—X—’_ﬁ—FO(ﬁ)X_WOO'
¢- 1 Retrouvez les coefficients a, b, ¢ et d.
1
¢ p—a @y Donnez la limite quand n tend vers 4oco de
145 Vn2+1-2n+1
(sachant ¢ = —=—) 2 Vit 4513 +1— vt + 3.+ 2'

Soit f une application de R dans R vérifiant ¥(a, b) € R2, f(a —b) = a.f(b) — b.f(a). Montrez :
19%
f(a) = 0, puis représentez graphiquement f( 2]

w39 st (an) une suite réelle. Montrez que si (a2;), (a2p41) sont croissantes, (a,) n’est pas forcément
croissante. & Montrez que si (a2), (a2.5+1) sont croissantes et (a5, 1) est décroissante, alors (a,) est crois-

sante et convergente [ s, |

200 ]Soient (an) et (by) deux suites croissantes et 7 un entier naturel. Montrez Y (a, — ag).(b, —by) > 0

o<p<sn
0<g<n

n n n n n 2
et déduisez (n+1). ) by > ( Y ak).( Y bk>. Déduisez (n+1). Y_ (c)* > ( ) ck) pour toute suite
k=0 k=0 k=1 k=0 k=0
réelle (cy) (croissante ou non) zp. ] Ecrivez un script Python qui prend en entrée une suite de 1 + 1 termes et
n

z 2
estime cette différence (n+1). Y_ () — ( Y. ck) [m
k=0 k=0

210 ] Soient trois réels a, b et ¢ qu'on va supposer sans perte de généralité classés par ordre croissant
des modules : |a| < |b] < |c|. On note W le vecteur de composantes a, b et ¢ et on pose pour tout p :
|7 ||, = /lalP +[b]P + [c[? et || U ||w = Max(|al, |b], |c|) = |c|- Montrez || % ||, .|| || en distinguant
trois cas : [a| < [b] < |c|, a] < |b] = |c| et |a| = [b] = |c| [ ]

_#0& ]0On deéfinit sur Z la relation < par (a 4 b) < a-V" < b1, Montrez que c’est une relation d’ordre
et que cet ordre est total. Triez les entiers de —10 a 10 pour cette relation. Montrez que 2 est la borne
supérieure de I'ensemble IP est nombres premiers. Quelle est la borne inférieure de 1’ensemble des nombres

premiers. 2p |

222 1 Pour tout 1, on pose u, = /n—[\/n] etonnote U = {u, | n € N}. Montrez que (u,) est bor-
née, mais ni croissante ni décroissante,[ 2, ] Déterminez Inf(U).[1» ] Donnez la limite des sous-suites (1,2) et

(4,21y){ ) Déterminez Sup(U).[ s ]a et b sont deux entiers avec a < b. Etudiez la convergence de la sous-

suite (an_b2+2.a.n)'

Montrez que tous les rationnels de [0, 1] sont dans l_l. Qu'en est il des irrationnels de [0, 1] 2z ]

non (_1)k71 1 (1_t)n_1 14 _1 n o1 )
—20a | Montrez pour tout n : k; (k)T = —/0 f.dt = /0 po dx = k; % (noté
o)




p—1
Déduisez : ) H7 = Z ~ (D (o )me pas traiter ici.
n=1

p-p!
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CORRECTION

On suppose A inclus dans B et on prend x dans A.Il existe une suite (a,) d’éléments de A qui converge vers x.
Mais cette suite (4, ) est aussi une suite d’éléments de B. Le réel x est donc dans I"adhérence B.

C’est la croissance de la borne sup pour l'inclusion.

On suppose la suite (a,,) bornée par un réel « et la suite (b,) bornée par un réel . On a donc |a,| < w et |b,| < B
pour tout n. Par inégalité triangulaire, on a |an + bn| < & + B pour tout n et on a une borne pour (un + bn).
Posons alors M = Sup{a, |n € N} et N = Sup{b, | n € N}.

On a alors pour tout k : ap < M, by < N etdoncay + by < M+ N.

Le réel M + N est un majorant de {a, + b, | n € N}.

Par définition du « plus petit majorant», ona {a, + b, | n € N} < M+ N et c’est ce qu’on voulait.

On peut aussi utiliser la formule du cours : Sup(A + B) = Sup(A) + Sup(B) et poser A = {a, | p € N} et
B={b | g € N}

et écrire {ay + by | n € N} C {ap + by | (n, q) € N2} = A+ B et utiliser la croissance de I'application borne sup pour
I'inclusion.

(et .
il | Suites monotones.

Si (az,p) et (az‘pﬂ) sont croissantes, on sait comparer a, et a,, si n et m sont tous les deux pairs, ou tous les deux
impairs.

Mais comment comparer ap,;r €t aiypqir ?

On construit alors un contre-exemple avec encore et toujours ((—1)") qui n’a aucune monotonie.

Pourtant les deux suites ((—1)%7) et ((—1)*P*1) sont croissantes (et méme constantes).

Supposons (a2 ) et (424 1) croissantes et (étrangement) (as 1) décroissante. On compare ce qu’on peut

ag < ap < ay < ag < as < aig < arp < a4 < a16
ai < as < as < az < ag < a1 < a13 < ais
aq > ag > ar = a16

Avec les deux derieres lignes, on a 41 < 411 mais aussi 4y > a11.

On déduit a; = a;; par antisymétrie.

Mais alors sur la seconde ligne, les encadrements donnent des égalités : a1 = a3 = a5 = ay = a9 = aj; etsurla
derniére a1 = ag = a11.

De méme, la premiere et la derniére ligne livrent as = a14 et des égalités en pagaille.

Plus généralement, a1 k41 < a19k+11 par croissance de (a2, 11)

mais aussi a9 x+1 = 10k+11 par décroissance de (a5.p+1).

On a donc a1 k11 = a10k+11- La suite (a1941) est constante, égal a a;.

Mais par encadrement de tout a5 1 entre deux ajg k41 et ajgx+11 (pour k = [p/5]), la suite (a2, 1) est constante
égale a a;.

On fait de méme avec la suite des indices pairs 419 x1¢ < 410.k+16 €t F10k+1 = F10k+11-
On en déduit que la suite (a1 x,¢6) est constante,égale a a¢.
Par encadrement, tous les 4, sont égaux a ag.

Mais en plus avec a1 > a4 > a17 = a1, on obtient a1 = a,.
Par recouvrement, les deux suites ayant la méme valeur, c’est toute la suite (a,) qui est constante.



Donc croissante, décroissante et convergente.

[y
il | Le nombre d’or.

. . 1 1
Sous réserve d’existence, on veut prouver ¢ — T =
¢ 1
¢ 1
G”_(P_a
Qu'est ce qui caractérise p ? Ona ¢> — 1 = ¢.
2 _ _ — —
Partons dubas : ¢ — 1 _¢—pa-l_¢ q)'a:(p.l z
p—a p—a p—a p—a
. 1 p—a *>.(1—a)—p+a ¢*>—9—(¢*—1)a 1—¢ua
On grimpeunpeu :¢9p — —— = @ — = = = .
S () 9 (1—a) 9 (1—a)
¢p—a
, 3 1 B _(p.(l—a)_¢—q)2.a—go+q).a_(go—<p2).a_ —a
On continue ¢ 1 — T pa T 1— g  l—¢@a  1—ga
L 1
q)_(P—“
o 1 _ o pa-1 g¢ga—g¢a+l 1
On termine : ¢ - T =¢ = . =
? 1
L 1
‘P_(P_a

11 doit y avoir un chemin plus court.

Mais en tout cas, ce qu'il fallait éviter a tout prix, c'est de trainer des \/5 partout, il me semble.

1| Un développement asymptotique.

X341 X3 X341

T 2 donc—— - —X4o0(X .
X-x+2 % OnC><2—X+21 +"< )X?-i-oo .
L X+ X*2-2X+1 X X" +1
On soustrait m ~X=rxis V= 1, donc <2 X+32 =X+1 +0(1)X%+oo.
X°+1 —-X-1 -X -1 X°+1 1 1
O it—— —  _X-1=-— "~ =" donce——— =X+1—— - .
npoursl.;l X _X12 XZ-x+2 X2 < daonc X _X12 + X+0(X)X—>+oo
. X>+1 1 —2.X+2 —2.X =2
Enfin ———— - X -1+ < = ~ = 35.d
X "X 12 X T oxtax T xe C xeeone
X341 1 2 1
=X+l = — o+
X2 —-X+2 * X X2+ (Xz)X—H-oo
X3 +1 X2 -X 2
(-Xx® -X2 +42X) = = = =
X2 —2X 41 X 41 -} -%
—(x2 X +2)

|
|
|
On l'avait aussi par division « euclidienne » -X -1 \
}
\
|

=% Un développement asymptotique (mais un autre).

ek ZFE ]
A i e

On a des formes indéterminées qu’on va devoir lever avec des équivalents et des quantités conjuguées

Vn2+1—V2n+1=vn2+1+0(/n)=n+o(n)~n



1 V453 + 14+ Vnt+3n+2  nP4n? 2
Vit 153 +1— vVt +3n+2 (n*+5n3+1)— (n*+3n+2) 5.13 R
2.n

On passe au produit et on trouve un équivalent en

2
elle converge vers cette constante :

5 Notre suite est équivalente a une constante numérique,
N

i) Une équation fonctionnelle.

Siona f(x —y) = x.f(y) — y.f(x) pour tout couple (x, y), on a en particulier

f(0—-0) =0.£(0) = 0.f(0) =0

On déduit alors pour tout x
f(x) = f(0-0) = x.f(0) = 0.f(x) = 0

L'application f est nulle, son graphe est facile & tracer.

i) Des sommes partout.

o desalites Y- (1) D! ta-p"-1
On se donne 7 et on calcule les termes de la suite d’égalités Z P / f.dt =
k=1 0

n

, ta-pro1
On comprend qu’on peut passer de / f.dt a /0

0
1-t)" -1 n_1
L devient xl

I .dx par un simple changement de variables :

x = 1 —t. L'élément intégré , les bornes restent 0 et 1 mais dans 1’autre ordre. Mais

I'élément différentiel —dx rétablit tout.

-1 : . . o
On développe i xF par la formule de la série géométrique. On integre alors par linéarité :
B k=0
x"—1 xk+

1n—1k n—1 1k n—1 1
x_l.dx:/ok;)xdxzk;:]/ox.dxzkg)[k+1

par un décalage d’indice.

=%
= —— =H
=k+1 "

Reprenons le début et faisons intervenir des binomiaux
(1 k 4k (1 k k
(1-t-1=) <k>.(—1) HF-1=3" (k).(—l) t
k=0
On divise par t et on integre la encore par linéarité

/01 %.dt -y (Z)(—l)"./ol L=y <Z>‘(_1)k‘ [%};

k=1 k=1

_1)k
On trouve bien nos (Z) . (=1) avec le changement de signe attendu.

k
o d +o0 H, T 1 n (_1)k—1 | 4
n part de — qu’on écrit —. .———— grace a la question précédente.

) 400 1 /n (_1)k—1
On fusionne en une seule somme Z S\e) T
1<hen 1t n.



[y < . .
il | Sommes a doubles indices.

Comme les suites (a,) et (b,) sont croissantes, tous les produits (2, — a4).(by — b;) sont positifs.

Si p est plus petit que g, c’est le produit de deux réels négatifs.
Sinon, c’est le produit de deux réels positifs.

La somme double (de (1 +1)? termes) Y (a, — a4).(bp — by) est donc positive ou nulle.

0<p<n
o<p<n

On développe et sépare par linéarité de Ia somme

L oapby+ ) agby— ) apby— Y, agby >0
0<p<n 0<p<n 0<p<n 0<p<n
O<sp<n 0<psn Osp<n 0<p<n

n n
On sépare la premiére somme en Z ( Z ap.b,,) dans laquelle g est juste un compteur (1 + 1 termes). Elle vaut
q=0 "p=0
n n
(n+1). ) ap.by etméme (n+1). ) ap.by car les variables sont muettes.

n n n
( Y aq.bq> vautaussi (1 +1). Y ag.bp.
p=0 "g=0 q=0

La somme des deux donne 2.(n 4 1). Y} ax.bx.

La somme

n n
Les deux sommes avec un signe moins valent Z ap.by et se séparent en ( Z a,,) . ( Z bq) et encore une fois, les
q7=0

0<p<n p=0
o<p<n

n n
variables étant muettes, elles donnent ( E ak) ( E bk).
k=0 k=0

n n n
On fait passer de l'autre coté, on simplifie par 2 :| (n+1). Y ay.b > ( Y ak) ( Y bk>
k=0 k=0 k=0

7 7 2
Si les deux suites (a,) et (b,) sont égale a une méme suite (c,), on obtient (n+1). } | (cp)? > < Y ck) .
k=0 k=0
Mais on a besoin de I'hypothése « suite croissante ». Et ici, on ne 1’a pas forcément.
Mais comme ce sont des sommes, on peut dire qu’on a trié la liste [co, ... c,] par ordre croissant. Les sommes res-
tent les mémes apres permutation !

n n n

2
Cette formule rappelle I'inégalité de Cauchy-Schwarz ( ) (ck.dk)> < ( ) (ck)z) . ( ) (dk)z) quand tous les dy valent 1.
k=0 k=0 k=0

?/I/////////i/lliﬂ‘ﬁ?ﬂ La suite (\/_ - [\/ﬁ]

Chaque terme de la suite existe. En tant que nombres de la forme t — [t], ils sont tous dans [0, 1]. La suite est bornée
parOet1.
Il est facile de voir que 0 est sa borne inférieure (atteinte pour n = 0). Sa borne supérieure n’est pas évidente.

La suite n’est pas croissante puisqu’on a un contre-exemple : 0 = uy < u3z = /3 — 1 par exemple.
La suite n’est pas décroissante puisqu’on a un contre-exemple : /2 — 1 = up < uz = /3 — 1 par exemple.

La sous-suite (1,2) est identiquement nulle. Elle converge vers 0.

On constate que 12 + n est entre n? et n> + 2.1 + 1. On a donc

n=vVm<Vnl2tn<Vn2+2n+l1=n+1



oincé entre deux entiers consécutifs, |V n n| vaut n, il ne reste qu’a conjuguer
C tre d t tifs, [vVn2 + tn,il te qu’

2

n+n—n

n
ViZtn+tn Vi2tfntn,

\/n2+n—[\/n2+n]:\/n2+n—n:

. Ao LN 1
Ce quotient est équivalent & 7 et converge donc vers 3

On a deux sous-suites de limites distinctes. La suite ne peut pas converger.

. .1 .
La borne supérieure vaut au moins 5- mais peut étre est elle méme plus haut.

Vn242n—n
— Hn*)+oo ]..
V2 +2n+n

Le majorant 1 est limite d"une suite d’éléments de notre ensemble. C’est lui la borne supérieure.

Et si on regardait 1,2, , ? Le méme raisonnement donne [v/'n? + 2.n] = n puis

On encadre cette fois (b.n)? + 2.a.n par (b.n)? et (b.n)> + 2.b.n + 1 (on a supposé a < b et n positif).
On encadre donc vb2.n% + 2.a.n par deux entiers : b.n et \/(b.n + 1)2 (strictement pour le second).
On passe a la partie entiere : [vVb2.n2 +2.b.n = b.n.

. . \/T_ _ (b?2.n%+2.a.n) —b* 1> ~ 2.a.n
On conjugue : Vb?.n? +2.a.n —b.n . R aantbn ot I

La sous-suite étudiée converge vers —.
a

Chaque rationnel de [0, 1] est de la forme b avec a et b entiers et a plus petit que b.

Il est limite d"une suite d’éléments de notre ensemble.
Chaque rationnel de [0, 1] est une valeur d’adhérence de 1’ensemble.

Et les irrationnels ?

Si on prend un irrationnel i de [0, 1], c’est la limite d’une suite de ratonnels (r,) de [0, 1].
Et chacun des r,, est limite d’une suite d’éléments de U.

Par « transitivité », i est limite d’une suite d’éléments de U.

Une belle ruse possible.

Onaprouvé QN [0, 1] C U.

Par croissance de la borne supérieure : QN [0, 1] C U.
Mais le cours dit U = U.

Etil dit aussiQ N[0, 1] = [0, 1].

Onadonc [0, 1] = U.

Un dréle d’ordre sur Z.

Si on se donne a et b entiers relatifs, on peut calculer a{~1)"et p(-D" (le seul probléme viendrait de 0~! mais pour a
égala0,ona 01" —pl =90 ).

On peut donc comparer deux rationnels a(~1)"et b(~1)" soit dans un sens soit dans 'autre. On a donc toujoursa € b
ou b « 4. Si c’est bien un ordre, il sera total.

On se donne a,ona at™1" < a1 et on a donc a < a.

On se donne a, b et c. On suppose a(~1* < b(=1D" et p(-1" < (=1, On a tout de suite (1" < c(-1°

et on reconnait a « a. , ,
Transitivité | On se donne a et b. On suppose a la fois a=1" < bD7 et p(-1)7 < gl

1)’ On a tout de suite

al=D" = p(=1)" Mais de 1a a dire a = b ! On distingue les cas.
aetbpairs :onaalorsa' = b! d’otia = b.
a et b impairs. On a cette foisa~! = b~! d’otia = b aussi.
1
a pair et b impair. On a cette fois 2 = b Ceci ne donne pas a = b. Sauf que a et b sont entiers. Et a.b = 1 est

incompatible avec a pair ! On élimine.



a impair et b pair conduit a la méme contradiction.
On trie déja les négatifs d’un coté et les positifs de 'autre : exemple (—3)"!1 <0< 571
Les entiers pairs sont dans ’ordre naturel : exemple —6 < —4 < 0 < 2 < 10.

Les entiers impairs positifs sont en ordre inverse : 5 €4 3 Car% <z
|-10] 8] 6| 4] 2| ‘1| 3] 5| -7 9] 0] 9] 7| 5] 3| 1] 2| 4] 6] 8| 10|

. . . . _ 1 12
On sait que les nombres premiers sont tous impairs, sauf 2. On a donc p( VW= - g1g2=201 pour tout

BN

nombre premier impair.
L’entier 2 est donc un majorant de I'ensemble des nombres premiers, et il en fait partie.
C’est lui la borne supérieure.

Si on enleve 2 a 'ensemble des nombres premiers, il reste des nombres impairs, qui se classent alors par ordre
croissant
... 417 413 411 4«7 45 43«2

Aucun ne sera le plus petit.
En revanche, 0 est un minorant. Est ce le meilleur ?

. . . T G L I .
Si un entier minore tous les nombres premiers, il vérifie nD" < = pour tout p premier.

En faisant tendre p premier vers +oco (il y a une infinité de nombres premiers), on obtient que # est nécessairement
négatif. Ou nul.
Et 0 majore tous les entiers négatifs. C’est bien lui le plus grand minorant.

Normes p et norme infinie.

———/
7277701

Pour tout p, on pose ||7||p = {/]a|P + [b]P + |c|P.
Comme ¢ est supposé le plus grand des trois, sans perte de généralité, on peut le factoriser

a b a b
111y = el (120 + 120 +1) = 1el.§f (e + 12 +1)

. . , s 1 a
e Dans le premier cas, on suppose que c est vraiment le plus grand en module, c’est a dire ’— ‘ < ‘ - ‘ <1
c c

b
c

<lp

e @S
Quand p tend vers l'infini, ‘

b
et ‘E‘ tendent vers 0.

b
<|E|P + |_|P+1> tend vers 1.
c c

b 1/p
<|§|p+|z|p+1) tend aussi vers 1.

La norme tend vers |c| comme attendu.

N S Aoalita s i | 4
e Dans le deuxiéme cas, on suppose que c est a égalité avec b, c’est a dire ‘ - ‘ < ’ - ‘ =1
c c

e |AS b<1p bp
Quand p tend vers l'infini, —‘ et ‘E‘ tendent vers 0.

(|§|p +1+ 1) tend vers 2.

1/p
<| ; P +14+ 1) tend quand méme aussi vers 1.

In(2)
En effet, 21/7 tend vers 1 quand p tend vers l'infini. Il suffit de revenir a la définitione 7 tend vers .

1
Résultat général : x v tend vers 1 quand p tend vers l'infini.

La norme tend vers |c| comme attendu.



. s Aoalita s 1: |4
e Dans le dernier cas, on suppose que c est a égalité avec b et a, c’est a dire ’— ) = ‘ - ‘ =1
c c

In(3)
On a cette fois || /| |p = {/3.|c|P = |c|.e 7 etlaencore, 'ensemble converge vers |c| c’est a dire |77 || co-

Et pourtant, je vous ai arnaqué.

1

py L p 1
Dans la limite de (1 + ‘g’ ) ’ 'ai expédié a l'infini le p de ‘g‘ en premier, et apres j’ai pris celui de (1 +... ) L

n 1
C’est comme si je vous disais : = tend vers 0 quand 7 tend vers +cc. En effet, E'k tendvers 0 quand 7 tend vers
I'infini. Et ensuite, je fais k = n dans lim;,,—, 4 % = 0 et je trouve que la limite vaut 0. L'exemple classique est « vers

N
quoi tend (1 + Z) quand 7 tend vers 400 ? ».

11 faut donc revenir a la définition par exponentielle

(12 +[E) =ew (M) =ow (2 rn)

(14xp)

. In , . . .
. Le taux quotient %, estun taux d’accroissement du logarithme en 1, il tend vers 0.

bip |cp

avecxp = |—| +|=
p = [o] [ Le taux quotent =55 ,
Le produit p.x, est une forme indétemrinée qui tend vers 0 (croissances comparées).
In(1+xp)

Xp

L’ensemble .p.xp tend vers 0 et I'exponentielle tend vers 1 comme promis.
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