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[ 209 IMontrez que (az,) et (ap,+1) sont bornées si et seulement si (a,) est bornée. Montrez que (a3.,430) et
(a2.1+17) sont bornées si et seulement si (a,) est bornée.[ap. ]

Résolvez xn(25) 4 25I(x) = 10 d’inconnue réelle x.

1234 1234

[ 929 JSachanta = ¢-7/5 , calculez H a’ et H ak -

(an) et (by) sont deux suites reelles posmves, on suppose que a, + b, tend vers 0 quand n tend vers
l'infini. Montrez que (a,,) et (b,) tendent vers 0. Pourquoi le raisonnement « on note « la limite de (a,,) et 8

la limite de (by,). On sait que « et B sont positifs ou nuls (limites de suites positives) et que a + § est nul (limite de

(an + by), donc w = B = 0 » est-il une arnaque ?
N N
Montrez que si la suite réelle ( Z |an |) converge, alors la suite ( Z an) |, converge aussif 2p|

(959 IMontrez pour tout x réel :In(1+ ex) In(2) 4+ 5 - Dans quel cas a-t-on égalité ?( zp_ )

3 b d 1
mOn poseu, = #ﬁm Retrouvez les coefficients : u, = 11+ ~|— < + —|— 7 to <n4)n—>+oo' 3pt
H, ,
¢0¢ IPourtoutn, Ho=Y ~etay= — " Montrez Hy < 1+1 ) Etudiez les variati
our tout 71, on pose Hy, k; L etan YCES) ontrez Hy < 1+In(n)(zn_) iez les variations

In(t) In(n) _ In(2) N-In(t)
7 <
detr— 2 puis montrez pour N supérieur ou égal a 3 nzl S T /t L, P At s ) Déduisez que

la série de terme général a, est croissante majorée, et montrez que la somme de la série est égale a {(2){ 3p. |

T gt 3
Montrez /0 2ai s 2 ;7-[21) (éléments simples, conjugué, canonique) ]
1 0 0 1
220 lon pose U = } 8 8 } et 9 = M — M+ Tr(M).U. Montrez que ¢ est un endomorphisme de
11 11

(M4(R), +,.). Donnez son noyau. ¢ est il injectif 2 sp. ] On se donne A dans (M4(R), +,.) et on veut résoudre
¢(M) = A d'inconnue M. Par analyse, calculez Tr(M), puis par synthése, trouvez la solution.[ 2. ]

Donnez unebasede K = {X € R* | UX = 0,}. Ky = {X e R* | UX = (1+V3).X}etKy = {X e R* | UX =
(1 —+/3).X}. Diagonalisez U (sans passer par det(U — A.I;) ; normalement, vous avez tout NN

202 1Un théoreme de Riemann dit qu’entre deux cubes consécutifs il existe toujours un nombre premier. On
va l'admettre.

Ecrivez alors un programme Python qui pour 7 donné construit une suite de 7 entiers premiers p=[3, 29, ...]
vérifiant p [k]1)**3< p[k+1] < (p[k]+1)**3 pour tout k.

202 10On considere qu’on dispose donc d’une suite (p,) de nombres premiers vérifiant : Vk, (px)® < pry1 <

(P +1)% . .
On construit alors les suites u, = (pn)° " et v, = (pn+1)°". Montrez que (u,) est croissante et (v,)

décroissante.

Montrez que (u,) converge, vers une limite qu’on va noter « (nombre de Mills) et montrez que pour tout 1 [a>']

est un nombre premier( sy |
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e Si la suite (a,,) est bornée (disons par M), alors toutes ses sous suites sont bornées (aussi par M).

e Supposons maintenant (ay,) et (a5,+1) bornées (disons par M et N). On a alors Vn, |ay,| < M, |az,41] < N.
Alors pour tout p, on a, par disjonction de cas |a,| < Max(M, N).
La suite est bornée.

e Si la suite (a,,) est bornée (disons par M), alors toutes ses sous suites (y compris celles qui commencent un peu
en retard) sont bornées (aussi par M).

e Supposons maintenant (a3 ,+30) et (a2.,117) bornées (disons par M et N). Ona alors Vn, |ay,| < M, |az,41] < N.
Alors pour tout p plus grand que 30, on a, par disjonction de cas |a,| < Max(M, N) (pour p impair, on I'écrit

n—17 . . . L. —30
€ NN entier et positif, et pour n pair, on 'écrit as ,, 130 avec n = 4 € N.

n=2p+17avecp =
La suite est bornée a partir du rang 30. Globalement, elle est bornée (par Max(M, N, |ay, ... |ax]).

i) Une équation logarithmique.

Pour que l'équation ait un sens, on va imposer x > 0. Ensuite, tout devient facile
x]n(a) _ (eln(x))ln(u) _ eln(x).ln(a) _ (eln(a))ln(x) _ u]n(x)
L’équation est donc eM(¥)-1n(25) 4 (In(x).In(a) — 10 spit ¢"(*).In(25) — 5 On passe au logarithme : In(x).In(25) =

In(5) et on simplifie par In(5) (non nul).
Il reste In(x) = 1/2 soit x = y/e.

i | Une racine de l'unité.

1234 1234 1234.1235
On note qu'on a a'® = 1 et a® = —1. On calcule alors 11 a* =% avec S = Y k= T = 617.1235. C’est un

k=0 k=0
1234

multiple iumpair de 5.] | a* = (a5
k=0

S5 = 1.

1l va de soi que si S n’avait pas été un multiple de 5, 'écriture (a®)5/*5 aurait été une gigantesque arnaque.

Pour 'autre produit, on sait que a* vaut 1 des que k dépasse 5 (I’exposant est un multiple de 5). Il reste

1234 4 13 S _
[T =Ta [(a%)% = aOtiraediedy = g3 — gd = phin/5
k=0 k=0

k=5

Le raisonnement «je note « la limite de (a,) est une arnaque ou pour le moins une preuve d’une naiveté inconce-
vable.
La suite a le droit de ne pas avoir de limite.



Rappelons qu'on a (—1)" + (=1)"T1 —,_, « 0 mais on ne peut pas dire qu’on introduit la limite de la premiere suite et
de la deuxieme. Aucune n’en a.

En fait, le résultat est un cadeau.

Si (ay,) est positive, on a 0a,, pour tout n.

Si (by) est positive, on ajoute 0 < a, < a, + by.

Si (a, + by) converge vers 0, les gendarmes concluent que (a,,) tend aussi vers 0.

On fait ensuite la méme chose avec (by,).

On pouvait aussi en revenir aux e et encadrer de la méme facon 0 < a, < a, + by, < € a parti d’un certain rang Np.

r////////uii""IE > Developpement asymtOthue

Siona posé u, = ns onadéja u ! et immédiatement u 0+0+ ! +0<1)
P " md+3m42 Jatn Mot i " n2 "%/ nsteo’
On reprend nos habitudes en soustrayant I'équivalent
oL om+3 1 3.n* —3n—2 3
T2 T w3 43n+2 2 n2(m343n+2) T
o 1 3 1 . B N
On a progressé u,, =0 + + = ) + 3 +o ( 3) mais on ne s’arréte pas la
n n——+4o00
Lo L 3 _ n+3 n+3 _ 3n*-1ln—6 3
T2 w3 T md43n+2 o md(mB43m+2) T A
o 1 3 3 1
On peut encadrer (un =0+ - + " + B A + 0<F>n—>+ooJ
n o +3 | n® +3mn 42
3 -3 2 L 43 -3
On peut aussi poser la division euclidienne non arrétée : n 6 6 R
- t2 )|
n n
11 |
n2
|

Une inégalité.

Pour prouver In(1+ ¢*) > In(2) +2 5 pour tout x on construit la fonction différence et on la dérive

(x> In(1+e) ~n@) - 5) = (x 2?1—;:))

On peut y reconnaitre une tangente hyperbolique cachée, mais on s’en moque. Tout ce qui compte est son signe,
puis le tableau de variations (avec la valeur au minimum) :

| X []—00, 0] [ x=0 ][0, +oo |
f(x) = (ex—+11) o 0 ® f(x)est positif pour tout x et ne s’annule qu’en 0.
f(x) AN 0 /

On peut aussi comparer 1+ e* et e™2+¥/2 (pyis revenir pars logarithme).
Or, la différence 1 + ¢* — e™@+¥/2 payp 1 4 X — 2.6%/2 et se factorise en (1 — e¥/2)2,



e Une intégrale complexe.

oo gt
/ 72— e pose pas de probléeme de dénominateur. La fonction sous le signe somme est localement inté-
0 -2.

A dt
grable. Mais on va s’arréter avant 'infini et poser [4 = / 7o On commence par factoriser le dénominateur
0o t*—2i
2 —2i=(t—1—i).(t+1+i).

En effet, il fallait trouver les complexes de carré i c’est a dire résoudre r>.e>'0 = 2.¢7/2,
On pouvait aussi résoudre x> — y> = 0, 2.i.x.y = 2.i.

On décompose en éléments simples par la méthode des poles

1 1 1 1 2421

g t — =
22 (-1 0)(tt1+0)  t-1—i t+1+i (—1-)(t+1+1)

On va donc séparer par linéarité, puis conjuguer :

1 A dt A dt
e ([
2421 o t—1—1i o t+1+1i

L= 1 (/A (t—1+1i).dt _/A (t+1—1i).dt )
AT 2420 \Jy (t—1—=i)(t—1+1) Jo (t+1+i).(t+1—1)
On a a présent quatre intégrales

A -1 A 1 A 1 A 1
[ [ [ [
0 2—2t+2 0 2—24+2 0 242t+2 0 24+2t+2

Il est heureux de les voir s’intégrer aisément

A -1 In(t? —2.t+2)74 A 1 A
/o t2—2.t+2'dt_[ 2 L)/o (t—1)2+1'dt_[A”t””(t_l)]o

En recollant les morceaux :

1 [In(f2—2t+2) In(P+2t+2) . . A
In= 50| = A —1)—iA 1)
A= 500 7 7 +i.Arctan(t — 1) — i.Arctant(t + 1) .
. : . . . 1., (2—21t+2
Les deux logarithmes se compensent en 0, mais aussi en +co si on les fusionne en 5 In (m), avec le

fraction qui tend vers 1 en +oo.
. . T
Que nous reste-t-il ? Les arctangentes effectivement. En +oo les deux 5 vont se compenser.

1 . T
3525 g

Et il reste finalement des Arctan(1) et Arctan(—1) :

i Série harmonique et somme télescopique.

La majoration H, < In(n) + 1 est une comparaison série intégrale classique (question de cours en fait, non ?).

Pour tout k de N — {0, 1}, pour tout ¢t de [k — 1, k| ona1 <1 uis I /k at < /k at
’ /P ’ k\l’p k_kflk\kflt.
"1 N gt
Onsommede2aN :H, =1+ E % <1+ / - et c’est la majoration demandée (et tant pis pour la minoration
k=2 2-1
de H, par In(n + 1) , ce sera pour un autre jour).

In(t
On recommence avec t — # ? Encore faut il que cette application soit décroissante.
1—2.1n(t)

3 . Elle décroit sur [/e, +oo[ donc a fortiori sur [2, +oo].

On la dériveen t —



On se donne # plus grand que 3, on a pour tout t de [n — 1, n] : lnrf_zn) < %

In(n In(t
On inteégre : # < / %.dt. On somme de 3 a N et on ajoute deux termes dont un est nul :
n n—1

N

In(2) NIn(t)
T +/2 t—zdt

I

. . . . 14 . . 1 1
Comment relier ceci a a,, ? On majore H,;, on décompose en éléments simple, on majore T D) par —
n.(n n

1+ In(n) 1 In(n) 1 In(n) 1 1 In(n)
< = < -
O\a”\n.(n—l-l) n.(n+1)+n.(n+1)\n.(n+1)+ n2 Wil w2
N+1

La minoration permet de dire que la série de terme général a, positif est croissante (Any+1 — An + Z ay — Z a, =

n=1
a1 = 0). Ensuite on majore par une constante (n doit quitter le membre tout au bout a droite )

N 1 N1 1 In(2 N In(t
Y oan< ) - +Zn(”)<1——+ﬁ+/2 In(t) 4
n=

S = n+1 ‘ n? N+1 4 t2
In(2 In(t 11N
Z an<1+M+[_L__}
= 4 t t12
n=1

| In(t) | — | 1/t |
[ 1/ [« [ -1/t ]

La primitive a été obtenue par parties

Zan<1+1n(2)++1n(2)+2—1n(n)+1gl—l— .
4 2 n 4

—+o00
Hy
Par croissance et majoration, la série converge vers son plus petit majorant, c’est a dire sa somme E M
n

Passons au calcul de la somme en la voyant comme une famille sommable et en intervertissant les sigmas

+oo +oo 1
S_Zn(fz_l g; n+1) 1<;<n%'(%_n—1|-1)
oo 1 foo too ©
S—le( n—i—l) Zl(llc Nl;>+ooNil) ;%(E):C(z)

k=

On notera qu'il est plus rapide de bidouiller les sigma que de prouver la convergence de la série.

Endomorphisme sur les matrices.

Si M est une matrice carrée de taille 4 alors Tr(M) existe et est un réel. La combinaison M + Tr(M).U est alors une

matrice de taille 4.
Le caractere « endo » est prouvé.

Pour la linéarité, on doit comparer ¢(a.M + B.N) et a.p(M) + B.¢(N) (x et B réels, M et N matrices carrées de

taille 4).
Dans les deux cas, on trouve o.M + «.Tr(M).U + B.N + B.Tr(N).U. Il y a bien égalité.

Pour le noyau, on résout M + Tr(M).U = 044 (matrice nulle).
On peut si on n’a pas peur des calculs inutiles poser seize coefficients et résoudre.

1. pardon ?j'ai écrit que le n devait quitter le membre d’extréme droite ?



Apres tout, vous ne devez pas avoir peur des calculs, puisque vous étes en prépa MPSI 2,

Mais il est plus simple de travailler par conditions nécessaires (voir la question sur ¢(M) = A plus loin).
On passe a la trace (opérateur linéaire : Tr(A + A.B) = Tr(A) + A.Tr(B), méme quand A est un réel de la forme
Tr(M)) en raisonnant par équivalences

o M —I—TT’( ) u = 04,4 M +T1’( ) u = 04,4
M+ Tr(M).U = 044 & { Tr(M) +Tr(M.Tr(U) = 0 [T (M) +2Tr(M) = 0
M+ Tr(M).U = 044 & { M F{:Eﬁ? _ 024 } & M =04

La seule matrice du noyau de ¢ est la matrice nulle.

Seule difficulté : se souvenir de la définition du noyau : question de cours.
Raisonner proprement par équivalences et pas avec ds « je passe a la trace, puis si j'y pense, je remonte en haut ».

Un théoréme du cours nous dit alors que I'endomorphisme ¢ est injectif.

Et si on est flemmard, en raisonnant sur les dimensions, on dit qu’il est bijectif de (M4R), +, .) dans lui méme.

On résout I'équation ¢(M) = A avec la méme rigueur des équivalences pour ne rien perdre

M oAU = A M 4TH(M)U = 0
M+Tr(M).u—A®{ Tr(M) +Tr(]\£1).7)"r(ll) = Tr(A) } { Tr(M) +2.7("r(])\/1) _ Tr?’f&) }
M+TT(M).LI:O4,4<:>{ L = Tr(iws}
3 - -

Tr(A)

L'unique solution est donc M = A — .U. Mais par prudence, on synthétise :

qo(A - TréA) u) - (A - TT(3A) u) + Tr(A - T’gA) u)u=(a- TrgA) u) + (Tr(A) - TrgA) .2).u —A-0U=A

Ceci nous confirme d’ailleurs en une fois injectivité et surjectivité de ¢ de M4(RR), +,.) dans lui méme.

Et on a une pensée émue pour les masochistes qui auront écrit seize coefficients et tout résolu comme des brutes.
Mais on a besoin de ceux Id aussi pour réussir les concours.

On résout I'équation M.X = 04 en donnant un nom aux quatre composantes du vecteur X. On trouve quatre
équations, mais en fait, il y a trois fois la méme : x + t = 0 (trois premieres lignes) et d’autre part x +y +z+t =0

(derniere ligne). On trouve t = —x et z = —y. On a la forme des vecteurs, puis une bas :
x 1 0
kK={| ¥ |1t yer)=veer(| O D
_y 7 0 4 _1
—t -1 0

Les deux vecteurs de la formule ci dessus (indépendants et engendrant K) en forment une base.

On pouvalt au531 lire la matrice U en disant : ce sont les im Ages des quatre vecteurs de la base canonique. Et on
af ( e1) = f ( 1) (premlere et derniere colorme) donc ¢ — ¢ est dans le noyau. De méme les colonnes d milieu
donnent f (e3) = f (e3) puis f (e —23) = 0. On a un autre vecteur dans le noyau. On a donc au moins une
dimension 2. Resterait a la majorer pour conclure.

x +t (1++3).x
) +t = (1+V3)y .
Pour l'autre sous-espace, on résout .On trouve t = v/3.x (L) puisy =z =
x +y +z +t = (1+ \/§) t
/3.x. x nest pas forcé d’étre nul. Tous les

x (Ly et L3). On doit ensuite vérifier dans Ly : 3.x +v/3.x = (1 + /3

~—

2. quand on inventera la prépa MI, on en rediscutera



multiples du vecteur X; sont dans ce second sous-espace. Pour celui avec 1 — \/5, on a presque la méme chose
avec celui qui s’appelle X; :

1 1

1 1

1 |- %= 1

V3 V3

On a des vecteurs vérifiant U.X = 0.X, des vecteurs vérifiant U.?X = A.X avec A = 1 + /3. On a des vecteurs
propres. Ce seront les colonnes de la matrice de passage P. Et les coefficients de Dseront les valeurs propres 0 et

14+ /3.

L1 . _ - N L .
. . ’

L’éleve non matheux a résolu U.P = P.D avec des coefficients partout, comme la premiére fois ot il aura croisé la
. , . .

diagonalisation en cours. Gentil, mais pas tres efficace. Il aura le bac

L'éleve non matheux a appris par cceur dans les livres det(U — A.ly) pour trouver les valeurs propres puis

M.U = A.U pour chaque colonne de D. Pas tres efficace non plus.

L’éleve matheux aura cherché « diagonaliser, c’est quoi? c’est trouver une base de vecteurs propres, et j'ai fait

quoi ? ».

X1 =

1001 1 0 1 1 1 0 1 1 00 0 0
Onabien| * 0 0 1 0o 1 1 1 _ o 1 1 1 00 0 0

1001 0 -1 1 1 0 -1 1 1 00 1++3 0

1111 -1 0 V3 -3 -1 0 V3 -3 00 0 1-3
On vérifie que P est inversible en calculant son déterminant.

Le premier qui me dit D n’est pas inversible, donc U n’est pas diagonalisable, je lui fais bouffer tous ses cours
d’histoire du lycée et du college, pour lui apprendre a vivre et a raisonner.

™| Générateur de nombres premiers.

De quoi va-t-on avoir besoin ? D'un test de primalité :

def test(n) :

....for k in range(2, n):
........ if nj, k ==
............ return False
....return True

def test(n)

...for k in range(2,

int (sqrt(n))+2)

........ if njk ==

............ return False
return True

def test(n)

..d =2
....while nJ)d '= 0 and d*d <= n
........ d += 1

return dxd > n

D’une procédure qui cherche le
premier nombre premier aprés un
entier donné

Enfin, un constructeur :

def next_prime(N) :
..n =N
....while not(premier(n)) :

....return n

def liste(n)

....L = [3]

....while len(L)< n

........ L.append(next_prime (L [-1]*%*3)
....return L

Evidemment, on pourra/devra optimiser ces procédures pour gagner du temps, car la suite grimpe vite :
[3, 29, 24391, 14510715208481, 3055388613462301256452407743005777548691, ...]

On suppose donc construite la suite de Mills infinie.
Chaque a, et chaque b, existe.

Si on doit comparer a;, et 4,11, autant comparer des puissances bien choisies, puisque ce sont des réels positifs. On

va donc comparer (a,)%""" et (2,41)%"""

On effectue - . .
(@n1)> = (@0)>" = (pur1) = (@)% = (Pus1) — ((@)*)° = (pus1) — (pn)?

C’est positif par construction
De la méme facon, pour la suite (by,)

gn+1

(bas)? = 0> = (Pus1 +1) = (02)%"2 = (Puy1 +1) — (pa +1)°

pns1 est plus petit que (p, + 1)° par construction. mais il ne peut y étre égal, car (p, + 1)° n’est pas un nombre
premier. la différence est donc bien négative.



Par construction aussi, on a a, < by, pour tout n.

On écrit un grand jeu d’'inégalités ag < a1 < ap < ay < ap4q < by <by <hy < by <y
La suite (a,,) est croissante, majorée par le réel by, elle converge vers une limite &« qui majore tous les ay,.

De méme,b,, converge vers son plus grand minorant, qu’on va noter f3.

Mais on a donc par passage a la limite dansa, < b, :a < B.

Mais on a aussi a4, < a pour tout n (plus petit minorant) et b, >  pour tout #n aussi.
On adonca, < a < by pour tout n.

On passe a la puissance 3" (croissante sur R") : (an)3n <a< (bn)3n et donc p, < o < pn+ 1.
L'entier p, et son suivant encadrent #*". La partie entiere de ce réel vaut ,.

Et c’est un nombre premier.

Le nombre de Mills & permet d’engendrer une infinité de nombres premiers.
Mais ¢a grimpe trop vite pour que les calculs soient méme fiables.

Avec la suite des nombres premiers initialisée a 2, on a « = 1,30637788386....
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