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 On a un jeu de cartes. Chaque carte a un chiffre sur une face, une lettre sur 'autre. On aligne devant vous

quatre cartes dont les faces visibles sont On vous dit “quand il y a un nombre pair sur une face, il

y a une voyelle sur I'autre”. Quelles cartes retournez vous pour vous assurer que l’affirmation est correcte ?

On a quatre cartes avec une face visible chacune :

On a une affirmation a valider ou invalider : “quand il y a un nombre pair sur une face, il y a une voyelle sur I'autre”.
Bien évidemment, on doit retourner pour voir si il y a bien une voyelle sur 'autre face.
Il est inutile de retourner puisque rien ne parle des cartes ayant une face impaire.

Il est inutile de retourner en effet, si on trouve un nombre pair, on sera content, mais si on trouve un nombre
impair, ¢ca ne prouvera rien puisque personne n’a parlé de ce qu’il devait y avoir derriere une nombre impair.

En revanche, il faut retourner et si 'on trouve un nombre pair de l'autre c6té, on aura un contre-exemple a
'affirmation “quand il y a un nombre pair sur une face, il y a une voyelle sur 'autre”.

En termes de logique pure, la phrase est [”pair = Voyelle”) Il faut donc vérifier le dos des faces paires.

Mais c’est aussi sa contraposée [”consonne = impair j II faut donc vérifier au dos des consonnes.

Que penser de I'éleve qui me dira "je retourne toutes les cartes”, et tant pis si j'en ai retourné trop ; I'énoncé ne me demandait pas de
minimiser”.

Méme question sur les retournements si 1’affirmation est “il y a un nombre pair sur une face si et seulement si il y a
une voyelle sur I'autre”.

Cette fois, c’est une équivalence. Il faut retourner toutes les cartes.

Cette fois, les cartes peuvent avoir deux lettres. Ou deux chiffres. Ou une lettre et un chiffre. On voit les mémes
quatre faces, et l'affirmation a vérifier est encore “quand il y a un nombre pair sur une face, il y a une voyelle sur
Iautre”. Que retournez vous ?

Pour finir, les cartes peuvent avoir deux lettres. Ou une lettre et un chiffre. Mais pas deux chiffres. On voit les
mémes quatre faces, et l'affirmation a vérifier est encore “quand il y a un nombre pair sur une face, il y a une voyelle
sur l'autre”. Que retournez vous ?

Résolvez I'équation n! = 6.(k!) d’inconnues n et k dans IN.

a2

L’application factorielle étant croissante, il faut que 7 soit plus grand que k (strictement).

En simplifiant alors par k! il reste (k+1).(k+2)...n = 6.

Mais 6 n’a que peu de facteurs. Et de surcroit consécutifs : 1.2.3 ou juste 2.3 ou méme 6 en une seule fois.
La premiere solution donne 3! = 6.(0!).

La deuxiéme solution donne 3! = 6.(1!).

La troisiéme possibilité : k+1 = n = 6 donne 6! = 6.(5!).

Pour conclure proprement :[S(k,n) ={(0,3), (1,3), (5, 6)}]

(2.n)!
2n !l

OProuvez que 1.3.5.7... (2.n — 1) (produit de n entiers impairs) est égal a

On peut faire une récurrence sur .
(2.0)! . (2.0)!
2001 Stmemel =0

Initialisation : 1 =



(2. n)!
27[

Hérédité : on se donne un entier n quelconque. On suppose 1.3.5.7... (2n —1) =

On veut passer au rang suivant. Regardons ce qu'il advient du premier membre. Il a un entler de plus :

on étudie 1.3.5.7...(2n —1).(2n+1)
on remplace :

1357...(2n—1).2n+1) = (22”’2' (2n+1)

par hypothese de récurrence

On étudie ensuite le second membre aurang n + 1 :

Qm+1)  @n)L2n+1).2n+2)  (2n)LQ2n+1)

2+l (m 1)1 2120l (n+1) B 21 p!
en simplifiant par 2.1 4 2.
. (2 ) (2 (n +1))!

Et la récurrence s’acheve.

On peut aussi se lancer dans une preuve directe.
On part du produit des entiers impairs et on glisse le produit des entiers pairs :

[ numérateur | 1] x2| x3] x4] x5] x6| x7] ... x@n+1) ] x@2n)|
| dénominateur | \ 2 ] | x4 ] | x6] | ] \ (2.n) |
Le numérateur est devenu (2.1)!.

Et chaque terme du dénominateur donne un 2 :

| numérateur | 1] x2 | X3 ] x4 | 5] x6 | x7] ... x@n+1)] (2.n) |
| dénominateur | | 2x1] | x2x2] | x2x3] \ ] | x2xn |

Le dénominateur est fait de n facteurs 2 et du produit 1 x 2 x 3 x n. C’est donc blen 2” nl.

Et pour le faire avec rigueur ?
Partons de (2.n)!, produit de tous les entiers. Séparons en fonction de leur parité :

2.n
i=( IT )-( IT i)
i=1 1<i<2.n 1<i<2.n
i pair i impair

Ecrivons les 2.k ou 2.k + 1 avec k n’allant pas trop loin.

n

(2.n)! = (ﬁ(z.k)).( 2k — 1))

k=1 k=1
Factorisons un peu les 2 comme tout a I’heure :

(2.n)! = (lf[lz)(l‘[k)( (2.k—1))

Reconnaissons des choses :

Il ne reste qu’a diviser.

Quelle est pour vous Ia meilleure des trois démonstration 7

a3

qu’une aide, mais pas une preuve).

O a, b et c sont entre 0 et 71/2 et vérifient cos(a) = 0,4, sin(b) = 0,8 et tan(c) = 1,3. Classez a, b et ¢ par ordre
croissant. (Ia encore, si votre preuve repose sur les valeurs approchées de la calculatrice, vous vous étes trompé de salle ; ce ne peut étre

. . . . . , .. T
Pour trier ces nombres, il suffit de trier leurs tangentes. En effet, par croissance de ’application tangente sur {0, 5 {,

si on arrive a tan(a) > tan(b) > tan(c) on déduiraa > b > c.
Vu l'intervalle sur lequel on est, on va calculer les sinus et cosinus par la formule de Pythagore
v/1 — cos?(a) (pas de signe moins, sinus et cosinus sont positifs).

: sin(a)




Reste ensuite a calculer les tangentes. On résume tout dans un tableau :

] données \
a b c
sin 0,8
Ccos 0,4
tan 1,3
Et on calcule donc, en gardant si possible des dénominateurs lisibles :
] Pythagore \
a b c
sin Va4 8
10 10
4 o
cos 10 10
tan —84 § E
4 6 10

Pour simplifier et bien trier, on regarde méme les carrés de tangentes :

Pythagore \
a b c
tan? 21 4725 16 _ 1600 169 _ 1521
4 900 9 900 100 900
Ona donc
240 11 Q) Ajustez (a1, by, as, by, a3, b3) pour avoir
| (t—ar.t.In(t) +byt) =1In | (t — ap.t2.In(t) + bp.t?)” =In | (t — az.t>.In(t) + b3.5)) = 1In |
/ 2.n(t) 3.2\, £.n(t) 11.5\0)
(t|—>t.ln(t)—t) =In (tn—> 5 —T> =In (tl—) 2 7?) =In
Tout ce qu’on a besoin de faire, c’est de dériver justement par exemple deux fois t — a.t2.In(t) + b.t?
entr—s 2at.In(t) +a.t?.1 +2.bt
puis t — 2.a.In(t) + 3.a + 2.b.
Et surtout, ensuite, il fat réagir en matheuse...
Le sens pertinent pour 1’exercice est ((t — ax.t2.In(t) + bp.t?)” = ln) &= (2.{1 =1let3a+2b= 0).
Certes, I'implication ((t — a.t2.In(t) + b2 +cet)” = ln) = (2.:1 =1let3.a+20b= 0) est ici correcte aussi (de
fait, on a une équivalence), mais elle n’apporte rien a notre exercice.
Tenez : ((t — a.tr.In(t) + bt + cel)” = ln) = (20 = 1let3a+2b = 0) est vrai. En effet, il est nécessaire d’avoir
2.0 = 1et 3.a 4 2.b = 0 mais ¢a ne suffit pas. Il faut aussi avoir ¢ = 0, non ?
a5p

Q Résolvez I'équation (n!)? > (2.n)! d’inconnue entiére .

Au fait, n pourrait étre autre chose qu'un entier ?
Quitte a simplifier par n! non nul (et méme positif), ceci revient a demander :1.23...n > (n+1)...(n +1).
n

n
Ou plus proprement [ [k > [ [(n + k).
k=1 k=1
n n
Or, comme 7 est entier, chaque 1 + k dépasse chaque k. Terme a terme, on a donc pour tout n : [ [k < [ [(n + k).
k=1 k=1
La seule fagon de s’en sortir est d’avoir égalité, avec n = 0.
Eten effet : S, = {0}, avec (0!)? > (2.0)!. Et sinon, (1!)? < (2.1)! et ainsi de suite.



(2.n)!

n'!.n!

On pouvait aussi passer au quotient (tout est positif). L'équation (n!)> > (2.n)! devient < 1. Et avec de

. - . . 2.n .. . . .
I’habitude, on reconnait un coefficient binomial : ( " > < 1. Or, un coefficient binomial est un entier naturel. La

seule solution est qu'il vaille 1 et ce n’est le cas que pour n = 0.

Résolvez I’équation (n!)? > (2.n)! d’inconnue entiére 7.

n n
Cette fois, on veut | | K> H n + k). Le carré nous laisse un peu de marge ?
k=1 k=1
Ca marche pour 0.
Mais pour 1 c’est déja raté. Encore pire pour 2 et ainsi de suite.
En fait la seule solution est 0.
Prouvons le. On a initialisé. Mais 1’hérédité ne semble pas bien passer.
Et méme, elle ne passe pas.

Et si on regarde plus en détails :

[ » [ O[] 1 ] 2] 38 [ 4] 5 [ 6 | 7 | 8 |
(n!)3 1 1 8 216 | 13824 | 1728000 | 373248000 | 128024064000 | 65548320768000
(2.n)! 1 2 24 720 | 40320 | 3628800 | 479001600 | 87178291200 | 20922789888000
équation | True | False | False | False | False False False True True

Et en fait, a partir de 7, le basculement se fait.
Etil se conserve.
Le tableau laborieux ci dessus indique que l'inéquation (n!)3 > (2.n)! pour n égal a 7.
Prenons un entier 1 quelconque et supposons (1!)3 > (2.n)!.
On veut établir ((n+1)!)% > (2.(n +1))L.
Comment a évolué le premier membre : ((n +1)!)3 = (n!)3.(n +1)3
le second membre : (2.(n+1))! = (2.n).(2n+1).(2.n +2)

nd > 2.n)! hypothese d
11 suffit donc d’écrire deux inégalités entre réels positifs : () 5 (2.1) | hypo . se de rang 1 |
[(n+1° > (@n+1).2n+2) [ vraipourn >3

On multiplie membre a membre et c’est fini.

46>

a7 >

Une comptine enfantine dit (ou plutot chante) : “Promenons nous dans les bois, pendant que le loup n'y est pas ; si le loup
y était, il nous mangerait, mais comme il n'y est pas, il ne nous mangera pas”. Commentez d’un point de vue logique.

L'implication énoncée est «il y est implique il nous mange » (forme p = ¢)
Au mieux, par contraposée, on peut déduire :: «il ne nous mange pas implique il n’y est pas » (forme non(q) =

non(p))

Mais ceci ne nous renseigne pas sur «il n'y est pas implique il ne nous mange pas » (forme non(p) = non(q)).
La seule obligation pour le loup est en cas de présence, il doit nous manger.
Le loup absent a le droit de quand méme nous manger. Méme si la chose semble physiquement peu cohérente.

En fait, la comptine énonce deux résultats sans rapports entre eux : «il y est implique il nous mange »
«il n'y est pas implique il ne nous mange pas »

1
On définit f = x +— *

etg:xb—>|x|—1.

Résolvez [ 7(x) 50 [ f(g(x)) 5 0] gF() =0 | F(F(x)) 50 ] g(g(x]] 50 |dinconnue réelle .
f(x) >0 it; >0 | exclure 2 | tableau de signes | | — oo, —1]U]2, 4o00]
Le tableau de signes, c’est bien pour les produits, mais aussi pour les quotients !
-1+1
Une valeur absolue est toujours positive. On regarde donc juste le signe du dénominateur (jamais nul !).
x+1
gF) 20| 2] 21| x 41> Ix—2|

On peut faire le produit en croix sans changer le sens, mais ensuite, il faut distinguer les cas.
On trouve [1/2, +oo|



2x—1
f(f(x)) =0 7§+5 >0 | tableau de signes | [1/2, 5]
) ) 1 1 1 1\ (2 -1
On a composé f avec elle méme en calculant( 1 —2 )< 1 _o > = ( 1 5 >
$(a(1))>0 | [lfl =1/ >1 R s L R0 R -, 21U {0} U2, oo
- - surR™ :[x+1/>1 [ R —]—-2,0] ’ ’

280 11 O Calculez module et argument de (2 +)10.(3 + 7)10.

Déja (2+1)10.3+i)10 = ((2+1).(3+1))10 = (5+5.i)1°

On écrit alors 5+ 5.i = 5.(1 +1i) = 5.1/2. (M) =5./2.7/4,
On éleve a la puissance 10 : le module est élevé a la puissance 10
I'argument est multiplié par 10
(généralisation de |a x b| = |a| x |b] )
Arg(a x b) = Arg(a) + Arg(b) [2.71]
(2+1)19.(3 +1)'% a pour module 5'°.2° et pour argument 10.% (on réduit a g).
C’est 312500000.1.

Q On définit y = log,(x) (logarithme de base a) par 2/ = x. Montrez :log,(b) = logl(a) .
b

Justifiez log, (125) < 7.

Le physicien dit «j'ai appris par cceur : log,(b) = }EEZ; (quotient de deux logarithmes néperiens !)..
_In(b) In(a)
On a alors log, (b).log, (a) = @) (b)) 1.
‘413 . In(b)
L'éleve de Prépas retrouve log, (b) = in(a) en repartant de a¥ = b.

Il passe au logarithme usuel : In(a?) = In(b).

I1 utilise une propriété du logarithme : y.In(a) = In(b).

In(b)

In(a)’

En ayant toujours ce petit raisonnement en téte, il retrouve toujours la formule sans perte de temps et sans am-

bigiiité, et aussi sans encombrer son cerveau de formules pas forcément comprises ou mal assimilées. Retenir le
chemin en plus de la destination permet de mieux voir ol1 on est et ol1 on va.

Il divise par In(a) nonnul : y =

L'éleve de pur esprit matheux qui abuse? pose : y = log, (b) et x = log, (a).
Il traduit : a¥ =betb* =a.

Il reporte :a¥ = bet (a¥)* = a.

Il simplifie : a¥ = beta*™¥ =a.

Dans la seconde, il identifie que x.y vaut nécessairement 1.

Iladonc x.y = 1 c’est a dire log,(b).log,(a) = 1.

On ne connait pas log, (3) ni log,(2) mais on sait qu’ils sont inverse I'un de I'autre.
On sait aussi que log, (3) est entre log,(2) et log,(4) c’est a dire entre 1 et 2.

On veut montrer log, (125) < 7 autrement que par «c’est 6,9657 et des poussieres ».

Posons y = log,(125). On a donc 2¥ = 125.

Et on sait aussi 27 = 128 (quin’ajamais compté 2,4, 8, 16, 32, 64, 128 et ainsi de suite, en jouant sur son smartphone
a20487).

On a donc 2Y < 27, d’ot1 par croissance de I’exponentielle de base 2 : y < 7.

1. ce qui explique que a ne peut valoir 1, et logiquement, il n'y a pas de logarithme de base 1, ni de logarithme de base négative
2. celui qui dit « pourquoi je retiendrais ¢a, je peux le retrouver sans effort »



@ Le critere de divisibilité par 7 est le suivant :

« pour savoir si un nombre donné est divisible par 7, efface le chiffre, soustrais le double du chiffre des unités ; ton nombre
initial est multiple de 7 si et seulement si I'entier obtenu est multiple de 7 »

Par exemple partant de 456239, on construit 45623 — 2.9 qui vaut 45605.

Tiens, d’ailleurs, plutot que 45605, regardons 4560 — 2.5 (qui vaut 4550).

Et pour 4550, on va regarder 455 — 2.0. Et ensuite 45 — 2.5.

Comme 35 est multiple de 7, tous les entiers concernées sont multiples de 7.

Justifiez la validité de ce test.

Appliquez le pour trouver le chiffre qui manque pour faire de 1#4321765 soit un multiple de 7, sans poser la
division.

On part donc d'un nombre N qui s’écrit « un entier a suivi d"un chiffre b ».
C’est quoi « un entier a suivi du chiffre b » ? C’est 10.a + b.
Onadoncn =10.a+b.

Et on construit « I’entier moins de double du chiffre », c’est a dire n’ = a — 2.b.

L'histoire est « n est multiple de 7 si et seulement si n’ est multiple de 7 ».

Premier sens.

On suppose que 7 est multiple de 7. On veut montrer que n’ 1'est aussi.

On traduit : 10.a + b est multiple de 7.

On multiplie par 5 : 50.a 4 5.b est multiple de 7.

On enleve 49.a qui est assurément multiple de 7 : a + 5.b est multiple de 7.

On soustrait 7.b qui est multiple de 7 : a — 2.b est multiple de 7. C’est lui n’. Gagné.

Second sens.

On suppose que 7’ est un multiple de 7.

On traduit : a — 2.b est multiple de 7.

On multiplie par 10 : 10.a — 20.b est multiple de 7.

On ajoute 21.b qui est multiple de 7 par construction : 10.a + b est multiple de 7.

On a passé notre temps a utiliser que 1’ensemble des multiples de 7 est stable par addition. Et que
certains nombres sont multiples évidents de 7.
Et on n’a pas écrit partout des 7.k qui ne sont pas des maths... Surtout si k n’est pas quantifié.

|<111>I

15 em*- 27 em 2

p
Il
3

2

8 em?|l 20 em

4 cm




On a un petit systéme :

15ch 27 cm? X (5-x).y=8

5 em x.(y+5)=27 @

@ 8 cm®| 20 em® 4 em | On somme :
5.y -x.y+x.y+5x=35
)

3 em

On simplifie :

On détermine la longueur| 5 cm
x+y=17.

des deux triangles sombres par
simple division.
On nomme y la longueur qui manque.

On reporte dans deuxiéme :

x.(7-x+5)=27

Réponse : x =3 @ Onrésout:x=3 oux=9.

Comme indiqué, on calcule deux longueurs par une formule comme 4.3 = 15.

On nomme une longueur utile (nommer les objets que 'on ne connait pas c’est une étape de l'intelligence).
On mesure les aires des deux autres rectangles.

On a un petit systeme qu'’il suffit alors de résoudre.

On finit avec une équation du second degré.

Elle admet certes deux solutions, mais une seule est cohérente (la solution x = 9 conduit a y négatif).

12> I

Peut on choisir b réel pour que (1 + i.b)° soit un imaginaire pur ?

Oui.
11 suffit par exemple que 'argument de 1 + i.b soit %
C’est jouable avec justement tan(7r/10).
‘ _sin(7t/10)  cos(7t/10) +i.sin(7r/10) et7/10
ffet : 1+i.t 10) =1+1. = =
Onaen effe +i-tan(7/10) i cos(7/10) cos(7/10) cos(7/10)

ei.n/lO eS.i.% ei.n/Z i

5
cos(n/lO)) = (cos(t/10))5 ~ (cos(r/10))5 ~ (cos(7/10))5"
Que demande le peuple ? Imaginaire pur au pouvoir.

On éléve a la puissance 5 : (1 +i.b)° = (

In(7) px u
dx = In(3) d’inconnue a réelle (trouvez la forme en m cachée).

Résolvez / .
0 a+e*

Souhaitons de tout coeur que a soit positive pour ne pas avoir de dénominateur nul.

In(7)
L'équation devient vite In (%) = In(3).

7
Par injectivité du logarithme? : % =
On résout par produit en croix : a +7 = 3.2 + 3. La solution unique est

14> I

& Sachant x> +2.x2 + 5.x = 1, saurez vous prouver ¢/x + ¢/x = 1?

Premiere approche.

On trace le graphe de x — x> + 2.x% 4 5.x (dérivée x — 3.x> + 4.x + 5 toujours positive).

L’équation donne une unique racine positive. On en calcule une valeur approchée : x ~ 0.185a 102 pres.
On calcule alors une valeur approchée de x!/3 + x1/2 et on jubile.

Mais peut étre que la valeur trouvée n’est pas égale a 1, mais presque égale a 1. Et en maths, ca fait
toute la différence, ce « presque ».

Deuxiéme approche.
Qui est la quantité importante ? C’est x ? Mais ensuite on a besoin de x!/3 et de x/2.

3. ou en passant a I'exponentielle



Et connaitre une formule pour x déja moche avec des racines cubiques et des racines carrées (si si, ce sera la for-
mule de Cardan) ne nous permet pas de simplifier ensuite /x.

La quantité en jeu est donc plutot x/°.

On va la noter a.

Les données sont alors (a°)3 4 2.(a®)? + 5.a° = 1 et on doit prouver a> + a3 = 1.

x 4.x3 1
P i = ——. Une solution peut consister a calculer x (deux
x*—x-+1 x*+x=+1 6

choix), puis a reporter ; vous vous doutez que ce n’est a priori pas la démarche du matheux.

3+5 3-5
(ou x

Sachant x2 + 1 = 3.x, montrez :

La démarche du physicien consistera donc a assez juste titre a trouver x = 5 i )-
9+54+6.v/5 7435 47 4+21.4/5
Il reporte alors petit a petit : x> = + Z V5 -t 5 V5 puis de la méme fagon x* = %[ et méme
xt—x?+1=21+9./5.
On continue avec une bonne vieille quantité conjuguée
xt 474215  (47+21.75).(42—18.4/5)  7+3.4/5
xt—x24+1 424185 42 — 1825 T 12

On fait de méme avec l'autre terme, et on arrive a la fin des /3.

On peut alors se féliciter d’avoir conduit proprement et efficacement un calcul.

2
On recommence les calculs, et tout ce qui change est le signe devant les /5. Le résultat est le méme a la fin, car les

V5 disparaissent.

On doit alors se dire qu’il reste le cas x = a traiter.

Peut on parler de conjugaison, comme avec z = x — i.y ? Oui.

3+¢e4/5

On peut aussi poser x = >

avec equi a la fin vaut 1 ou —1, histoire de mener les deux calculs en une seule

fois.

Mais Ie matheux ne considére pas x pour ce qu’il vaut mais pour les propriétés qu’il a. C’est ¢a les maths.
I sait donc x? = 3.x — 1 et c’est bien mieux que des trucs avec des racines.

En effet, on peut alors élever au carré et remplacer
=) =08x-12=94-6x+1=93x—-1)—6x+1=21x—-8

On poursuit :
xt 0 21x-38
xt—x24+1  18x—6

On fait de méme pour 'autre terme sachant
P=x’x=0Bx—-1)x=3x>-x=3.8x—-1)—x=8x-3
on a donc
4x3  32x—12
xr4+x2+1  24x—8
On réunit les deux termes en réduisant au dénominateur commun

x* 4.3 (21.x — 8).(24.x — 8) — (32.x — 12).(18.x — 6)

241 xA4a2+1 (18.x — 6).(24.x — 8)

On développe, on remplace encore les x? par 3.x — 1 et a la fin il ne reste que —1/6.
Et méme, si 1’objectif nous est donné, on vérifie si on a bien

(18.x — 6).(24.x — 8)

(21.x — 8).(24.x — 8) — (32.x — 12).(18.x — 6) = — .




ce qui nous épargne des facteurs 2 et des facteurs 3.

Et je suis presque stir qu’il doit y avoir encore plus efficace.

916> I

©Onposef=xl—>a'x+be’tg=x'—>“'x+ﬁrPUi5M: ( LCZ b ) et N = ( j'; l; )

a, b et ¢ sont les trois longueurs des cotés d'un triangle. On pose alors : x = a+b—c,y = a—b+cet
z = —a+ b+ c. Montrez qu’ils sont tous positifs.

Montrez pour « et B positifs : a + f > 2./a.p.

Enl'appliquant a x et y puis x et z puis y et z, déduisez : a.b.c > (a+b—c).(a—b+c).(—a+b+c).

Quitte a noter A, B et C les sommets du triangle eta poser| AB=c [ BC=a | CA =) |, ondoitprouvera+b > ¢
par exemple.

Ceci se rameéne a AB < AC + CB. C’est ce qu’on appelle inégalité triangulaire (on va plus vite de A a B en ligne droite
qu’en passant par C).

On note ici I'intérét qu’il y a eu a introduire des notations en plus.

Pour prouver \/a.f < a + B (qui reviendra souvent cette année), on lit une indication plus loin dans le devoir :

(Va— /B>
Ce nombre est un carré de réel ; il est positif.
Ce nombre se développe en a — 2.4/a.1/B + B.

Onadonca —2.y/a.\/B+p >0.
On fait passer de l'autre coté : & — 2.\/a.\/B+ B = 2.,/a.B.

Cette formule est un classique, on l’appelle comparaison des moyennes, et on se souvient de sa
démonstration...

Puisque I'on nous dit de I'écrire pour quelques couples, on le fait :

2 /xy<x+y=a+b—c+a—-b+c=2a
2 /yz<y+z=a—-b+c—a+b+c=2c

2Vzx<z4+x=—a+b+ct+at+b—-—c=2Db

On multiplie terme a terme ces inégalités entre réels positifs :

8./xyyzzx <2a2.c2b

On simplifie par 8 sans changer le sens des inégalités : \/x2.y%.z2 < a.b.c.
C’est ce qui était attendu.

Extrait d'un sujet d’Olympiade ou de truc de ce genre. Simple question : qui d’entre vous y serait
parvenu sans les questions intermédiaires.Et méme avec...

cx+d yx+8 d
Comparez le calcul de f o g et de M.N.

2x—1

Onposeh = x — . Déterminez rapidement hohoh...oh (11 termes h, le résultat contiendra de grands

nombres, dommage).

f o g est'application x — f(g(x)).

ax+p
a.g(x)+b a"y.x+5
cg(x)+d : a.x+p
x40

+b
On calcule f(g(x)) =

+d
On simplifie :

a.(w.x + B) +b.(y.x +9)
Flglx)) = 2L 7+ _a(ax+p)+b(rxt)
* cg(x)+d  clax+p)+d(rx+d)  clax+p)+d(rx+9)

Yx+6




Trop fort : encore une application en x —— Ax+B
P . ( p)p ( ) cx+D’
o an+b.y)x+ (a.p+b.d
P . )
récisément (cx+d.y)x+ (c.B+d.0d)
fF Il ¢ [1 fog |
b &+ D. B+b0
Si on regarde juste les quatre coefficient : ch ; j’; § ?.Z j_ d.z 2. g i >
Z,';CIZ ”;fjf; voir plus haut

Et ceci rappelle le produit matriciel : ( Z axt+by a.p+bo ) .

Z)(f; §>_ ( ca+dy cp+dd

Bref, non seulement la composée de deux homographies # est une homographie.
Mais en plus, composer des homographies, c’est multiplier des matrices.

10

Pour calculer f o f, il suffit d"élever Ia matrice au carré.
Et de recommencer.

2 — s R
11 multipliée par elle méme.
C’est quand méme moche (surtout a cause d'un 1 qui est resté intempestivement).
Disons qu’on va calculer M!! le plus vite possible.

La questionfiohoh...oh seramene a

s oo (2 -1\ (2 -1\ (4-1 —2-1\ (3 -3
M_M'M_(1 1 )(1 1 >_<2+1 —1+1>_(3 o)
s ane (3 3) (3 —3) (0 -9
wemsese-(39)(39)-(3 3)

5 2, [ -9 -9
M_M.M_(9 _18>

243 243
—243 486

On continue avec M® puis on multiplie M° par M°.

MY =M M = (

243.x + 243

On extrait : K1 = x — —243.x + 486

On simplifie en
x+1

W = x—s
—x4+2

qu’on pouvait aussi trouver rapidement en conjecturant des choses sur la forme de 4" pour tout ».

noq 9
Pour tout n, on pose H;, = Z o Montrez : Z H,, = 10.Hyo — 10.
k=1

n=1
H; = 1
Hp = 1 +1/2
H; = 1 +1/2 +1/3
H, = 1 +1/2 +1/3 +1/4
Hs = 1 +1/2 +1/3 +1/4 +1/5
H¢ = 1 +1/2 +1/3 +1/4 +1/5 +1/6
H; = 1 +1/2 +1/3 +1/4 +1/5 +1/6 +1/7
Hg = 1 +1/2 +1/3 +1/4 +1/5 +1/6 +1/7 +1/8
Hy = 1 +1/2 +1/3 +1/4 +1/5 +1/6 +1/7 +1/8 +1/9
on va sommer en colonnes
9
Y H,= 9 +8/2 +7/3 +6/4 +5/5 +4/6 +3/7 +2/8 +1/9
n=1
Surtout, on garde sous cette forme, on ne somme pas tout de suite. On compte juste combien de fois on a chaque
1
o

. ax+b .
4. les homographies ce sont les x —> ———, avec entre autre x — x pour la matrice
c.x

+d

1 0
0 1
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1 —k
On a 10 — k fois chaque . La somme est donc Z o
k =k
910 2
O é - — .
n la sépare en k:Zl p 1{:21 1
210 —
Mais on pouvait méme I'écrire Z % (le seul terme ajouté en 0)
k=1
10 19 10
etlasépareren ) — — ) 1.
preren Ly -

Et ceci donne exactement (factorisation et compteur) : 10.Hyg — 10.

Méthode du physicien :je calcule tout, pourquoi se prendre Ia téte avec ce tableau et cette sommation en Iignes ou
en colonnes !

J'utilise méme un logiciel de calcul formel :
sum(sum(1/k,k=1..n), n=1..10)

et sum(1/k, k=1..10)*10-10

N
Et si on généralisait ? On pose Ay = Z H;. On veut montrer
n=1

Ay = (N+1).Hy41 — (N+1)

Nest variable globale. n et ensuite k seront des variables muettes.

On écrit la définition :

N N 1
Av=Y = (1)
n=1 n=1 k=1
On fusionne en un seul sigma :
N
1
1<k<n<N

(triangle visible plus haut).
On somme d’abord sur k :

>
z
I
1=z
-

,\N
Il
—_
2
Il
~

(on va sommer en colonnes).
On factorise :

k=1 "n=k
(sur chaque colonne c’est le méme k).
On simplifie :
N 1
Av=Y (N+1-k).©
k=1 k
(n est un compteur, gare au nombre de termes).
On ajoute un terme nul :
N+1 1
A=) (N+1-k).-
k=1 k
(la, c’est joli/rusé).
On sépare :
N+1 N+1 N+1
Av=) —— X1
k=1 k=1
(k/k vaut 1).
On sortle N + 1 et k est un compteur dans la seconde.
On a enfin :

Ay = (N+1).Hysq — (N+1)



12

Pour qui n’a pas vu le coup de «je somme jusqu’a N + 1 car le terme ajouté vaut 0 », on peut quand méme voir un
1 sortir de (N + 1).Hy 1 dans le dernier terme de

11 11
(N+1).(<1+§+§+...+ﬁ+m>

Petit conseil : n’essayez pas de simplifier H;, qui sera un de nos objets classiques, il est trop moche.

<119>|

@ Qui a raison :
n! est divisible par 2019 des que n a dépassé 2019 lui méme.

- n! est divisible par 2019 des que n a dépassé 673.

si n est premier, alors 1! n’est pas divisible par n2.

si n n’est pas premier, alors n! est divisible par 2.

—a-— | n! est divisible par 2019 des que n a dépassé 2019 lui méme.
Vn € N, (n >2019) = (2019 | n!) : oui car dans le produit, il y a un 2019.

n! est divisible par 2019 des que n a dépassé 673.
Vn € N, (n > 673) = (2019 | n!) : oui car dans le produit, il y a un 673 et un 3..

si n est premier, alors n! n’est pas divisible par n2.
On note P I'ensemble des nombres premiers (2, 3, 5 et ainsi de suite).

Vn € N, (n € P) = (Vk, n! # n?k) :oui.
!
En effet, n! est divisible par n, mais ensuite % ne contient plus de facteur n. Plus de brique pour reformer n puisque

n est premier.

si n n’est pas premier, alors 1! est divisible par 1.

Vn €N, (n ¢ P) = (Jk, n! = n’k) :non.

L’entier 4 est un contre-exemple (et il suffit d’un pour tout gacher).

24 n’est pas divisible par 16.

En revanche, avec 6, c’est bon : 6! = 1.2.3.4.5.6 = (1.4.5).(2.3).(6). On a un facteur 6°.

Et ensuite, on peut reconstruire n dans (n — 1)! car n est composé (c’est a dire non premier).

(%)—ﬁ+\/gcos( —\/E_\/g,sin< ):M

7T

12

ey

2
Calculez 3 + Z Justifiez : cos et calculez

17.7

sin (T)

4 T 4 4

Représentez graphiquement (6 — cos (9 F %)) + (x — cos (x + %)) + (t — cos (t I 1;—;))
Pour cos(7t/12), toute I'astuce est d’écrire = % - %
cos(Z) | ceos(Z-T) | meos(Dheos(Z)  bem(Z)in (D) 1tz ey
sin (%) :sin<g—g) :sin(g)cos (%) — cos (g)&n(g) = ?? —%?
Cos (%) = cos <2Tn+%> :cos(z'Tn).cos (37) fsin(z'%)sin(%) = _71_7\/5 —g?
sin (%) :sin<2'?n+3%) :sin(z%r).cos (%) + cos <2'?n>.sin (%) = ?%\/ﬁ +%1§

Ensuite, on peut en profiter pour développer chaque application, en prenant la peine de mettre le méme nom sur
les variables muettes
Rappelons en effet : f = (t — f(t)) = (x — f(x)) = (u — f(u)) et ainsi de suite.
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(67— cos 0+ 12))

(9 — COS (9 + %)) = <9 b _ﬁ.cos(9)> - (0 b g sin(@))
(0|—>cos (6+1Z—2n>> = (0: > _\/64+ ﬁ.cos(@)) —(0: > _\/64_ ﬁ.sin(@))
la somme = <9 — 0. cos(@)) — (9 — 0. sin(@))

II ne reste plus rien. La somme est la fonction nulle.
Son graphe est un trait horizontal qui coincide avec I’axe des abscisses.

Comme quoi il valait mieux simplifier avant de se lancer dans des calculs de dérivée... On est en maths.

Et si on est en physique, on reconnait le principe du courant triphasé. je vous en reparlerai avec
j = exp2.i.7t/3, la célebre racine cubique de 'unité.

<212 1/ Classez du plus petit au plus grand : (3!)%, (32)!, (23)! et (2!1)%".

On est en mathématiques et non dans le domaine de la foi, il faut évidemment arqumenter.

On calcule les quatre nombres :

NS (2%)! | (2% ]
6 9! 8! 26
36 | beaucoup | un peu moins 64

On trie :

36 = (31)% < 64 = (21)% < 8! = (23)! < 9! = (32)! = 362 880

Et pour avoir de la rigueur, on intercale 100 entre 2° et 8!.

Q Simplifiez exp <1n <\/7 —1) +In(+v/7+1) + In(v2 + v/3) +In(+/3 — \/ﬁ))

On aboutit sans effort a 6.

w23 1[Q Comparaison des moyennes par la méthode de Cauchy.
a+b
7

Montrez pour tout couple de réels positifs : va.b <

C’est du cours.
On part de (y/a — v/b)? > 0 et on arrive au résultat.

v +\/ a+b+c+d
:Vab.cd 1 .

Montrez pour tout quadruplet de réels positifs

c+d

Vabed < Yebived

en donnant a v a.b et vc.d les roles de a et b.
On a donc

Onadéja : va.b < # mais aussi Ve.d <

Mais on a aussi

o W+W



Il ne reste qu’a enchainer :
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atb c+d
m<m+\@< 2 2 _atbtc+d
2 2 4
On accedera de la méme fagon & §/a1.05.03.04.05.06.07.08 < aytax+az+ay ‘g as +a¢ +a7 +as
B0 b
Déduisez pour tout triplet de réels positifs : v/a.b.c < a+ : +c (pensez a prendre d — a+ : +c )

La ruse de fou diront certains.

b a+4b+c+ ot
En effet, on obtient alors {/a.b.c. a+t 3 te < 1 3 |
a+b+c

Le second membre est juste tous calculs faits.

Non ! Pas « tous calculs faits ». Aucun calcul bordel.
Vous avez eu trois notes a, b et c.

a+b+c
Vous avez pour moyenne ————.
) b

Et voila que vous avez une nouvelle note égale justement a a+37+c

Comment voulez vous que votre moyenne change !

C’est du bon sens, pas du calcul.
Ecrivons avec des puissances :

1 ra+b+ocyi a+b+c
wboyh (IR (arbrey
(a.b.c) 3 3
Elevons a la puissance 4 :
a+b+c a+b+c\4
a.b.c). ( ) < ( )
(a.b.c).(—3 3
a+b+c
Simplifions par le réel positif rot :
a+b+c\3
(a.b.c) < ( i)
3
Revenons en aux racines cubiques :
a+b+c
Vab.c= (a.b.c)% < (%)

C’est le résultat demandé.

. .. . 1 . 1
On pouvait aussi jouer directement avec les exposants et des 1 — 2 puis des 3

Finalement, le coup de d = M

moyenne arithmétique ».

est génial mais il se comprend avec «la nouvelle note ne change pas la

:vabcde <

Montrez pour tout quintuplet de réels positifs

a+b+c+d+e
E .

Reprendre la méme idée.

Partir de v/a.b.c < 11—}—3& et J/de.f < % et \/Vab.c.l/def <

Vab.c+ /def
—

Aboutir a ¢/a.b.cd.e.f < atbre —g dtetf par transitivité.
Prendre le cas particulier f = atbt ; tdte

et simplifier les exposants.

Comment généraliserez vous pour /4y ...a7 <

7

a+...+ay

(les a sont positifs).

a1 +...+ay+ag

On va accéder déja a &/ay ... a7.ag < 3
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. ap+...+a
On prend ensuite le cas particulier ag = % qu’on note m.
On a alors P —
a+...+ay+m M+ m
(a1...a7)V8m'8 = /@y Taym < ! g 7 = 5 =m

On éléve a la puissance 8 et on simplifie

(ay...a7).m <m®

On simplifie par m positif et on passe a la racine huitieme.

ar+...+ay

Et pour {/a;...a, < p

La proposition P, a prouver par récurrence sera : les deux inégalités

(les ax sont positifs).

a+...+ax,1 a1 +...+azxy

z‘n?l/ ﬂl P a2.n_1 < T et 2'\”/ ﬂl oo az‘n < 2 n
sont vraies.
On a initialisé.

Supposons la proposition vraie jusqu’au rang n (donc les inégalités pour 1, 2, 3 jusqu’a 2.n termes).
On veut alors démontrer P, 1 c’est a dire

ap+...+ 441 a;+...+ a4

2lay .. Ay < T ont1l et 2miay .. a2 < 12
x+pB

On prouve 2m%/ay .. ay12 < % en écrivant y/a.p < ——— (déja connu),

2
. a1+...+a a +...+a ) R
puis @ = "/ay ... a1 < % et = nyay. . dy41 < nt2 e Znt2 (issues de notre hypotheése

de récurrence).

2n+1
ap+...+ 41

2ntl/g A <
V41 2n+1 X 1 +1

ar+ ...+ a1 +a2n41 3

Ensuite, en prenant 43,17 = 2.n+2

on passe de 2"1Y/ay ... a2 1 1.-02 141 <

5./3
L'éleve A dit y :;ég)) .46 n’existe pas puisque la primitive § — In(sin(#)) n’existe nien4.7tr/3 nien 5.7t/3
4.71/3
] 9.71/4
L'éleve B dit / €05(9) 19 — In(sin(9.7/4)) — In(sin(r/3)) = In(+/6/3).
/3 sin(6)

Montrez que les deux ont tort.

Le premier parle de LA primitive. L'erreur a se faire tuer.

Ensuite, ce n’est une primitive que par intervalle.
Et sur l'intervalle de [4.71/3, 5.7t/3], celle qui sert est 6 — In(—sin(@)).

Sinon, avec le cours, on écrit

57/3 cos() . . /sin(5.71/3)
./L.n/?, sin(6) A0 = In (sin(4.7r/3)>

et les deux signes moins s’en vont.

Le second éléve n’est pas totalement en tort.
C’est celui qui lui a posé la question qui mérite d’étre radié.
L’intégrale n’existe pas, car en 77 et en 2.7, la fonction n’existe pas, et explose méme.

/2 :
Q Résolvez / %.dt =In (g) d’inconnue a.

0o a-+cos(

/
On calcule l'intégrale. On reconnait une forme en —.

).

‘ =

Nw =

t=m/2
L'équation devient [ —In(a+ cos(t))} . = In (
f=



16

On simplifie en In(1 + a) — In(a) = In(3/2).
1+a 3

On arrange en In ( p ) =In <§>

1+a 3

Quitte a passer aux exponentielles (bijectivité) : Pt

Par produit en croix, l'unique solution est a = 2.

t=m/2
Mais ne peut on avoir aussi { —In(—a— cos(t))} . = In <%> ? Bonne question.
=

26> I

O Dérivez x +— In(v/x* — 433 + 6.2 —4.x +1)°

a. le résultat doit étre tres simple ; le raisonnement aussi...

Facile : x* —4.x3 +6.x%> —4.x + 1 = (x — 1)* (formule du bindme de Newton).

L’application est donc x — In({/(x — 1)%) et méme x — In((x — 1)*/3) puis x — % In(x —1).
4

3.(x—1)

Avec un domaine égala | — oo, 1[ ou |1, +oo|.

On dérive et on trouve x —

4
En effet, la vraie formule était méme x — In({/|x — 1|4) et méme x — In(|x — 1|*/3) puis x — g.ln(|x —1)).

Avec la méme dérivée.

27 > I

Retrouvez les stations (métro, R.E.R. et S.N.C.F.) d’anagrammes (Nord-Ouest) :

Sucre collé. Elfe danse. Hopital du pénis puéril. L'artisane gazera. Asile Tarzan. Petit-connard. Ah ce
fluor.

En vrac Saint-Lazare, Gare Saint-Lazare, Courcelles, Pont-Cardinet, Saint-Philippe du Roule, La Défense. La
Fourche.

Bonus : Diversité de son internet, Mon odelette retarde, La farce étonna, Une face dessina ta layette.

428 > I

|Résolvez log.(7) =7.

On revient a la définition : iig; = 7, on fait un produit en croix : In(a) = @ et on efface le logarithme par
exponentielle : 7
<292 1 [Dans cette classe, il y a des garcons et des filles. Voici les moyennes
| | moyenne de la classe | moyenne des garcons | moyenne des filles |
mathématiques 11,4 10,6 12,5
physique 12,8 13,2
Retrouvez la moyenne qui manque.

On note G le nombre de garcons, F le nombre de filles.
On note GM la somme des notes des gar¢cons en maths et GP la somme des notes des gargons en physique.
On note FM la somme des notes des filles en maths et FP la somme des notes des filles en physique.

On traduit ] \ moyenne de la classe | moyenne des gargons | moyenne des filles |
n traduit :

| mathématiques | (GM+FM) =11,4x (G+F) | GM=10,6 xG | FM=125xF |
On résout méme si il y a moins d’équations que d’inconnues. Tout est défini a proportionnalité pres.
En sommant : GM+ GF =11,4 x (G+F) =10,6 x G+ 12,5 X F.
1,1

0,8
(avec autant de garcons que de filles, on aurait trouvé 11,55 de moyenne de classe).

On trouve : G =

.F.1l'y a plus de garcons que de filles. Et ils ont tiré la moyenne de classe en maths vers le bas

4

1
On peut imaginer huit filles et onze garcons. Ou « F filles et 08 .F garcons ».

1,1 x u+0,8x13,2
1,1+0,8

On calcule alors la moyenne de physique de la classe : = 12,8 (u est la moyenne des gargons).

On trouve 12,5 (aux arrondis pres).
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Q Le nombre log,(3).1og,(4).10g,(5). logs(6).1og, (7). log,(8) est il rationnel ? On rappelle : y = log, (x) signifie
a¥ = x.
On rappelle : y = log,(x) signifie 2% = x, ce qui donne y.In(a) = In(x).

In(x
On résume | log, (x) = (x) Pour a égal a 1, c’est impossible. Normal.
In(a) Pour a égal a ¢, c’est bien le logarithme naturel.

ionl 3100 - _ In(x)
Pour a égala 100 : Log(x) = In(10)
Finalement, apres télescopage log,(3).1og;(4).1og,(5).logs(6).1log.(7).1log,(8) = ﬂg; = 3. C’est un rationnel.

3t & Tectonic est un jeu développé depuis quelques années maintenant. Il s’agit de compléter une grille. La regle :
une maison de taille 72 contient les entiers de 1 a . Deux cases voisines ne peuvent pas contenir la méme valeur.
Une premiére grille résolue vous permet de comprendre. Et ensuite, c’est a vous.

Facile Sa solution Facile Facile

1 al1]2]1 3 | HEB

513 2 1

= W |~ N
N o AW
w M
|-
w
M
a

Moyen Moyen Difficile Difficile
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Facile Ea solution _ Facile _ Facile
1 4111211 3213+ 211134
2 2|3|5]3 2|5]2(5] |3lsl2]1
4 1lal2]1] [alzlelz] [2]a]3]4
315]3(4] |2[315]2] |5[3]5]|2
5 112|115 411|143 211(2]1
Moyen Moyen Difficile Difficile
12]25 1(2]13]2 ? 31421
s|4]z]2] |zlsla]«] [4]als]z] |2]2]s]>
512]|1]4 1|4 (213 2|3 (4] 413|212
114 5|3 2135 |1 152?'2143
2|52 2) [alz]2]2] [2]z12]al [3]5]2]2
L'objectif est de démontrer une formule due & Leonhard Euler : |1 + » 2 : - \/El_ et
54+ 68
7+ 10
9+114—...

aussi de lui donner un sens car I'infini s’y cache. Les diverses parties sont assez indépendantes.

1~0)

ordre croissant?.

2
Donnez sous forme irréductible les rationnels 1 + 3 1+

2
—etl+

3+ 2
5 548

a. sans calculatrice ; quand on fera de la physique ou de la finance, on vous le dira

2
4 4

et classez les par

Sous forme de tableau, c’est plus clair

2 2 2 1 2 2
142142 142 214 9]y =1+
3 4 19 19 4 4
>ty 7
_ 5 ‘ _ 2 _ 233
— 3 — 19 — 151

Si on n’a jamais fait de maths, on pose des divisions pour avoir une valeur approchée.

3

- 19

3

M5ais la seule borme2 9solution estle %alcul des différeng3e3s :

151

29 5 _293-195 _ 87-95 _y | 233 _ 5 _ 32335151 _ 69755 _
9 3~ 193 ~ 193 151 ~ 3 —  positif  positif

29 5 233 5

<3 51 <3

29 2
11 faut hélas comparer ensuite e et 151 @ qui nous amene par produit en croix a comparer 29.151 et 19.233. On

pose le calcul posément :29.151 = 4 379 et 19.233 = 4 427.



2 _ 2 _ 5
19 151 3

: Des suites utiles pour la suite. :

[I~0) | On note S I'ensemble des suites (u,) vérifiant | Vn €N, upyo = (2n+5)uy1+ (2n+4).u, |
Soient (py) et (gx) les suites de E vérifiant py = 0 et p; = 2 ainsi que gy =1 et q; = 3. Complétez
[n[0]1]2]3]4[5]

pn |02 (ces deux suites (p,) et (g,) serviront dans la suite du probleme)
gn | 1|3

On applique la définition a la suite (p,,) aux rangs n = 0, n = 1 et ainsi de suite.

Certes, dans la définition de E on parle d'une suite . Mais c’est juste pour la nommer. Comme les réels
s’appellent et peuvent ensuite prendre une valeur particuliére, ou méme étre remplacés par d’autres
variables ou expressions.

Quand I’énoncé dit que (p,) estdans E, onadonc Vi € IN, U,y = (2.n+5).uy 1 + (2.1 +4).uy.
De méme, on va avoir Vn € N, g,42 = (2.n+5).4,41 + (2.n + 4).q, en écrivant que (g,,) est dans E.

Comme I'hypothese est vraie pour tout 1, on peut donc l'appliquer a n « petit» :

pa = prya = (2245).pos1 + (22 +4).py = 9.p3 +8.p, = 9.82 + 8.10 = 818

On continue pour les suivants, avec des calculs certes lourds, mais qui permettent de vérifier que vous savez in-
terpréter et appliquer une définition. C’est déja un joli premier pas vers le métier d’ingénieur.

(n [O0J1]2] 3 | & [ 5 |
pn |02 10 82 | 818 | 9818
gn | T [ 319151 [ 1511 [ 18131

Les valeurs précises m’importent peu. Je ne cherche pas a savoir si vous savez calculer méme sans
calculatrice (mais quand méme, j'espére que vous savez manipuler les nombres). Ce qui compte est
"savez vous appliquer une définition ?".

II~1) | Montrez que si les deux suites (u,) et (v,) sont dans E alors pour tout couple («, p) de réels, la
suite (a.u, + B.v,) est aussi dans E.

On va montrer une stabilité qui ne nous servira pas ici sur les suites de ’ensemble E. C’est une question évidente
pour laquelle il suffit d"utiliser la définition.
On nous donne deux suites u et v>. On les suppose dans E. On traduit donc deux hypotheéses valables pour tout 7 :

Vn €N, uyip = (2.n+5).uy41 + (2.1 +4).u, (hypoyhese U)

Vn € N, v,40 = (2.1 +5).0,41 + (2.n +4).v, (hypoyhese V')

On s’intéresse a une suite (x.u, + B.v,) qu’on va nommer w. On doit donc prouver

Vn e N, wyip = (2n+5) w1 + (2.1 +4).wy,
c’est a dire
Vn e N, (a.upyqp+ Boyt2) = 2n+5). (s + Bvyy1) + (2n+4).(xuy + B.vy)

et c’est une évidence si on effectue la combinaison des deux hypotheses écrites en (U) et (V), pour tout n quel-
conque donné.

5. j'arréte d’écrire (u,) etj'écris juste u puisque tel est le nom de la suite ; de méme qu’une application s’appelle juste f en général
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Encore une fois, juste la définition, mais comprendre justement ce qu’est une définition. C’est un
probleme de compréhension du langage. le plus difficile obstacle pour certains.

[I~2) | Montrez que la suite (2"*!.(n + 1)!) appartient a E.

On nous donne la suite (2"+1.(n +1)!) (c’est a dire (Vn, u, = 2"+ 1.(n +1)!).

On doit vérifier son appartenance a notre ensemble. On se donne un entier # quelconque et on compare deux
quantités : u,p et (2.n+5).u,11 + (2.1 +4).uy,.

On n’écrit pas d’égalité tant que 1’on n’est pas stir. On calcule juste chaque membre. Et on part du plus compliqué,
pour voir si il ressemble au plus simple.

Le plus simple : u,p = 2"+3.(n + 3)!
Le plus complexe :

(2.1 4+5) .ty i1+ (21 +4)ay = (21 +5).2" 2 (n 4 2)1 + (2.1 +4).2" L (n +1)!
On factorise (n+1)! :

(21 +5) 1 + 20 +4) .y = (20 +5)2" 2 (n+2) + (2.1 +4).2") (n + 1)!
On factorise 2"*1 :

(21 +5) iy + (20 +4) .y = (20 +5).2.(n +2) + (2.1 +4)).2" 1 (n + 1)!
On voit unjoli 2.n +4 (et c’est 2.(n + 2)) :
(21 +5) .ty + (20 +4) .y = (20 +5) +1).2.(n +2).2" 1 (n + 1)!
Puis un joli 2.(n + 3) :
(2.1 +5) 1 + (20 4+4)uy =2.(n+3).2.(n +2).2" L (n 4+ 1)!

On approche :
(2.1 +5)ttyy1 4+ (21 +4) .y = 222" (0 +3).(n42).(n +1)!

Et on a bien obtenu 2"+3.(n 4 3)!.

Variante : on pouvait aussi calculer la différence des deux membres, factoriser (1 + 1)! et aussi 21,
avec le ferme espoir d’obtenir a la fin

0. Et c’est le cas.

Up

I1~3) | Soit (1, ) une suite de E. On pose s, = P (1)

pour tout n. Exprimez s;, a l'aide de k, s

et s; pour tout k de IN.

La méthode qu’on va suivre ici est assez classique avec les suites récurrentes linéaires et les équations
différentielles linéaires aussi. On tient une solution particuliére ici v, = 2"*1.(n + 1)!. On cherche alors
les solutions sous la forme u,, = v,.s, (donc s, = 1 serait une solution, mais ici on les cherche toutes).
On reporte dans 1’équation, et (s, ) est alors solution d"une équation plus simple qu’on pourra résoudre.
u

On a donc posé comme indiqué u, = 2"+1.(n +1)l.s, (ou plutdt s, = W’Z‘Fl)'

puisque le dénominateur ne

s’annule jamais).
On a donc aussi ;1 = 2" 2. (n +2) .51 et uy 0 = 2"3.(n +3) 5,4 0.
On peut reporter dans u,, 1o = (2.n +5).u, 11 + (2.n+4).uy, :

2" (4 3) 0 = (21 +5).2" 2 (n 4+ 2) s, + (2n +4). 2" (n 4 1)Lsy,

On simplifie par 2”2 qui saute aux yeux®

2.(n+3) sy = (2n+5).(n+2)sy41 + (n+2).(n+1)l.s,

6. dans (2.n +4).2"*1, il y a bien 2"*2 en facteur, non ?
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On simplifie par (n + 2)! présent partout et non nul” :
2.(n+3).sp42 = (2n+5).5,41 +sn

On peut diviser :
(2.n+5).5541 + Sn
2n+6

Que dire d’autre ? Qu’on va écrire cette formule « vraie pour tout n » en formule « vraie pour tout k » :

Sp+2 =

s o (Zk + 5)'Sk+1 + Sk
k2 2k+6

Ceci répond a la question.

[I~4) | Montrez alors : (—2)¥2.(k +2)!.(sp11 — sx) = (=2)¥FL.(k + 1)!. (s — s5_1)-
On doit prouver (—2)2.(k +2)!.(sge1 — sp) = (—=2)"F 1. (k 4+ 1)1 (s — 55_1)-
On dispose de sy, en fonction des précédents. Et on veut une formule avec sy 1, S et 5_1.
(Z.k + 5).Sk+1 + Sk
2k+6

On va devoir faire un pas de coté et passer de s =

3s _ (2(k=1)+5).55- 141+ k1
k=142 2.(k—1)+6

;on adonc

(2.k +3).55 + sk_1
Skl = 2kt 4

On reporte dans le membre de gauche de la question

2.k +3).sk + sk_1 s )
%k

(=242, (k4 2)1 (5501 — 5¢) = (~2)*2 (k2 (B

On réduit au dénominateur commun, avec I'espoir d’arriver au membre de gauche, maintenant qu’il n’y a plus
que s et sp_q :

(2k+3).sp + 51— (2k+ 4).Sk)

(=202, (k+2)1. (541 — ) = (=2)2.(k+2)1.( 2.(k+2)

On voit déja la simplification par 2 et la factorielle qui se « ronge » (il reste un signe moins de (—2)**2) :

(=2)FF2 (k +2)1. (5531 — s5t) = —(=2)F L. (k+ 1)1, ((z.k +3)5k+ Sp_q — (2k+ 4).sk>
On simplifie a présent le numérateur, et il reste :

(—2)" 2. (k 4+ 2)!. (k41 — 5%) = — (=2 (k+ 1)L (5¢1 — s¢)

En passant le signe moins dans s;_1 — s; on a la formule demandée.

A
(—2)F2.(k + 2)!

Si on regarde bien (—2)K2.(k + 2)!.(sgyq — s¢) = (—=2)"1.(k + 1)!.(s — s,_1), on peut comprendre que c’est le
méme terme avec juste I'indice k remplacé par k — 1.

Proprement, si on pose di = (—2)F*1.(k + 1)!.(sx — sx_1), alors tout naturellement, on a dj,; = (—2)F2.(k +
2)!.(sg11 — Sk)- Et notre information précédente dit dgy, 1 = di pour tout k.

La suite (dy) est donc constante. Et que vaut elle ? Elle vaut d;, son premier terme, le plus facile a calculer.

Pour tout k, on a donc

II~5) | Déduisez s — Sk =

avec A = 8.(s; — sp).

(—2)k+2.(k+ 2)!.(Sk+1 — Sk) = dk+1 = dk = dk,1 =...= dl = (—2)2.2!.(51 — So)

8.(s1 —s0)
(—=2)k+2(k+2)1
Peut étre avez vous conduit une récurrence sur k. C’est la méme chose en fait.

On divise : 54,1 — 5 =

C’est ce que dit I'énoncé. On a le bon A.

7. dans (n +2).(n +1)!, vous le voyez, non ?
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1 1\ k+1
II~6) | Déduisez pour tout n : s, = sg + A. Z = ( E) .

Le résultat suivant peut faire 1’objet d"une récurrence sur . Ou avec les habitudes de Sup, vous y verrez
tres vite une somme télescopique je vais vous livrer les deux.

1 1y k+1 . .
Pour n = 0, la formule s, = sg + A. 2 =Sk ( E) est logique : sp = sp + 0 car la somme ne peut rien

contenir.
Si vous trouvez ce résultat contestable car vous n’envisagez pas de somme vide, je vous laisse 1’écrire pour n = 1

1\ k+1 1 1, .
181 = 8o+ A. Z k—|—1) ( E) —so—l-)\.g —so+8.(51—so).g.Cestvral.

1 1\ k+1
On se donne ensuite 1 et on suppose la formule vraie aurang n : s, = o+ A. ) W< - E) .
1

On calcule alors

1 1 k+1
Sn1 = (Sn+1—Sn) +5n = (Su1—Sn) +50 + A. Z =k ( 2)

Mais on peut remplacer 5,11 — s, par A grace a la question précédente 8
(=2)m+2.(n+2)!
Tl = (—2)n+£(n oy TRt Z (k +1 nr (- %)kﬂ
Et (2" 2.(n 1 2)1 est justement le terme qui manque pour passer de
/\',:Zl (k+l 1)!'( B %)kH

k2 1 1N\ k+1
Y amr(-3)

L'égalité est héréditaire, la propriété est vraie pour tout n.

Mais on peut aussi écrire
n—1

sn =50+ ) (Sk+1—Sk)
k=0

C'est une formule qualifiée de télescopage, et elle dit juste que le n'™¢ terme s, d’une suite est obtenu par la somme des accroissements
Sk1 — Sk- Elle servira souvent cette année. Et ici, il suffit de remplacer les si11 — si par la valeur trouvée a la question précédente.

II~7)| Calculez sy et A dans le cas des deux suites (p,) et (4,) définies plus haut.

Connaissant pg, p1, qo et 41, on peut calculer s et s; pour chacune puis A.

1 13\ k+1
On peut ensuite reporter dans la formule générale s, = s + A. Z (CESE ( E) puis reporter

pu=(s0+ A.kizl (k+11)|( - %)kﬂ).z”“.(n +1)!

Rappelons quand méme qu’on a supposé que (p;) et (4,) étaient des suites de E, sinon on ne pouvait

rien faire.
[ »n | 0 | 1 [ [n=1] 0 | 1 |
Pn = 0 2 n = 1 3
= | =0 =1 w=| & %=1
so=0 A=8.(3-0)=4 so=1 A=8.(;-1)=-2

pu= 42"+ 1L Y (- 3) | (w2 n(i-2 & (- ) )

8. on enchaine des résultats, ce ne sont pas des exercices consécutifs



Pour I'instant, on pourra se contenter de ces deux formules, mais on doit commencer a voir le rapport
avec la suite définie plus loin.

1-2L 1 1y
II~8) | Déduisez pour tout 7 : P = avec|L, = Z .—.( = E)

Rappel : 0! =1let(n+1)! = (n+1).nl
Passons au quotient Z—"
n
ntl 1 n 1 1\ k+1
La somme L, = ;J ﬁ( - E) ressemble quand méme beaucoup a nos 2 (CESE ( E) .

Mais ce n’est pas la méme chose. On n’a pas les mémes bornes. Et on a i a la place de k + 1.
Si on en a besoin, on écrit les termes de chacune avec des points de suspension :

=) (-3

Il
()
I
W

=
N—"
=
L~
|
ool—
N—"
=
|
NI—
N—
2=
| =
|
N — =
Ne—
=
—
=
+{=
—
=
L~
|
NI—=
Ne—
=
+
|

N—= ~.

I~

L

=1

.k

k (%)+1
=1 k= k k=n

ket n+1

D e8| &) | | wn(-8) e (-1)"

: . ) . 1
On retrouve bien les mémes termes, avec un décalage et deux termes de moins : 7 = 0 eti = 1 (de somme 5).

N
~
I
W

Qo=

NI= |
o

~

On peut donc écrire

ké(kil)!'( )m g%(—l);%{)}—,(——) ;%(__)i Ln—%

On peut donc reporter dans nos formules pour p,, et g, :

nooq 1\ k+1 1
pn =42 (n+ 1)L Y m( - E) = 42" (n + 1)!.<Ln - E) = (4.Ly —2)2" . (n+1)!
k=1 .

g =2+ 1 (1 2.k_fl ﬁ( - %)kﬂ) =2+ 1)L (1-2.(Ly = 5) ) = —(@La).2" 1 (1 4+ 1)!

(coefficients a revoir).

. Des matrices pour aller un peu plus loin. .

II~0) | Pour tout n, on définit H,, = (1) 2 5_’:_ 1 ) et P, = Hy X Hy x H3 X ... x Hy, (attention, le

produit matriciel n’est pas commutatif). Calculez P, pour n de 1 a 3.
On a défini les premiéres matrices, il suffit d’effectuer des produits Hy, H; x Hp et Hy x Hy x H3.

0 4 0 6
m=(15) m=(17)

i)

Hy

(55)(75) (1) (17)

Il
VRS
W N
~_

—_

2 10 10 82
Hy x H, = (H1.Hy).Hz =
3 19 19 151




Juste une question pour voir si vous savez calculer des produits matriciels ? Ou une question pour
préparer une récurrence a venir ?

III~1) | Montrez pour toutn : P, = ( =l )
In—1 Yn

(n[0]1[2]3 | 4 | > |

pn| 02|10 ] 82 | 818 | 9818

Rappelons ici les valeurs des deux suites :

gn | 113 ]19 | 151 | 1511 | 18131

82 818

Et si je vous avais demandé une matrice de plus, vous auriez obtenu < 151 1511

), C’est presque évident.

De toutes fagons, on va mener une récurrence sur n déja initialisée.

Supposons alors & un rang n quelconque donné : P, = ( Z”_l Z" > .
n—1 n
On va calculer P, ;1 en multipliant juste a droite par H, 11 puisque

P, 1=Hy xHyx...xHy x Hyyqy = (Hy X Hy X ... x Hy) X Hyyq = Py X Hyyq

Si le produit matriciel n’est pas commutatif (en général P x Q # Q x P), il est quand méme associatif
(toujours (P x Q) x R = P x (Q X R)), ce qui permet de se passer des parentheses et de la priorité.
On effectue a la main :
Pn-1 Pn 0 2n+2 Pn (2n+2).py_1+ (2n+3).pu

Py = . =
Tn—1 In 1 2n+3 Gn (2n+2).g,-1+ 2n+3).q,

La premiére colonne est de la forme voulue.
Mais pour la seconde, il suffit d’écrire (2.n +2).p,—1 + (2.n + 3).py = pu41 et la méme formule pour g,,1.
C’est en fait juste la formule fondamentale

Pni2 = (2n+5).ppe1+ (2n+4).pu

qurang n — 1 au lieu de n. On a donc prouvé ’hérédité.

Ces matrices vont étre reliées aux homographies, puis a notre quotient de quotients.

Pn-1 Pn
In—-1 Y4n

vraiment calculer Pj, P, et P;, ou allez vous directement balancer la réponse ?

Etude de la suite (Ly).

Une question quand méme. Si vous avez montré P, = < > (ou méme lu dans I'énoncé), allez vous

IV~0) | Calculez L, pour n de 0 a 3. Montrez que la suite (L, ) n’est ni croissante, ni décroissante. |

On a encore une fois une définition a appliquer, pour une somme sous forme de sigma.

L=| #(3) | +&(3) =1-4=} 05
L=| &) | ++(3) | (&) =1-3+i=F 065
L, = &.(%)0 +1. (*71)1 +%.(*71)2 +1. (%) :1—%+§—41—8= 2 0,604...
L=| &(3) | ++() | 2G| 43) | +GF) ]| =1-3+i-k+k=-5 | ows
C’est juste pour faire plaisir au physicien que j’ai mis les valeurs approchées. Et c’est pour avoir une petit 1dee

pour la suite.
On place ces quelques nombres dans l'ordre pour pouvoir répondre a la question « suite croissante / décrois-
sante ».
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! < > mais > > 29 (produits en croix)
3 =g Mg 7 gg PIOCHI T IO,
La suite n’est ni croissante ni décroissante.

En fait, on va voir qu’elle oscille, avec amortissement
en direction d’une valeur. Grand classique cette année.

Comment rendre rigoureux « La suite n’est ni croissante
ni décroissante » ?
En découpant en deux.

1 2 3 4 5 6 7 ] 9 10 l 12

Elle n’est pas croissante. On a en effet un contre-exemple avec L, < L;.
Elle n’est pas décroissante. On a cette fois un contre-exemple avec Ly > L;.
C’est tout.

Comme on a juste besoin de contre-exemple, il n’est pas utile de calculer L, ;1 — L, en toute généralité, méme si
ce calcul donne une idée de la réponse.
En effet, on trouvera que le signe de L,,.1 — L,; dépend de n. Il n’est donc pas constant.

4n+5

IV~1)|Montrez Ly 12 — Loy = (2 +3)1.22n3

. Déduisez que (L,,) est croissante et montrez que que

(Lp.n11) est décroissante.

On se donne # et on calcule Ly ;12 — Ly -

D 4 1van it 4 1 1,0 1 1N\ 2n+2+1
ans une des sommes il y a 2.n + 4 termes ( ea.<—§> am.(—i) ).
) _ 1 1,0 _ 1 1y 2n+1
Dans l'autre il y a 2.n + 2 termes (de &( — E) a m( — 5) ).
La différence est donc de deux termes. On a juste
2n4+2+1 2141
a — Z g = A2 p42 + 2,143
k=0 k=0
ce qui donne ici
2143 1 1\ 2ndl g 1\ K 1 1\ 2142 1 1\ 2.1+3
Ll 2) ey w3 tam( )
= k! S (2.n+2)! (2.n+3)!
o kN2 = kN2 C (2n+2)1'\2 (2n+3)!"\2
en tenant compte de la parité. On factorise le plus grand dénominateur. C’est (2.1 + 3)!.
1 1
Rappelons que on cherche toujours le dénominateur commun le plus simple, et par exemple 70 120
vaut juste 1-6 lut6t que 120 = 729 méme si c’est la méme chose
JHSTE 700" PPEOR AR 7750120 '
f . o /1\2n+3
On factorise aussi (E) :
DI WS Wy ol (R L £ Iy 5 R
= kN2 = kN2 C (2n42)1'\2 (2n+3)1'\2 © (2.n+3)1.22043
4n+5
On trouve bien __ands et cette quantité est positive.

(2.n 4 3)1.22n+3
Comme Ly (, 1) — Ly (5 est positif pour tout 1, on trouve que la suite (Lp.) est croissante.

On a calculé une différence qui dépendait de # et trouvé son signe. ]'espére que n’avez pas tenté a tout
prix de mettre une récurrence, juste sous prétexte qu’il y avait un n dans la formule.
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Sous-suite des termes Sous suite des termes

Suite ni croissante, ni
d'indices pairs.

décroissante. @l".“d ices impairs.

Décroissante Croissante.

&

Pour la décroissance de (Ly,,+1), on se donne 7 et on calcule comme précédemment L, (,, 1)1 — Lo (4)41 dans
laquelle il reste encore exactement deux termes :

2.n+4 1 1\ Kk 2.n+2 1 1Nk 1 1\2n+3 1 1\2n+4
Lonis —Lops1 = —(-3) - —(-3) = —c (-5 e (e
23 T Rl k;) k! ( 2) k; k! ( 2) (2.n+3)! ( 2) JRCEEE ( 2)
Lowis — Lops1 = — ! + !
2k T AN T T ) 4310203 T (2 + 41,220+
4n+7

Avec le méme type de factorisation, on trouve Ly ;43 — Ly 41 = — Cette différence est toujours

(2.n + 4)1.22n+4"
négative, la suite décroit.

Comme le confirme le graphe de la suite plus haut, il se peut que la sous-suite faite d'une moitié des
termes soit croissante, que I'autre sous-suite "complémentaire” soit décroissante. Et la suite globale n’a
aucun sens de variations imposé.

V~0) | n est un entier naturel donné. On définit I'application F,. Calculez F,(0) et F,(1).

2 3 ntl
_ 2, (=1) Ly (=17 L (1) 4p (t-1) —t/2
Fo=tr——e +—2.1! .e +—22‘2! . +—23‘3! £ +"'+—2"+1.(n+1)!'e

On introduit une fonction un peu étrange. On aurait pt la donner sous forme de somme

n+1 (t o 1)k i

avec les convention habituelles sur 0! et (1 — t)°.
Son nom, c’est F,;. C’est une fonction de ¢ ici, mais son nom doit dépendre de #, car sa forme dépend
de n. Ce sera votre role bien souvent de "surveiller les variables". Voir qui dépend de qui. C’est capital
en mathématiques. Et aussi en sciences. Et aussi en ingénierie.}
n+1 ( 1 )k
On calcule pour t égal a 0. On trouve proprement ;;) Skl

Cette fois, il n’y a plus de k dans la réponse. k est une variable muette. En revanche, n est la vraie
variable (dite "libre") ; la seule qui reste.

et on reconnait L.

Pour t égal a 1, tous les termes en (t — 1)¥ s’en vont, sauf le premier. Il reste F, (1) = e~ 1/2.

V~1)|Rappelez la formule pour la dérivée du produit de deux fonctions dérivables. Montrez qu’apres
simplification (F,)’ ne contient qu’'un terme.

On va dériver F;. C’est une somme. On va donc dériver chaque terme de la somme, et additionner. Jusque la tout
va bien.
Mais ensuite, chaque terme est un produit. On rappelle la formule

(wo) =v'.v+ud

(t—1)
2k k!

k-(t_l)k_l —t)2 (t_l)k 1 _p
P = ¢ T '(_E‘e )

(t— D

o 2~1/2). On trouve deux

et on l'applique pour dériver un produit comme e~/2 (ou plutot t —

termes
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. . -1 . L .
car on rappelle que t — ¢™! se dérive en t — a.e™! avec ici a égal a 7). Mine de rien, il va y avoir des

simplifications et des regroupements

k-1 k
PN (t-1) o t/2 (t-1) o 1/2
2k (k—1)" 2k+1 et
(t—1)F i/
2r+tl pt”
forme, c’est un peu lourd a gérer en début d’année. C’est pourquoi je vais juste dériver sous la forme « points de
suspension » pour voir ce qui s’en va vraiment

et les deux termes sont de la méme forme avec p égal a k — 1 ou k. Ca va servir. Mais sous cette

_—t/2 t=1) —t/2 t=1)% /2 t=1% /2 =1 /2 t=)" 42
Fu(t) =et/ + > ) et/ +(22.2)! et +(23.3)! et/ +(24.4)! etz +2n(+1.(31+1)!.e /
1 ,-t/2 2.(t=1) ,—t/2 3.(-1)% —t/2 4.(t-1° —4/2 (n+1).(-1)" _¢/2
0 +5.e / + 5151 -€ 24 5ar € 24 i € / oo+ 20 ()] et
F(t
= —Llet2 UL a2 GV S 0 B i S L T s ) S _ (t:llz”“) o t/2
: 2 - 22221" 2233!" 22441 2.2+ (n )1
Les termes s’en vont deux a deux.
41-t/2 2.(t-1) 12 3.(-1% /2 413 42 (it 1).(=D)" 472
F’(t) 2 T e BT R YT + 21 (1)1 ¢
n
1 —t/2 1) 12 13 _ 14 _qyntl
—pe P e e e SRler L e
puis
2(t_1) _t2 (—1)2  _ (=13 _ (=" _
0 L e S T - e
n
_ (t=1) ,—t/2 (t-1)2 _ (t-1)3 _ (t-1% _ (-1
- 22 € —3mge !’ —aae —azrge T2 (nriy © i
puis
3.(t=1)% —t/2 (1P (-
EL (1) +W€ / +4<2t4'41!) etz +7(2",ﬁ11)'((yf+3! et/2
n
2
— _ (t=1)> —t/2 _ (=0’ a2 _ (=) 2 N Gl DS V7
22201 22331" 22%41" 221+ (1)
et encore
4.(t-1)° _4/2 R
Fi(t) +5 e e
_ (t*1)3 —t/2 t-1% 2 (="t
- T 2233l € — i€ T2 (i © '
jusqu’a I'unique terme qui va rester
Falt) - _ =)
22 (n+ 1)t

. . ’ ’ (t - 1)n+1 —t/2
Bref, il ne reste bien qu'un terme : F},(t) = m.e .

Le calcul peut étre mené tres proprement avec des sigmas et un télescopage. Et c’est un classique :
"formule de Taylor avec reste intégrale", écrite sur le tableau avec le Télétubbie.
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P Iyrt2 1 ! n+l —t/2 :
V~2)|Déduisez : L, = % — (— E) m/ (1—¢1)"" et 2. dt puis

\[’ zn+2( oY fo (1 —t)tlet/24t <

@ -l =

1 1
= (n+1 21+2 (n+2)!

1
La formule qui suit va vous sembler totalement incongrue, avec un L, un 7 et une intégrale.
e
Et aussi le verbe « déduisez ». Mais quel rapport bon sang ! Si on la regarde bien
1 1\nt2 1 1
T
" /e 2 (n+1)!"Jo =9
c’est quand méme

Fn(o) = Fn(l) — (— ;)n+2_(ni1)!_/01(1 _ t)nJrl'eft/Z.dt

et 'intégrale peut commencer a nous faire penser a F;, ! L'idée est ici d’écrire
1 , t=1
/0 F().dt = [Fn(t)}tio — F,(1) — Fu(0)

Quand on integre la dérivée, on retombe sur les variations de la fonction elle méme, c’est logique.

Avec les calculs de F, (1) et de F,(0) on a bien

t=1 1

1 !/
/0 Fi(t)dt = [Fan)] = ol

V~.3) | Déduisez que la suite (L, ) converge et donnez sa limite.

La différence L, — — estd intégrale précédée d Ly

a différence L, — 7 est donc une intégrale précédée d'un ( - E) .
1\ n+2 1

On passe a la valeur absolue, ce qui remplace le ( - 5) par ~o

1 1 1 1
+1 ,—t/2
*\/g‘—zn+2‘(n+1)!'./o (1— 1) Le /2.4t

puisque sinon, dans l'intégrale, tout est positif.
On majore ensuite tous les e~#/? de l'intégrale par 1 (exponentielle de réel négatif)

1 1 1 1 1 1 1
Ly — 7‘ = 77/ 1—1)"e 241 < 7/ 1— )" 1.dt
Toel T 22 (n 1)) o( e 2027 (n 4 1)! o( )

1 1—+¢ n+2
Quant a I'intégrale / (1 —t)"1.dt on le calcule avec une primitive explicite : t — —%
0

Surtout, il ne fallait pas développer par la formule du binéme.

b 42
11 suffisait de s’inspirer de / " dr = [
a n+2

]Z mais avec 1 — t a la place de t.

I nous reste le classique

[a-pma—[- 02 20 L
Jo ' n+2 Jlo n+2 n+2 n+2

Le signe moins s’explique car quand on dérive t — (1 —t)"*2 il y a certes un qui tombe mais aussi
un signe moins qui sort.

1 11
m+1)!I'n+2  (n+1)!

Il ne reste qu’a voir : qui est la encore plus que classique.

Le majorant tend vers 0 quand 7 tend vers I'infini (évidence).

1
242 (n 4+ 2)!
Le minorant 0 vaut 0, on ne pas pas dire mieux.

1 .
Par encadrement le terme |L;, — 7’ tend vers 0. Et on reconnait ici que L, tend vers —quand n tend vers l'infini.
e

7
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La suite L,converge vers —=.

Ve
1 2
1-2L -2
Comme on avait obtenu £ = — %, on déduit que le quotient Pn converge vers Ve ce qui fait Ve
In Ln—1 In 1 1— /e
Ve
. R 2— /e . » . ..
(en multipliant haut et bas par /e) et méme vers Vo1 si vous préférez les quotients de nombres positifs.

Un peu de produit matriciel.

: _

La formule hy (hy(h3(...hy(t)) .. doit elle se justifier ?
3 +
6
5+ —
7+ 2.n
2n+1+t
On fait une récurrence avec
2 2
hi(ha(hs (.. b (huga (1)) - ) = 7 = I
3+ 3 3+ 5
R rE s
0f+2n+2
SR P P

Mais selon moi, tout dépend du sens qu’on donne au premier membre avec ses points de suspension.

- _

On se donne deux homographies, avec des notations naturelles, et on compose :

wt+p
a——L—+b
B B ay(t)+b yt+0
hoy=t+——h(y(t)) =t+— () +d =t— TEY
c. +d
Yyt+6
A
On réduit au dénominateur commun et on 'efface car il est présent en haut et en bas : % = %% = g
D D
a.(w.t+pB) +b.(y.t+0)
yt+6 a.(a.t+ ) +b.(y.t+9)
h =t =t
e c(at+pB) +d.(rt+90) c(at+B)+d.(rt+0)
Yyt+6

On regroupe et on reconnait une homographie

(a.x+b.y).t+ (a.p+b.0)
(ca+d.y).t+ (c.p+d.0)

hoy=t+r—

ax+by af+bo

Si on la lit matriciellement, c’est < catdy cp+ds

). Et on reconnait le produit matriciel avec ses regles

usuelles :



© P a.t+ B

) vt+90
a b ax+by ap+tbo at+b (a.0 +b.y).t+ (a.p+ b.0)
c d catdy cp+dd ct+d (cw+doy)t+ (c.p+d.d)

Composer les homographies, c’est multiplier des matrices. Ceci nous servira souvent. Soit pour compo-
ser des homographies sans en emplir des pages (comme on le fera ici), juste en calculant des produits
matriciels. Soit dans 'autre sens, en disant que comme la loi de composition des homographies est
associative, il s’ensuit que la multiplication matricielle sera aussi associative.

Pu—1-t + pn

VI~2 tifiez alors iy ohpo...0ohy, =t +— .
) | Justifiez alors iy o hp o ... 0 hy PRy

Allez, c’est dans la suite.

. Allez, on termine. .

VII~0) | Mettez bout a bout tous les résultats de ce devoir pour arriver a
2 1
i} ——n—+oo Tl

6
7+ 2.n

2n+1
Démonstration mise en forme par René Adad, prof de MPSI a Marseille, site Maths-OS.

1+

3+

On va mettre bout a bout tous nos résultats.

2 , < g

4 c’est a dire 1+

3+ — 5 — 3+
5+# 54 —— i ——
7+7211

2n+1 2n+1+0

La n'°™¢ fraction que 1'on étudie est 1+

On reconnait donc 1 + hy (ha(h3(...h,(0))...).
Mais t — hq(ha(h3(...hy(t))...) est une homographie, en tant que composée d’homographies.

On trouve sa matrice en multipliant les matrices des n homographies.
Bref, iy ohy ohzo...0h;, apour matrice Hy X Hy x H3 x ... X Hy .
Comme le calcul a déja été effectué, c’est Pr,avec ses py_1, Gn—1, Pn €t qn :

Pn—1t+ pn

hiohpohzo...ohy, =t+—
10 20 30 (@] n qnil.t-i-qn

_ 0+ pu

Comme seule la valeur en 0 nous intéresse, il reste hy (ho (h3(...h,(0))...) = 050,
n

On ajoute 1 et on fait tendre 1 vers l'infini.

On a trouvé une forme explicite pour pet g, puis pour le quotient avec des L.
Et on a trouvé la limite de L,,.

En mettant bout a bout :

pn ., 1—=2L, NG
M T Lo el T

/e

On vérifie qu'il n’y a plus de n dans la limite, c’est un nombre.
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1
Et si on simplifie, on trouve ——————. Et on dit bravo Euler.
On dit aussi bravo René Addad.

—20s I[Meme si ¢a n‘a pas de rapport direct avec notre probleme, on définit r =

Fey t.cos(7t/7) —sin(7t/7)
t.sin(7t/7) + cos(7t/7)

démonstration pourra utiliser certains éléments démontrés ci-dessus.

t.cos(m/7) —sin(m/7)

t.sin(rt/7) + cos(rt/7)

cos(t/7) —sin(m/7)

sin(7t/7)  cos(7t/7) ) ’

On nous demande de composer ror o ... or. On va multiplier

cos(t/7) —sin(m/7) cos(t/7) —sin(7t/7) cos(t/7) —sin(7t/7)
<sin(7r/7) cos(7t/7) )X<sin(7t/7) cos(7t/7) )X(sin(n/7) cos(7t/7) >X

.Montrezrorororororor = Id (application identité t — ¢t). Votre

On définit une homographie : ¥ =t —

Nous, on va définir une matrice : R = <

Au premier produit (avec des notations naturelles)

cos(7t/7) —sin(m/7) cos(mm/7) —sin(rt/7) \ [ > —s* —2s.
( sin(7rrf/7) cos(n7;7) ) % ( sin(Z/7) cos(77:757) ) a ( CZ.S.CS c? —ssc2 )

Pas besoin de connaitre plus que son cours pour identifier

< cos(mt/7) —sin(7t/7) ) ( cos(t/7) —sin(nt/7) > B ( cos(2.7t/7) —sin(2.7t/7) >
sin(7t/7)  cos(7t/7) sin(rt/7)  cos(7t/7) —\ sin(2.1/7)  cos(2.7t/7)

Et on recommence avec

R — RZR — cos(2.7t/7) —sin(2.71/7) « cos(t/7) —sin(7t/7)
7 \Usin(2t/7)  cos(2./7) sin(rt/7)  cos(m/7)

On a cette fois des cos(a).cos(b) — sin(a).sin(b) sur la diagonale et des cos(a).sin(b) + sin(a). cos(b) ailleurs.
cos(t/7) —sin(m/7) 3 ~ ( cos(3.m/7) —sin(3.71/7)
sin(rt/7)  cos(m/7) ~ \sin(3.1/7)  cos(3.71/7)

o 4 o3p _ [ cos(B.7w/7) —sin(3.7t/7) cos(7/7)  —sin(7/7)
Au produit suivant R* = R°.R = ( sin(3.71/7)  cos(3.71/7) ) % ( sin(rt/7)  cos(rt/7)

On trouve (

), on a encore

. . . . 0) —sin(6
« cosinus et sinus d’une somme ». Cette fois, la matrice est de la forme CPS( ) sin(0)
sin(6)  cos(9)

cos(7.t/7) —sin(7.71/7)
sin(7.7t/7)  cos(7.7t/7)

> avecf égala4.7t/7.

On recommence jusqu’a arriver a R”(c’esta dire hoho...oh)etona (

— —1.t
On a la matrice < 0 +0

. Et c’est bien t — t (oui, c’est une homogra-

1 o .
0 1 ) C’est 'homographie t — 0f—1

phie !).
Un résultat général va donner

( cos(a) —sin(a) )( cos(b) —sin(b) > _ < cos(a+0b) —sin(a+Db) )

sin(a)  cos(a) sin(b)  cos(b) sin(a+b) cos(a+Db)

o < cos(a) —sin(a) )" B ( cos(n.a) —sin(n.a) )

sin(a)  cos(a) ~ \ sin(n.a)  cos(n.a)
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n 4
Rappel E ax = ag +ay +4a + ...+ ay et plus généralement Z b; =by +byi1+byi2+...+ by (avecq — p + 1 termes).
a b « B\ _(aat+by ap+bo
cd) \y 6 ) \cat+dy cp+dd
a b «a O\ _ (aat+by O a b O BY_{( O ap+bsé
O O ¥y O /) O O O O o d) O O
o O « O\ @) @) O O O B\ (O O
c d vy O ) \cat+dy O c d O 6) \O cp+dsé
Exemple
1 2 35\ (3 9 3 5 1 2 (38 1
7 =1 )\ 0 2 /) \ 21 33 0 2/)'\7 -1 ) \ 14 -2
cos(rt/12) = @ (et on s’en fout),
cos(7t/7) ~ 0,901 41073 pres (mais évidemment, ¢a ne sert a rien, on est en maths).

A

\ - Sachant AB =
2 BC =

CD=
5} calculez l'aire du
rectangle gris.

I
o U o

D
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La relation || définie sur Z par V(a,b) € Z2, (a||b) < (a|b ou b|a) est elle une relation d’ordre ? d’équivalence ?
La relation | définie sur Z par V(a,b) € Z2, (a||b) < (a|b et b|a) est elle une relation d’ordre ? d’équivalence ?
On commence par celle en ou et on teste quatre propriétés.
Quand le résultat est « évidemment vrai », je ne détaille pas.
Et quand il est évidemment faux, je donne un contre-exemple.

Réflexive oui (a|laouala)
Symétrique oui (a|b ou bla) = (bla ou a|b)
Transitive non | (2]|6) et (6]|3) mais rien entre 2 et 3
Antisymétrique | non (2]|6) et (6]|3) mais 2 # 6
ni ordre ni équivalence

La négation d’antisymétrique n’est pas « symétrique », c’est juste « il existe a et b vérifiant (a]|b) et (b]ja) eta # b ».

Réflexive oui (a|a et ala)
Symétrique oui (alb et bla) = (b|a et a|b)
Transitive oui | (albetblaetalcetcla) = (alcetc|a)

Antisymétrique | non | (2[](—2)) et ((—2)]]2) mais 2 # —2
équivalence et pas ordre

En fait,si on a & la fois a|b et b|a , alors on a a = b (au signe pres).

C’est une relation d’équivalence qui regroupe les éléments deux a deux : chaque entier et son opposé.

On ne confondra pas les lois (calcul) et Ies relations (affirmation).
Lois Relations
+, x,U, N, A, A, et,ou, o, =, <, C, #, divise, ~, =, >, &
Avec une loi *, on peut calculer (a * b) *c.
Avec une relation R, peut on écrire (atb)Fic ? Essayez avec # ou avec « divise ».
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Une relation R sur un ensemble est “formellement” une application de E x E dans
{Vrai, Faux}. Pratiquement, on prend deux éléments a et b, et on dit (afRb) si a est ou non en
relation avec b
Réflexive Tout élément est en relation avec lui méme
Va € E, aRa
Transitive Les fleches se mettent bout a bout.
V(a, b, ¢) € E3, (aRb et bRc) = (aXRc)
Antisymétrique Il ne peut pas y avoir de fleches dans les deux sens
V(a, b) € E?, (aRb et bRa) = (a =)
Ce n’est pas la négation de “symétrique”.
Symétrique Il y a une fleche a I'aller il y a une fleche au retour
V(a, b) € E?, (aRb) = (bRa)
Ordre Relation réflexive, antisymétrique et transitive
un ordre peut étre total (V(a,b), a < boub < a)
ou partiel (3(a,b), a L betb L a)
Equivalence Relation réflexive, symétrique et transitive
la classe d’équivalence d’un élément a est I’ensemble des éléments en relation avec a : Cl(a) =
{x € E|aRa}
I'égalité = est a la fois relation d’ordre et d’équivalence.
Ces relations sur la MPSI sont elles réflexives, symétriques, anti-symetriques, transitives ?
a | avoir eu une fois la méme note en colle de maths que
b avoir le méme prenom que
C avoir les mémes initiales que
d ne pas avoir le méme prenom que
€ étre amoureux de
f avoir vote (lors des elections de delegues) pour
g venir du méme departement que
a | avoir eu une fois la méme note en colle de maths que
Réflexivité
Oui \ (sauf sil existe un éléve n’ayant eu aucune note)
Symétrie
Oui Si a a eu la méme note que b (en semaine )
alors b a eu la méme note que 4 (en semaine 1 justement)
Antisymétrie
Non On donne deux éleves a et b ayant eu au moins une fois un 15 (par exemple)
on a alors afth et aussi b¥a mais a n’est pas égal a b.
Remarque : Dans une classe de vingt et un éleves ot1I'éleve a n’a eu que des 0, I’éleve b que
des 1 jusqu’a I'éléve t qui n’a eu que des 20, la relation serait anti-symétrique !
Transitivité
a |12 |14 | 16
Non On doit bien pouvoir trouver une situation de ce type :| b | 12 | 15 | 17
c |13 |15 |17
Alors on a aRb et aussi b¥tc mais on n’a pas alc

Chaque fois que la réponse est oui, il faut une preuve solide avec des variables introduites. Par exemple pour la

transitivité.

Rappelons la définition

V(a,b,c) € E, (aRbet bRc) = (aRc)

et indiquons comment on rédige en maths (c’est & dire sans massacrer les symboles mais en rédigeant avec des

mots)
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| Quantification | Rédaction \ Remarque
Y(a,b,c) € E3 On se donne a4, b et c dans E IIs sont quantifiés
(aRb et bRc) = On suppose aRb et bRc Hypotheses
On traduit « 2 a eu une méme note que b »
= Raisonnement avec des mots
«a a eu une méme note que ¢ »
= (a¥c) On reconnait a¥c. Conclusion

Si en revanche le résultat est faux, il suffit de donner un contre-exemple.
Par exemple pour la réflexivité :

(m) = (Ela €E, a Ra)

On donne donc un vrai contre-exemple avec de vraies valeurs pour dire « lui ¢a ne marche pas ».

b | avoir le méme prénom que
Réflexivité
Oui \ Evidemment
Symétrie
Oui | Aussi
Antisymétrie
Non \ Ines a le méme prénom que Ines, mais ce n’est pas la méme Ines.
Transitivité
Oui \ Evidemment

Pour «avoir les mémes initiales que », on a encore réflexivité, symétrie et transitivité.
On a encore « non antisymétrie », avec nos deux Ines B.
Une autre année, il se pourra que tous les éléves aient leurs propres initiales, et elle sera alors antisymétrique.

d | ne pas avoir le méme prénom que
Réflexivité
Non Evidemment.
Sauf dans une société oli personne n’a de prénom, peut étre ?
Symétrie
Oui | Aussi
Antisymétrie
Non Si Enis n’a pas le méme prénom que Ines et que Ines n’a pas le méme prénom que Enis,
allez vous prétendre que Ines et Enis sont une seule et méme personne ?
Transitivité
Non Agathe n’a pas le méme prénom que Aurore.
Aurore n’a pas le méme prénom que Agathe.
Et pourtant Agathe a le méme prénom que Agathe (mais elle ne le sait peut étre pas).

e | étre amoureux de
Réflexivité
Oui | En tout bien tout honneur, le mariage entre vous méme et vous méme a-t-il été consommé ?
Symétrie

Non Vous avez dii vous rendre compte que a s’est pris un rateau aupres de b.

Non, je ne donnerai pas de noms.
Antisymétrie

Non Je pense pouvoir trouver deux éléves a et b (distincts) qui sont amoureux mutuellement.
En I’absence de couples formés, avec donc des fleches toutes a sens unique, le relation sera
anti-symétrique.

Transitivité
Non Enfin, la je n’ai aucun élément de preuve.
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f \ avoir voté (aux élections) pour

Réflexivité

Non \ Tiphaine n’a pas voté pour elle méme, puisque personne n’a voté pour Tiphaine.

Symétrie

recu plus de voix qu’il ne pouvait lui méme en donner.

Non Je connais un éléve qui a voté pour Joseph, et pour qui Joseph n’a pas voté. Car Joseph a

Antisymétrie

pour Emilie (liste commune !).
Oui. On ne connait aucun cas oil 2 a voté pour b et en méme temps b aurait voté pour

Oui? Non? Non. Peut étre a-t-on eu Emilie qui a voté pour Josh et dans le méme temps Josh qui a voté

a.

Transitivité

Oui? Non? J'essaye d’imaginer le contre-exemple. Emilie vote pour Josh (et Quentin). Josh vote
Emilie. Mais Emilie n’a pas voté pour elle méme.

pour

Pour « venir du méme département que », la relation est évidemment réflexive, symétrique, transitive, mais pas

antisymétrique (je suis stir que Mahmoud et Maryem viennent du méme département).

11 reste un doute pour « réflexive ». Naima vient du lycée Louis Pasteur a Lagos qui n’est dans aucun département.

A moins que le Nigeria ne soit subdivisé en départements (sur Wikipedia, j'ai trouvé 36 états plus Abuja et 774 « zones de

gouvernement local », mais pas de département).

1- (un:()(%> etbn:o<%)):><an+bn=o<%)>
o (an:O(%) etbn:0<%))=> “n“‘bnzo(%))
Q Vrai ou faux : “6- (anZO(%) ebbn =10 %>) = (an—f—bn: (%)>

-4- (un:

-5- <an:

-6- (an =o(n?) et b, = o(n)) = (Z—Z =o(n

Rappel :a, = o(ey) signifie g—" tend vers 0 quand n tend vers +oo.
n
En particulier, 2, = o(1) signifie que a, tend vers 0.

a, = 0 (—) signifie que « méme n.a, tend vers 0, et donc a plus forte
n
raison, a4, tend vers 0 ».

. .. An 2
a, = O(ey) signifie — est bornée.
en

- CEOEDEO)EICETE0)

VRAI

an +by, _ ay n b,
1/n 1/n 1/n

tend vers 0.

£ (s =0(@)ettn =o(t)) > (st = 0(3))

VRAI

an + by an

1/n 1/n 1/n

b
En effet = 2 + L estla somme d’une suite bornée et d’une suite de limite nulle (donc bornée).

e (en=0(%) etba=0(L)) = (an+ba=0(}))

VRAI

an + by n by 1 ay b,
n eftet 1/n 1/n+1/n n 1/n2+1/n

On dira aussi que tout O (%) estun o (%) (les bOTZae

1
tendent vers 0 plus vite que p

- (= 0(2) etbu=o(2)) = (anbr =of

VRAI
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an.b ap, b o . :
u g =" 3 .—~ on a un terme borné et un terme de limite nulle. C’est « limite nulle » qui 'em-
1/n 1/n% 1/n

En effet, dans
porte.

(o =0(E) et =o(1]) = s =03
VRAI
Si le terme est un o(c;) (le quotient tend vers 0), alors c’est a fortiori un O(c;,) (le quotient est borné).

On peut écrire 0(c,) = O(c,). Ouméme o(c,) C O(cy). On évitera o(c,) = O(cy) car « une seul sens d’implication
est vrai ».

-6- (an =o(n?)etb, = o(n)) = (i—: = o(n))
FAUX

n

Par (contre)-exemple a, = b, = v/n. On abien /n = o(n?) et \/n = o(n) °. Et le quotient D Gaut 1.

n

Et on peut faire encore pire avec des choses sans limite a la fin.

<372 1[On prend 'ensemble des suites réelles jamais nulles. On définit la relation (a,) est équivalente a (b,) notation

an

by

. a .
Réflexivité. On se donne une suite (a,), on constate que le rapport a—" vaut toujours 1. Il tend donc vers 1 quand n
n

ay ~ by sile rapport — tend vers 1 quand 7 tend vers l'infini. Montrez que c’est une relation d’équivalence.

tend vers l'infini.

Symétrie. On se donne (a,) et (b,). On suppose 4, ~p—4o0 by.
n
by

, . by 1
Il s’ensuit que L converge vers o

n
On reconnait b, ~ a,,.

On traduit que —— converge vers 1.

Attention :

Transitivité. On se donne (ay,), (by,) et (c,). On suppose a4, ~n— 400 Uy €t by ~p—s oo Cn-

. a b
On traduit que b—” et C—n convergent vers 1.
n n

an
by

On reconnait a,; ~;— 400 Cn.

On multiplie : - x é converge vers 1 x 1.

En notant Q) I'univers des humains, et 7(a, t) la proposition « tromper a & l'instant ¢ », que signifie
Va € Q, I(to,...tog) € RI, Vi € range(999), t; < t;y1, Vi € range(1000), T(a, t;)

VA C Q, (Card(A) = 1000) = (\m €A 3 eR, 1(a, tu)>
VA C Q, (Card(A) = 1000) = (\m € A, VT CR, ((Card(T) >1000) = (It, € T, 7(a, ta))))

Prenez un chewing-gum, Emile !

9. on note au passage que 'égalité utilisée ici n’est pas transitive... étonnant, un peu comme ces « +C » avec la constante C qui peut
changer de ligne en ligne

e e Y P LY )
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Preuve du théoréme de
Pythagore par Bhaskara de
Bijjada Bida (12eme siecle)

Démontrez le théoreme de Py-
thagore, par la méthode de

@] Bhaskara.

Assembons les ;
piéces autrement.
® boa
a
® b
Isolons le carré
de coté a.
Nommons déja les trois cotés a b
classiquement a, b et c.
P a
Le carré central (car c'en est un)
a pour cbté b-a.
Le le sous sa forme @ . .
puzz “ f Sous la forme finale, son aire est a” + b>. @
initale a pour airve c?.

1
Calculez/ 2.2t dt.
0

L’application est continue, l'intégrale existe. On écrit en fait t2.e (1), et on integre deux fois par parties.
| t [ =] 2t |

o In(2) |et on refait de méme.

In(2)

ot — Et' In(2) >

Ou alors par méthode a priori 1

10. 1a ot elle vous déroute par rapport a la terminale, c’est que ce n’est pas « résoudre « ou « calculer », mais « »prendre l'initiative de tenter
une primitive de cette forme »... putain, que c’est nouveau et original...
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on pose une primitive sous la forme prévisible : t — (a.t> + b.t + c).etn(2)
on la dérive : t — (2.a.t + b).2! + (a.t?> + b.t +¢).In(2).2".
on lui demande de valoir t — t2.2! :a.In(2) = 1
24+1In(2).b=0
b+cIn(2)=0
on trouvea, betc,

2 2.t
pour étre rigoureux, on propose/on vérifie t (ln(t) T @) +

2 t
(1n(z))3)'2
mais tout a été fait pour ca
Ont 2 — 4 + 2
T InR) - @) " (n(2)?

ad0: ] Simplifiez (a +b+c)2+ (a+b—c)>+ (a—b+c)?>+ (—a+b+c)2
Simplifiez (a +b+c)*+ (a+b—c)*+ (a—b+c)*+ (—a+b+c)*

Simplifiez ) (e1.a1 + ...+ €n.2y)° Ot les ay sont des réels donnés.
(e1,-.6n)e{-1,1}"
(a+b+c)>= [a®>+b>+? +2ab+2.ac+2bc
(a+b—c)>= | a®>+b*+> +2ab—2.ac—2bc
(a—b+c)>= [ a>+b>+c®> —2.ab+2.ac—2bc
(—a+b+c)?>=]a®+b2+c* —2ab—2.ac+2bc

La somme vaut 4.(a? + b* + ¢2). Tous les double-produits se sont effacés.

Enpartantde (a+b+c)* = a* + b* + * +4.(ab® +adb+a.c® +a.c+b.c® + bP.c) + 6.(a>.b? + a>.c> + b*.c?)
+12.(a.b.c? + a.c.b? + b.c.a®) et en changeant des signes, on aboutit a :
(@a+b+c)*+@+b—c)+(a—b+c)* +(—a+b+c)* =4.(a* +b* +c*) +24.(a®.b* + a®.c* + b*.c?)

IIn’y a pas de belle généralisation.
En revanche, en attaquant par récurrence, on peut montrer :

(a)? + (—a)* = 2.4°

(a4+Db)>+(a—b)?+(—a—b)>+(—a+b)?=4(a>+1%
(a+b+c)?+(a+b—c)?+(a—b+c)’+(—a+b+c)>+(—a+b—c)*+(—a—b+c)*+(—a—b—c)?+(a—b—c)? =8.(a®> + 0> +¢?)

L (1.1 + ...+ enn)® =2".((a1)* + (a2)* + ... + (an)?)
(e1,en)E{~1,1}"

avec 2" termes dans la premiére somme.

IRV |19 Qui est le plus grand ? 3™(2) ou 2(3) 2
IIs sont égaux. Calculez leur logarithme.

QO Calculez (x — x%)’ (a positif fixé) et (a — x*)' (x positif fixé).
Q Donnez le maximum de x — x1/% sur R**.

(x — x%) = (x — a.x*"1) classiquement .
(a+— x°)" = (a — e*"()) = (g +— In(x).x") ne pas oublier le logarithme.

In(x)
=€ x .

. .. 1
On écrit xx

In(x)

x
mum. On dérive, on dresse un tableau de variations. le maximum est en e. Et il vaut /e dont on n’a pas grand
chose a dire.

. . . 1 . . .
Comme l’exponentielle est croissante, le maximum de x — xx est atteint quand x —— atteint son maxi-
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On m’a dit : «2¥/3 = 32/% . Mais que vaut alors x/3? 4 50

+ 3 4 6
Si, je sais calculer ! C’est juste que ce calcul n’est pas en base 10. + 6 5 1
Alors,il est en base combien ? = 1 1 1 7

2
L’équation 2*/3 = 32/* donne, en passant au logarithme : a4 In(2) = ;.111(3).
,  6.In(3)

On récupere par produit en croix : x nQ)

(deux solutions pour x).

On termine : | x

Posons 1’addition en notant b la base

1
(4.n% +5.n) + (3.n%

On simplifie n® = 12.n> + 13.1.
On élimine la solution n = 0 (c’est quoi la base 0 ? riens).
On élimine aussi —1 et il ne reste que
On vérifie :e unités : six plus un égalent sept
e b-aines : cinq plus quatre plus cing égalent quatorze, je pose un et je retiens une treizaine,
e b?-aines quatre plus trois plus six plus une retenue égalent quatorze : je pose un et je retiens un.

+ RN W
S ROk G

0
6
1
7
6

4n+6)+ (61m* +5n+1) = (n*+n’+n+7)

1_ d ° t Pvth . a, b = ’15’, ’5?
§ 1- Que donne ce script en Python : print (a+b)
: a, b =15’, ’5’
2- Que donne ce script en Python : print(a-b)
. a, b =15, 5
_ Python :
3- Que donne ce script en Python print (a*b)

L'exécution de #1 donne 155, car ici a et b sont des chaines de caracteres.
L’exécution de #2 donne une erreur, car ici a et b sont des chaines de caracteres.
L’exécution de #3 donne 1515151515, car ici a est une chaine de caracteres et b un multiplicateur.

Multiplier une chaine de caracteres par 2 c’est la dupliquer.
Ici, on la multiplie par 5.

La prof de maths veut qu’on s’intéresse aux cubes de son cours. Son colleque Iui présente “"Legons” de Darboux, aprés avoir montré Bézout
(Thales reste a faire), mais il préfererait changer les maths (il aime les maths bien choisies). Les étudiantes réclament des chambres pour
leurs maths ; elles trottent dans les facs et ne trouvent pas les maths débiles. Des étudiants s’entrainent a calculer en cent legons.

Un dernier calcul et on s’en va, méme si personne n’est jamais assez fort pour ce calcul.

La prof de maths veut qu’on s’intéresse aux cubes de son cours. Son collegue lui présente “Lecons” de Datboux, apres avoir montré Bézout
(Thalés reste a faire), mais il préfererait changer les maths (il aime les maths bien choisies). Les étudiantes réclament des chambres pour
leurs maths ; elles trottent dans les facs et ne trouvent pas les maths débiles. Des étudiants s’entrainent a calculer en cent lecons.

Un dernier calcul et on s’en va, méme si personne n’est jamais assez fort pour ce calcul.

45: 1 Un cadeau des fréres Deslandes” : tous les jours de la semaine, un garcon sort de I’école a 16 heures, et sa mere
vient le chercher en voiture (elle arrive a seize heures pile et le raméne a la maison). Un jour, le garcon finit a
15 heures et n’a pas envie d’attendre. Il avance sur le chemin du retour. Sa meére qui n’était pas au courant part
normalement en voiture (vitesse constante), le croise et le rameéne alors immédiatement a la maison. Ils arrivent
dix minutes plus tot que d’habitude. Combien de temps le garcon a-t-il marché ?

a. il y a eu trois freres Deslandes, venant de Blomet, passées par la MPSI2, ayant intégré ENS, Mines de Nancy et ENS encore ; 1’ainé
ayant collé en MPSI2, exercé dans les banques puis devenu prof, et les deux extrémes ayant publié un livre d’exercices de mathématiques
originaux chez Ellipses avec préface de Cédric Villani

Solution telle que rédigée justement par Guillaume ou Clément :
La bonne question a se poser : a quelle heure le petit gargoon a-t-il rencontré sa maman sur la route ?
Sa maman a fait un trajet de dix minutes plus court que d’habitude.
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Elle a donc fait demi-tour cinq minutes plus t6t que d’habitude, c’est a dire non plus a 16400 mais a 15k55.
Le petit garcon a donc marché 55 minutes.

T 1
*| Résolvez cos") <§> =3 d’inconnue entiére n.

Les dérivées successives du cosinus sont connues :| cos | —sin | —cos [ sin |et on recommence.
On a donc 7 7
(T 1 ((7Ty_ _V3 @ (7y_ 1 (4) (%) _ _V3
cos (3) 2 cos (3) 2 cos (3) 2 cos (3) 2
] non \ non \ oui \ non \
et plus généralement
@h (T _ 1 (aksn) () _ V3 (he2) (7Y _ _1 (kr2) (T} _ V3
cos (3) 2 cos (3) 2 cos (3) 2 cos (3) 2
] non \ non \ oui \ non \

Onadonc[S: {4.k+2|k€IN}]

Rappel :les réponses| S = {4k+2} | ou | S = {4k +2} k € N |sont erronées, et montrent qu'il vous reste
un peu de chemin a faire pour maitriser les notations mathématiques.

C’est normal, et ce n’est pas grave.

Ce qui est grave, c’est de croire que vous les maitrisez, ou pire encore, de dire « bah, S = {4k +2 | k € N} et
S = {4.k+2} | k € N c’est pareil ».




