LYCEE CHARLEMAGNE

Lundi 22 septembre
MPSI2

S L’équation 4* + 4% + 2* = 1 admet une solution assez évidente : c’est —1. Montrez que c’est la seule sur IR.
Mais quelle est la solution réelle de 1’équation 4* +4* +2* =57?

Q On pose pour tout n : a, = 2" +2.(-1)" et b, = 2"T! 4+ (=1)". Trouvez M vérifiant Vn, ( O+l > =

bn+1
an
M( b, >

a20
Pour représenter deux ensembles et leur intersection,
j'ai tracé deux cercles de méme rayon, chacun passant
par le centre de l'autre. J'ai noirci l'intersection. J'ai
grisé ce qu’on appelle la différence symétrique (celle du
. aire en gris
ou exclusif). Quel est le rapport PIECH&TS
aire en noir
2.k—|—1>1 2.k—|—1>2_.k
3. ] 2k—1 2k—17 2k
<321 Un éleve a écrit sur sa copie « pour k dans IN* : ».
2k+1 2.k
<
2.k 2k—1
Que doit-on en penser ?
a4v

A

Quelle est la longueur de la grande diagonale [A, B].
Quelle est la longueur de sa partie « en bleu » dans le
cube du milieu ?

2 2
2 Calculez / V4 —x2dxet / V4 —2%dx.
0 0

In(2++/3) —In(2—+3) - V3
In(2)

L'une vaudra 2. et 'autre 71.

Résolvez le systeme logx(y) + logy(x) = ? et

x.y = 256 d’inconnues x et y dans R™* (rappel
y=log,(x) & a¥ =x).

3 Donnez moi un entier ayant exactement 15 diviseurs.

On est dans rang(53) pour ’addition et la multiplica-

tion modulo 53. L'équation x> + 2.x +2 = 0 a pour

discriminant —4. L’éleéve dit « A est négatif, elle n'a

donc pas de solution ». Il n’a rien compris ! A a une
B racine carrée assez évidente ! Résolvez I’équation.

<52 I Combien des racines sixiémes de 1 -+ i ont une partie réelle positive ?




Extraits de « How to solve it »
de George Pélya (1887 - 1985)

Comprendre le probleme

En premier lieu, il faut comprendre le probléme et son énoncé.
Quelle est 'inconnue ?

Quelles sont les données ?

Quelle est la condition ?

Est-il possible de satisfaire a la condition ?

La condition est-elle suffisante pour déterminer 1'inconnue.
Est-elle insuffisante ?

Redondante ?

Contradictoire ?

Dessinez une figure.

Introduisez la notation appropriée.

Distinguez les diverses parties de la condition.
Pouvez-vous les formuler ?

Concevoir un plan

Avez-vous déja rencontré ce probleme ?

Ou bien avez-vous rencontré le méme probleme sous une forme légerement différente ?
Connaissez-vous un probléme qui s’y rattache ?

Connaissez-vous un théoreme qui puisse étre utile ?

Regardez bien l'inconnue et essayez de penser a un probléeme qui vous soit familier et qui ait la méme
inconnue ou une inconnue similaire.

Voici un probléme qui se rattache au votre et que vous avez déja résolu.

Pourriez-vous vous en servir ?

Pourriez-vous vous servir de son résultat ?

Pourriez-vous vous servir de sa méthode ?

Pourriez-vous énoncer le probleme différemment ?

Reportez-vous aux définitions.

Pourriez-vous imaginer un probleme qui s’y rattache et qui soit plus accessible ?

Un probleme plus général ?

Un probleme plus particulier ?

Un probleme analogue ?

Pourriez-vous résoudre une partie du probléme ?

Ne gardez qu’une partie de la condition, négligez 1’autre partie ; dans quelle mesure 1'inconnue est-elle
alors déterminée, comment peut-elle varier ?

Pourriez-vous tirer des données un élément utile ?

Pourriez-vous penser a d’autres données qui pourraient vous permettre de déterminer I'inconnue ?
Vous étes-vous servi de toutes les données ?

Vous étes-vous servi de la condition toute entiere ?

Avez-vous tenu compte de toutes les notions essentielles que comportait le probleme ?

Mettre le plan a exécution

Il faut donc savoir faire preuve de patience, ne pas se décourager et si vraiment cela est nécessaire, changer
de méthode.

En mettant votre plan a exécution, vérifiez-en chaque détail I'un apres l'autre.

Pouvez-vous voir clairement si ce détail est correct ?

Pouvez-vous démontrer qu’il est correct ?

N’oubliez pas d’écrire clairement la réponse a la question posée !

Mettez-la bien en évidence.

Revenir sur sa solution

Pouvez-vous vérifier le résultat ?



Pouvez-vous vérifier le raisonnement ?

Pouvez-vous obtenir le résultat différemment ?

Pouvez-vous le voir d'un coup d’ceil ?

Pouvez-vous vous servir du résultat ou de la méthode pour quelque autre probleme ?

T
<62 1 © Retrouvez a et b sachant que la maximum de x — a.cos(x) + b.sin(x) vaut 6, atteint en -

I&I On constate : 153 = 13 4+53+33, 371 = 33 + 73 + 13,370 = 33 + 70 4 3. Ecrivez un programme Python qui
cherche les nombres a trois chiffres égaux a la somme des cubes de leurs chiffres.

A= i ") B= i )
B k=0 k) B k=0 k)
A ,
C= Z <,).a’ D= Z <n>.a’
o<i<ksn \! o<icken \K
Attention aux variables de sommation, et surveillez les sommes doubles.

Calculez ces variations sur le bindme

I J'ai croisé la preuve suivante de l'irrationalité de v/3 ; hélas, elle est en anglais. Help me.

\2.’3 —a

Assuming a?> = 3.b% and that the sides of the triangles
are as shown in the diagram, that of the triangle in the
center equals 2a — 3b so that Carpets Theorem implies
(2.0 —3.b)? = 3.(2.b — a)?, implying the possibility of the
infinite descent.

Ah, le théoreme des tapis (you may use it or not, as you
J like), c’est “If two carpets of equal area overlap, then,
) the overlap aside, their remaining parts have equal areas”.

Mettez tout ¢a en forme et en frangais. Bref, rédigez la
(e preuve.

Soit * une loi associative sur un ensemble E

(V(a,b,¢), (axb)xc=ax(bxc)).

Passez de ((axb)xc)x (dxe)a (ax (bx(cxd))) xe

(combien d’étapes ?).

Soit * une loi associative et commutative. |

Passez de ((a*b) xc)xda (d«(cx(bxa))). Corpus hypercubus (Salvador Dali
[210s JPassez de ((axb)xc)«da ((d*c)*b)xa. 1954)

it ] & Le polynome X3 + . X2 + #.X — 1 a pour racines cos(a), cos(b) et cos(c). Calculez sin(a + b + c).

I&I Résolvez x> — x +1 = 7 dans Z /7.7 (entiers de 0 & 6 pour les lois modulo 7).

w132 I 1a relation “avoir une voyelle en commun avec” sur I'ensemble des noms de la MPSI2 est elle réflexive, symétrique,
antisymétrique, transitive ?
Définissez une relation d’équivalence sur les entiers de 1 & 10 dont les classes d’équivalence sont {1, 3, 5, 7},
{2, 4, 6, 8}, {9, 10}.



Iﬂl Retrouvez les stations de métro dont voici les anagrammes (Nord-Est) :
Léger aphte. Cul albinos. Trique. Cet urinoir a con. Un livre s’inscrira alphabétiquement. Pacte des elfes.

lwtde I Montrez que log;(5) + log;(3) est irrationnel.

(n)
Q On définit f = x — x~1/2. Calculez f(") pour tout n. Montrez : f n'(l) =(—1)"

a Vx € R, cos(x) =1= x =0 [rx]
b V(a,0) € R?, (|6] = || [2.71]) = (cos(8) = cos(a) [2.77])
2162 Vrai ou faux : c V(a,0) € R?, (0] = |a] [2.71]) < (cos(#) = cos(a) [2.77])
d

(w0) € (R - {2.k2+1

ke Z})?, (0=an]) o (tan(8) = tan(a) [2.7])

50
<172 I Résolvez le systeme log, (v) + logy(x) =% et x.y = 256 d’inconnues x et y dans R™* (rappel y = log,(x) < a¥ = x).

w182 I Résolvez l'équation x2 + (1 — 5.i).1/2.x = 24 d’inconnue complexe x.
Résolvez I'équation €% + (1 — 5.i).1/2 = 24.e~% d’inconnue complexe z.

w192 I Résolvez 2.22 + (3.i—7).z+5—5.i = 0 d'inconnue complexe z.

2 b2
a et b sont les racines de X?> — 5.X + P (P non nul). Calculez % + e

21> I

I~0) Exprimez cos(4.7t/5), cos(6.71/5) et cos(9.7t/5) en fonction de cos(7t/5) (noté c).
I~1) Exprimez cos(2.7t/5), cos(7.71/5) et cos(8.7t/5) en fonction de cos(3.7t/5) (noté ).

[~2) Résolvez dans C I'équation z° + 1 = 0. Calculez la somme des racines, puis déduisez : ¢ + 7y = 5
I~3) Déduisez que c et 7y sont les racines de 4.X? — 2.X — 1, et explicitez c et 7.

I~4) Démontrez que V5, c et v sont irrationnels.

I~5) Montrez pour k dans N — 5.IN : cos(k.7t/5) & Q.

I1~0) On considere la suite Uy(X) =1, U3 (X) =2.X etVn € N, U,12(X) = 2. XU, 11 (X) — Uy (X).
Calculez U, (X) pour n dans range(6) (tableau,).

II~1) Montrez que pour tout 1, U, est un polyndme, a coefficients entiers, de degré n, dont vous donnerez le coef-
ficient dominant.

II~2) Montrez pour tout n : U, (—X) = (—1)".U,(X), exprimez ce résultat en termes de « fonction pair/impaire ».
I1~3) Calculez U, (1) et U,(—1) pour tout n.

II~4) Rappelez la forme factorisée de sin(a) + sin(b) et simplifiez cos().sin((n + 2).6) —sin((n +1).9).

II~5) Déduisez pour tout n et pour tout x de R : sin(0).Uy,(cos(0)) = sin((n + 1).0).

II~6) Déduisez que U, admet # racines réelles distinctes que vous préciserez et donnez l'expression factorisée de
Uy, (X) (vous pourrez changer de variable en 0 = Arccos(x), mais gare au domaine, et attention pour la forme factorisée).

X
III~0) Pour tout n, on définit : V,(X) = U, (E) Calculez V;,(X) pour n de 0 a 5 (tableau).



n
I~1) On pose V,,(X) = ) _ #n - X¥. Montrez que tous les 1, ; sont dans Z ; que vaut iy, ?
k=0

III~2) On considére que x est une racine rationnelles de V}, d’écriture irréductible x = g (p dans Z, q dans N*, sans

n—1
facteur commun avec p). En considérant g".V}, (g) et q.( Z ynrk.pk.qnflfk) montrez : q = 1.
k=0

1 1
III~3) Montrez que les seules racines rationnelles de U, sont dans { ~ 5 0, E}'

IV~0) Pour quelles valeurs de  le réel cos (ni—rifl) est il rationnel ?

IV~1) Montrez que cos (niil) est irrationnel pour n strictement plus grand que 2, k dans range(1,n+1) et p——

irré-

T k
irréductible. Montrez que cos (m) est irrationnel pour 7 strictement plus grand que 2, k entier et ——
ductible.

V~0) Montrez Vx €] — 1, 1], V1 — x2.U,(x) = sin((n + 1).Arccos(x)).
V~1) Déduisez Vx €] — 1, 1], (1 — x2).U},(x) — x.U,(x) = —(n+1).cos((n + 1).Arccos(x))
(1—x2).U,” (x) — 3.x.U,(x) +n.(n +2).U,(x) =0
n
V~2) On pose U, (X) = Z )Ln,k.Xk,
n k=0 n n
montrez : Y k.(k—1). A, x* 2+ Y (k.(1 — k) + n.(n +2)) A 2 = 3. ) ko px,
k=0 k=0 k=0
1)k /n—k
V~3) Déduisez A,y o = ) .<" )./\nlo. Explicitez Uyp.

22k k
V~4) Ecrivez une procédure Python qui pour 7 donné retourne la liste des coefficients de U, (int -> list of int).

Soit f une application de E dans F.
Montrez que f est injective si et seulement si f(ANB) = f(A) N f(B)
pour tout couple de parties A et B incluses dans E.

Rappel f(A) = {f(a) |a € A} Attwbyel  HH=bdo

si  x irrationnel

nel, c’est évident, et pour x irrationnel, c’est V2 — (\@ — x)). Il en déduit que f est bijective (de R dans R).
Montrez que f n’est pas injective, ni surjective, pourtant.

© On définit f = x — { \/Ex_ N si. x rationnel I Un éleve affirme apres calcul : f o f = Id (pourx ration-

w242 0 soit f de E dans E. Montrez que f est injective si et seulement si f o f est injective.

<252 I Montrez que 'application 1 — cos(n + v/2) est injective sur Q. Montrez que 6 — cos(f) n’est pas injective sur
Q.

a262 ] L'application trinome — (nombre de filles, nombre de lunettes) est elle injective de I’ensemble des trindmes de
MPSI2 vers IN? ? Et 'application trinome — (nombre de filles, nombre d'eleves dont le nom commence par B) ?

72 produit de deux applications injectives de R dans R est injective : la preuve

fla) # f(b)

V(a, b) € R?, (a #b) = et = (f(a).g(a) # f(b).g(b)).

gla) # g(b)

Le produit de deux applications surjectives de R dans R™ est surjective. La preuve :

je prends b dans R*, alors par surjectivité de f : 3a € R, f(a) = /b et par surjectivité de ¢ : 3a € R, g(a) = Vb.



On multiplie : f(a).g(a) = vVb.v/b = b.

Ou sont les erreurs ?

<282 1© - a - Combien existe-t-il d’applications surjectives de MPSI2 dans IN ?
- b - Combien existe-t-il d’applications surjectives de MPSI2 dans { MPSI2} ?
- ¢ - Combien existe-t-il d’applications surjectives de MPSI2 dans @ ?
- d - Combien existe-t-il d’applications surjectives de MPSI2 dans MPSI2 ?
- e - Combien existe-t-il d’applications surjectives de MPSI2 U {Sucri} dans MPSI2?
- f - Combien existe-t-il d’applications surjectives de @ dans & ?

2001 L’application f associe a un entier naturel 7 la somme des carrés de ses chiffres en base 10.
f est elle injective de IN dans IN ? f est elle surjective de IN dans IN ? f est elle croissante de IN dans IN ?

Débrouillez vous pour que 'application ( ; > — ( ! g ) . ( ; ) ne soit pas injective de R? dans lui méme.

st elle alors surjective ? Si non, déterminez son ensemble image (droite d’équation a préciser).
Est elle al tive? S dét bl droite d’ t

Débrouillez vous pour que I'application ( ; ) — ( ! ; > . ( ; ) aille de Z? dans lui méme (combien de

choix possibles ?).

Débrouillez vous pour que 1'application < ; ) — ( 1 g > . ( ; ) aille de Z? dans lui méme et soit bijective.

<312 I Soient a et b deux réels positifs ; qui est le plus grand : la moyenne arithmétique de leurs inverses ou l'inverse de
leur moyenne arithmétique ?

1 1
<3221 Calculez Arctan (;) + 2. Arctan (5) (et sa tangente pour commencer ?).

Hitan(0) _ s
"1—i.tan(f) '

. o o 1+t . L
Déterminez partie réelle et partie imaginaire de T " utilisant la quantité conjuguée. Retrouvez les formules

Q t est un réel fixé, 6 est un réel de | — 7t/2, t/2[. Montrez

en arc moitié.

& Un parallélépipede rectangle pour volume ~ l. ~. Sa surface latérale vaut 96¢m?. La somme des longueurs de
ses arétes vaut 48cm. Calculez ses dimensions.

<352 I Résolvez x* +12.X = 5 d'inconnue X sachant qu’il y a deux solutions dont le produit vaut —1.

<362 Isachanta +b+c=1,a2+b>+c? =2eta’+ b+ 3 = 3calculez a* + b* + c* (mais déja aussia.b +a.c + b.ceta.b.c).

w3z do L'équation x> + b.x + ¢ = 0 d’inconnue x admet pour racines « et 8. Donnez (sous forme développée) I'équation
polynomiale de racines a2 et 2.




L’équation x3 + b.x? + c.x + d = 0 d’inconnue x admet pour racines «, § et y. Donnez I'équation polynomiale de
racines a? et B2 et 2.
Donnez 'équation polynomiale de racines «., a.7y et S.7.

1

1 ji 1
I&lﬁ?Sachama—i—b—kc—4 a2 + b2+ 2 —20et7+b—|—ff6calculeza.b+a.c—l—b.ceta.b.c.

Donnez le polyndme de racines a, b et c. Calculez a, b et c.

3921 & On va prouver que i (de carré —1) est en fait un réel. Considérons I’équation x = e¥7/2.

le complexe i en est évidemment racine.

x.71/2 X2 71/ . Eex'”/z.mz_n./z

Mais si x est racine de x = e ,onadoncx =¢° " puisx =¢ et recommencer.

L7
T 2.8
ped e
7-¢2

On va donc poser a = e2- avec une infinité de termes. Sachant co = oo + 1, a est solution de I'équation.

On identifie : a = i. Et i se construit donc avec uniquement des réels...
2 A
Résolvez : { L; i I; -~ g ‘ d’inconnues a et b dans R.
a b _ 3
Résolvez : o+ 2 =2 d’inconnues a et b dans R.
a + b = 2

<412 I On raisonne avec les entiers modulo 13. Donnez la liste des opposés et des inverses, et des carrés.

| entier | 0] 1] 2| 3] 4| 5 | 6 | 7 | 8] 9] 10 | 11 12
opposé
inverse
carré

Résolvez les équations et systémes suivants :

o 2 o 2 _ X +7y = 0
2x+1=4 x*+6x=0 x“4+6x=7 { 3x 45y = 0
x +2y = 5 x +7y = 5 4x +7y = 5 x +y = 5
3x 45y = 2 3x +5y = 3 x +5y = 2 X2 o4yt = 2

L’équation x2 + 7.x == a une racine double. Retrouvez la ainsi que la tache.

R 6.x +2y = 5 . . N
Montrez que le systéme { 5x 46y = 2 a plusieurs solutions (combien ?).
Ajustez I'étoile pour que X 4y = X ait plusieurs solutions
x 8y = 2 ’

x> +10.x% +4.x + 11 = 0 a pour racines a, b et c. Calculez a* + b* + c? puis a° —|—b3+c3.
Qui est alors I’équation (a coefficients entiers) dont les racines sont a1, b=! et ¢~

wx2:] Q& Le polynéme X" — n.X" 1 + ...+ (—1)" admet n racines réelles positives. Trouvez les.
A priori, il manque plein de coefficients, donc on ne peut pas conclure. Mais rappelez 1'inégalité de convexité

a+...a
,"/al...un<¥
n

et indiquez quand il y a égalité.

1/x

Pouvez vous confirmer que x — x*/* admet bien un

maximumenx = e ?

En utilisant le module random, simulez un dé dont les

six faces ont pour valeur [1, 1, 3, 5, 5, 10].

Simulez l'expérience : lancer ce dé jusqu’a ce que la
somme des valeurs obtenues dépasse 100.

<442 1O Sachant que 4 et —3 sont solutions, résolvez : x* — 8.x3 — 3.x2 + 82.x — 24 = 0 d’inconnue complexe x.

cos(b) = 20 et cos(c) = 275, combien de valeurs différentes peut avoir cos(a + b +¢) ?

245> | © Sachant cos(a) = 29

g/




A partir de quelle valeur de n l'entier n! est il divisible par 2021 ?
(2.n)!

Pour quelles valeur de n I’entier —r est il divisible par 2021 ?

tzso g5
+ 4 3 7 7 4 6 5
Posez ces opérations, sachant qu’on tra- + 1 2 1 et . et 2 6 1 4
vaille en base 8 : + 6 5 0 i A = ?
= ?
’ = ?

<482 & est un réel fixé. Résolvez l'équation x2 — (¢* + e~ %).x + 1 = 0 d’inconnue complexe x.

I&l} Ce jeu s’appelle Jump. Vous pouvez en deviner par vous méme la régle si je vous dis « démarche du cavalier

aux échecs » :

1 5120 17112

: 1 13 . -
1T
5 & 15 17 . & 19 . 1 M M * M 6

13 9%& 71 [14 19
17T ] I :

WX -

5 3. 11 .20
' .15 8§ 3
1 [10] [36]7

7
1 11X [ 3 141 5 X 13
X 13
5 9 13 16 |25
311 4

<502 ] On sait : cos(6) = % Calculez cos(2.0) et cos(4.6).

1
On sait aussi cos(¢) = 5 Quelles sont les valeurs possibles de sin(6 + ¢) ?

<51 1 © On note a le réel d’écriture 0,12340123401234... (le motif 01234 se répete indéfiniment). Simplifiez 100000.a — a. Dédui-
sez a sous forme rationnelle p/g.

1
[e52e ] caleuter [ 21 F2
T o s rery2

... cos(a)+cos(b) . cos(a)—cos(b) . cos(a)+ cos(b) . ,
532 ] QO Simplifiez sin(a) + sin(b) et sin(a) —sin(b) puis — (a) —sin(b) (sans préciser les domaines).

<54e] L'opérateur + est il « distributif ?» : a4 (b+c) estilégalaa+b+c?

552 ] Exprimez cos(3.x) a 'aide de cos(x). Donnez un polyndme non nul a coefficients entiers de degré le plus petit
possible dont cos(7t/9) soit racine.

Un mathématicien va faire les courses.
Sa femme lui dit : “tu prendras un litre de lait et si il y a des ceufs, alors tu en prends six”.
Le mathématicien revient avec six litres de lait. Sa femme en déduit qu’il y avait des ceufs.

2562 1 © Montrez cos(2.71/5) + cos(3.71/5) = 0.
Montrez : V6, cos(3.0) + cos(6) = 2.cos(6).cos(2.0) puis cos(3.0) = 4.cos?(8) — 3.cos(8).
Déduisez que cos(7r/5) est racine de I'équation 4.X3 +2.X% —3.X — 1 = 0 d’inconnue réelle X.
Résolvez I'équation ci dessus. Déduisez la valeur de cos(7t/5).

7 | Comparez les propositions suivantes :



[a[V(ab)€E axb=0= (a=00ub=0) [V(ab)€E (a#0etb#0)=axb=0]7|
(B[ V(a,b)€E (a#00ub#0)=axb=0]V(ab)€E (a#0etaxb=0)=b=0]4|
Sont elles vraies ?

w58l Quel est le coefficient de a2.b.c dans (a.b + a.c + b.c)??
Quel est le coefficient de a®.b.c dans (a + b +c +d)*?
Quel est le coefficient de a.b.c dans (a +b +c)*?



i
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