LYCEE CHARLEMAGNE

Lundi 4 novembre
MP.SI.2

Quantification G est ’ensemble et * est la loi.
Une loi est une opération, qui prend deux éléments a et b et en calcule un nouveau,
qu’on note a * b si * est le nom de la loi.

Interne V(ll, b) € GZ, axbeG
Associative ‘v’(a, b, C) ~ Gs, (61 * b) X C = ax* (b * C)
Neutre deeG, VaeG, axe=exa=a

on prouve son unicité

ne pas écrire Va, de, axe =exa=a

Symétriques Vae G, deeG axa=axa=c¢e
la aussi, il y a unicité par &’ * a *
En option
| Commutative | V(a, b) - GZ, axb=>bxa |
Si possible, on évitera de confondre la loi (opération, action) et le résultat.
| addition + | soustraction — | multiplication x | division <+ | composition o |
| sommea+b | différence a — b | produita x b | quotient a/b | composée fog |
On ne confondra pas les lois (calcul) et les relations (affirmation).
Lois Relations
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Avec une loi *, on peut calculer (a * b) * c.
Avec une relation R, peut on écrire (afth)Rc ? Essayez avec # ou avec « divise ».

Une relation i sur un ensemble est “formellement” une application de E x E dans
{Vrai, Faux}. Pratiquement, on prend deux éléments a et b, et on dit (aRb) si a est ou non en
relation avec b

Réflexive Tout élément est en relation avec lui méme
Va € E, aRa
Transitive Les fléches se mettent bout a bout.
V(a, b, ¢) € E3, (aRb et bRc) = (aRc)
Antisymétrique I ne peut pas y avoir de fleches dans les deux sens

V(a, b) € E?, (aRb et bRa) = (a = b)

Ce n’est pas la négation de “symétrique”.
Symétrique Il'y a une fleche a l'aller il y a une fleche au retour

V(a, b) € E?, (aRb) = (bRa)

Ordre Relation réflexive, antisymétrique et transitive
un ordre peut étre total (V(a,b), a < boub < a)
ou partiel (3(a,b), a L betb L a)

Equivalence Relation réflexive, symétrique et transitive
la classe d’équivalence d’un élément a est ’ensemble des éléments en relation avec a : Cl(a) =
{a € E | aXRa}
I'égalité = est a la fois relation d’ordre et d’équivalence.

On définit sur R la loi (interne évidemment) : a x b = a.b + a + b (et commutative).
Montrez que —1 est absorbant (Va, a % (—1) =?).
Montrez que cette loi est interne sur R — {—1} (il faut donc vérifier a x b # —1sia # —1letb # —1).
Montrez que cette loi est associative.
Donnez son neutre, et montrez que tout réel différent de —1 a bien un symétrique (différent de —1, il faut aussi
vérifier ¢a).
Résolvez 2 x x = 3 d’inconnue x. résolvez 2 * x = 3 * x d’inconnue x.
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Voici une partie du tableau d’une loi de groupe sur E égal a {©, &, % }.

x | © | 3| %
© | %

b3

* Fos

Timothée dit « le neutre c’est % car on a %t * % = %*. Est ce logique ?

Myriam dit « non, on doit avoir Va, a x % = a, et ici, on ne 1'a que pour un a.

Timothée explique alors : « c’est un exercice classique : si on a &t * % = X et si on note ¢ le symétrique de %t et e
le neutre (inconnu a priori), alors on montre... ». Faites le taire, mais rédigez quand méme 'argument.
Maintenant qu’ils sont d’accord, complétez quelques cases du tableau.

Foaud a dit «logiquement, il ne peut pas y avoir deux fois le méme élément sur une colonne, il suffit de raisonner
par I'absurde en utilisant le symétrique... ». Faites comme le prof, rédigez sa démonstration au tableau. Et ajoutez
avec Solal « Pareil pour les lignes ».

Finissez de compléter le tableau, et constatez avec Elliot que la loi est alors commutative.

Que faites vous si Antoine demande alors « mais, comment étre spur qu’elle est associative ? », combien devez
vous faire de tests ?

® | 9|0

Recommencez l'exercice avec

oo ®
+O
&

Siiln’y a pas de neutre, comment voulez vous parler de symétrique ?

a+b si a<b

& Un professeur un peu pervers a défini la loi suivante sur N :a b = { ixb sinon

. Montrez que

cette loi n’est ni commutative, ni associative. Donnez son neutre a gauche.

Calculezax (ax* (ax(a...*a))...) (ntermes)et ((...(axa)*a)...)*a (n termes aussi).

Avec dix nombres 1, neuf symboles * et des parentheses, quel est le plus grand nombre que vous puissiez obtenir
(mieux que ((1%1) % (1% (1%1)))* (1% (1*((1%1)=1)))) par exemple).

Peut on avoir a x5 = b x 5 avec a différent de b ?

Peut on avoir 5 * a = 5 x b avec a différent de b ?

Une loi de composition” est dite
commutative si ¥ (a,b), axb = b x a (comme 'addition, la multiplication, mais pas la soustraction, ni l'exponentiation)
associative si ¥(a,b,c), (a*b)*c = ax (b*c), comme l'addition, la multiplication, mais toujours pas les autres

a. c’est a dire « un truc qui a partir de deux nombres en calcule un nouveau, comme l'addition, la soustraction, la division,
I'exponentiation ou que sais je encore)

I peut certes y avoir des cas ot1'on a a x b = b * a. Mais il suffit d"un cas ol1 ¢a ne marche pas pour tout casser.
2x3=2+3=>5alorsque3*2=3x2=6.
Il ne faut pas hésiter a prendre des valeurs.

ensemble
Complétez avec vrai/faux et d’éventuels contre-exemples R
ensemble loi interne commutative associative existence symétriques C
de neutre R
(droite/gauche
R axb=ax|b|
C a®b=">b
R a®@b=a+b+ab




[(1 %2) 3] [1x (2 *3)]

3 *3 1 *5

6 6
. raté, il y a égalité
Ony va au hasard : 2 1) 3 e (153

2 *3 2 *4
5 6

la c’est un contre-exemple

I&I Soit E un ensemble muni d’une loi interne *. Un élément <> de E est dit absorbantsiVa € E, ax ) = O xa = .

a4 >

a5

Montrez que si il y a un élément absorbant, alors il est unique.
Montrez que si (E, *) est un groupe, avec un élément absorbant, alors c’est lui le neutre, et E est en fait réduit a
I’absorbant <> tout seul.

Q On définit :a*b = a—;b

associative ? Y a-t-il un neutre ? Y a-t-il un élément absorbant ? Résolvez 1’'équation 10 * a = 43.

(coefficient binomial). Cette loi est elle interne sur IN ? Est elle commutative ? Est elle

Interne : oui. On obtient bien un entier.

b b
Commutative : oui. On se donne a et b et on compare (a: > et ( :IZ). IIs sont égaux par la formule

wonk= (1) = (," )

Associative : (1%2) %3 = (i) x3=3%3= (g =20

5 11 11
1*(2*3)_1*<3) =1%10 = (10) = <1> =11
a+n

On veut ensuite n tel que soit égal a a pour tout a. On le cherche par condition nécessaire (analyse) et on
fera la synthese si I’élément semble bien neutre.

A S8 n , s p ’
n doit étre neutre vis a vis de 0 : <n> = 0 c’est déja raté. Il n'y a pas de neutre.

b) = b pour tout a. En particulier : (b) =b.Cecidonne b = 1.

b

o . a
L’élément absorbant b vérifierait ( —1'7_

1+1
Mais ensuite < _; > =2etpas1lx*1=1comme attendu. Il n’y a pas d’élément absorbant.

On résout ensuite (a%lo) = 43. Mais 43 est premier. Il ne pourra intervenir dans un coefficient binomial qu’a partir

de la ligne d’indice 43. Mais les coefficients binomiaux de ces lignes sont « grands » (ceux des extrémités valent 1,
les suivants valent n supérieur ou égal & 43, et ensuite ils sont encore plus grands...

IIn’y a pas de solution.

L'équation 1 * a = 43 avait pour solution 42.

x
Q On prend x et y dans | — 1, 1[. Montrez que 7 ++xy existe.
Montrez, en calculant la différence entre son carré et 1 qu’il est dans | — 1, 1[ aussi.
Xty , Iy - .
On pose alors x xy = Ty Montrez que c’est une loi interne, associative, commutative sur | — 1, 1[. Trouvez

son neutre (est il bien dans | — 1, 1[?). Le symétrique d’un élément de | — 1, 1[estildans | — 1, 1[?

Résolvez x * =3

On prend a dans |0, 1[. On définit la suite (a,) par a9 = a et a,.1 = a, *a (en fait, Cestdoncaxa*...xan
fois). Montrez qu’elle est croissante et majorée. Montrez qu’elle converge, et que la seule valeur possible pour sa
limite est 1.

On se donne x et y entre —1 et 1. En écrivant |x.y| = |x|.|y|, on voit que x.y est entre —1 et 1 (strictement), et le
dénominateur ne peut pas s’annuler.

Ensuite, la belle question est «loi interne ».
La mauvaise méthode est « je tape sur les hypotheses ».
Et la pire est «j'invente des manipulations sur les inégalités et les quotients ».




. L .o X+
Proprement, on doit montrer que le réel T xy reste entre —1 et 1.
On va comparer son carré a 1.
, 1 anoned Xty \?
C’est donc pourquoi I’énoncé nous propose de calculer 1 — ( Tr» y) .

Si ce réel est positif, on aura gagné.

L’éleve qui dit « ah c’est pour ¢a qu’on nous demande de calculer ¢a » me doit un bonbon. Il aurait dii le comprendre tout de
suite.

242xy+y? 1+ a2y 4+ 2xy—xF—y?—2xy

(1+x.y)? (1+x.y)? ’
Le dénominateur est positif. Mais le numérateur ? Quel est le signe de x2.y> — x> — y?> +1?
Il'y a des termes positifs et des termes négatifs.

On calcule donc 1 —

Mais si on y regarde de plus prés, c’est (1 — x?).(1 — y?).
Comme x? est entre 0 et 1 et y? aussi, le produit est positif.

Variante : on voit x%.(y> — 1) + 1 — y*> comme un trindme en x de coefficient dominant négatif.
Mais x est entre —1 et 1, c’est a dire entre les racines.

2 2
G} R G )
(14 x.y)? (14 x.y)?
Sans loi interne, on ne pourrait envisager de calculer (x * y) * z puisque si x * i sortaitde | — 1, 1], le dénominateur
en 1+ (x*y).z pourrait s’annuler !

Bref, onabien 1 — entre —1 et 1. La loi est interne.

x+y

. ) _ (xxy)+z  14xy

On calcule ensuite sans effort : (x*y) *z = T+ (rry)z -, Xy ;
1+ xy
x+ty+z+xyz
l+xy+xz+yz

+z

Apres élimination des dénominateurs, il va rester

('ami Viete ne doit plus étre loin).

Le calcul de x * (y * z) conduit au méme résultat.
La loi est associative.

La commutativité est un jeu d’enfants.

Le neutre est 0 puisque pour tout x, ona x * 0 = x.

On se donne a et on résout a * « = 0 d’inconnue «. On trouve &« = —a.
Et on vérifie que ce symétrique est dans | — 1, 1] & son tour.

T 1
La résolution de x * 3=3 se fait sans effort.

X +% 1
On peut résoudre I'équation finalement du premier degré 1= 73
1+ X5
Mais on peut aussi le jouer «algébriste » : (xxa =b) < ((x*xa) * (—a) =bx (—a))
(xxa=0b)< (xx(ax(—a)) =bx(—a))
(xxa="0)< (x%(0) =bx(—a))
(xxa="0)< (x=>bx(—a))

1 -1 -1
La solution est donc ici 3 * - On trouve

Ce n'est pas plus rapide que la résolution brute. Mais c’est plus joli et surtout, ¢ca donne des idées pour aller plus vite ensuite
dans d’autres circonstances.

Partant de a, touslesaxa, axaxa, a*xax*a+*a etautressontdans | — 1, 1.
Comme g est positif, par récurrence évidente, ils sont tous positifs.



On se donne #, on veut montrer 4,11 = a,. N
. C s .y ap+a
On va exprimer le premier a 1'aide du second et calculer leur différence : a,11 —a, = # —ay =
a.ay
an +a—ay, —a.(a,)?
1+a.ay, ’
Au numérateur, a.(1 — (a,)?) est bien positif.

La suite est croissante. Et majorée par 1.

Elle converge donc par théoreme de convergence des suites réelles croissantes majorées.
Et sa limite est inférieure ou égale a 1.

Mais elle peut étre strictement inférieure a 1 apres tout.

Toutefois, maintenant qu’on sait que (a,) converge vers une limite qu’on va noter A, passons a la limite dans

a+ay
a = —
T,
. a+A
Comme a, converge vers A, le membre de droite converge vers Tran

Et le membre de gauche converge aussi vers A (avec une longueur d’avance diront certains).

a+ A
Onadonc A = Tran

On effectue le produit en croix et on simplifie : a.A = a.
La seule solution est bien A = 1.

46>

Les nombres | 1 | 1/2 [ 1/3 [1/4[1/5|1/6 | 1/7 [1/8 | 1/9 | 1/10 |sont inscrits au tableau. Un éleve
en efface deux (disons a et b) et écrit a la place le nombre a.b + a + b. Il n’y a plus que neuf nombres, par exemple
|1]1/2[1/3[1/4|1/5]|1/6 |1/8 ] 1/10 | 17/63 | Un autre éleve passe et fait de méme, et ainsi de
suite, jusqu’a ce qu'il ne reste qu'un nombre. Indiquez quel sera le dernier nombre écrit, méme si vous ne savez
pas 'ordre dans lequel les éleves ont effectué leurs éliminations.

C’est finalement un exercice sur les lois commutatives et associaitives, voyez vous pourquoi ?

L’ordre dans lequel on effectue les opérations semble n’avoir aucune importance ?
C’est étrange.
Mais si on prend des entiers pour se simplifier la vie, c’est le cas :

(1[2[3[5)[T[2[3[5][1]2[3[5][1[3[2]5]
5 | 11 5 | | 7 | |
23 T7L| ] [ 23 [ |17
143 143 143 143

Définissions la loi * para* b = a + b+ a.b.

Elle est commutative et associative.
Onadonc (axb)* (cxd) = ((axb)xc)*xd=(axc)*(bxd) = ((bxd)=*c)*a et ainsi de suite.
1 1

. ye P . PO P 7 . ’ 1 1
Finalement, qu’importent donc les résultats intermédiaires, tout ce qu’on fait, c’est calculer 1 * *3%1%* 10

(sans parentheéses de priorité).

1
1x- =2

i
2%~ =3

On peut donc calculer ce nombre « a la main », dans 1’ordre qu’on veut :f
3x—- =4

1
9%« — =10

e . 10

Et on se dit qu’il doit y avoir un truc.
Remarque : | Je trouve cet exercice génial pour raconter l'importance de la commutativité et de I'associativité.

Testez le si vous donnez des petits cours a un éleve de college pour vous faire de I'argent de poche.

Enfait,ilyauntruc :axb= (1+a).(1+0b) —1.
C’est la multiplication classique « translatée de 1 ».

Noweprait 1111 L saonepoe0.(2)(.(3).- (%) 1

Et cette fois, c’est le cours « produit télescopique » qui sert ! Trop fort ! Je I’aime deux fois plus cet exercice.
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Soient G un groupe, # dans G commutant avec tout élément de G, (x,y,z) dans G. On pose u = x.jy.z et on
suppose x> = y? = z2 = 1 (le neutre). Montrer que u* = 1.

On va calculer u? pour commencer, en profitant d’une hypothese : u commute avec tout le monde, en particulier
avecz :

u? = (xy.z2).(xy.z) = (xy).(z.(xy.2)) = (x.9).((x.y.2).2) = (x.y).((x.y).(z.2)) = (x.y).(x.y)
On a évidemment aussi utilisé I'associaitivité, et la propriété z2 = 1. Mais aucune commutativité abusive.
On continue avec 2 qu’on écrit u?.u avec u? déja calculé :

ud = (xy).(xy).(xy.z) = (x.y).x).(y.(xy.2)) = (x.y).x).(x.y.2).y) = (xy).(x.x).(y.z.y)
= (x.y).(yzy) = x.(y.y).zy = x.z.y

On termine en multipliant encore par 1 qu’on fait permuter avec un bloc z.y :

= (xzy)(xy2) = x.((z.y).(xy.2)) = x.((xy.2).(2y))

ut = x.((xy).(z2)y) = (xx)yly=1lyy =1

Peut étre peut on y parvenir par d’autres chemins.

Exercice un peu décevant oit finalement il suffit de tenter sa chance en utilisant les hypotheses au bon moment.
En colle, il permet de voir si en tout cas vous n’allez pas trop vite en permutant des termes qui n’ont pas le droit d’étre
permutés.

a8

La division est elle une loi de composition interne sur I’ensemble des entiers ?

Pour quels entiers n la multiplication est elle une loi interne sur I'ensemble des diviseurs de n! ?
Comment s’appelle une relation qui vérifie V(a,b), (aRb et bRa) < a = b.

Comment s’appelle une relation qui vérifie V(a,b), (aRRb et ac) < bRe.

La division n’est pas interne sur Z évidemment. Et d’ailleurs, est ce une loi dans la mesure ot on ne peut pas
diviser par 0.

L’ensemble des diviseurs de n! est un ensemble assez étrange

| n [0 [ 1] 2 ] 38 | 4 E

| diviseursden! | {1} | {1} | {1,2} | {1,2,3,6} [ {1,2,3,4,6,1,4} | |

On note que {1} est stable par multiplication.

Mais sinon, l’entier n! est dans la liste des diviseurs, on le multiplie par lui méme : (n!) n’est plus dans la liste des
diviseurs.

Les seules n valables sont 0 et 1.

L'implication V(a,b), (aRb et bRa) = a = b se lit « antisymétrique ».
L'implication V(a,b), (aRb et bRa) < a = b se lit « réflexive ».
Bon, mais il manque « transitive » pour une relation d’ordre.

L'implication V(a, b), (aRb et afc) = bRc c’est presque « transitive ».
Mais équivalence ?
Des qu’on a bRc quelquepart entre deux éléments, alors on a a¥th et afc. Pour tout a !

Il y a une relation simple qui vérifie cela : la relation vide . Chaque élément est dans son coin, personne n’est en
relation avec personne. Et toute ’équivalence est sur le modele « faux équivalent a faux » (et ¢a c’est vrai).

Une autre est la relation pleine. Tout le monde est en relation avec tout le monde. L'équivalence est alors de la
forme « vrai équivalent a vrai » (et ¢a aussi c’est vrai).

En existe-t-il d’autres ?

Supposons que la relation n’est pas vide. Alors il existe au moins un couple (a, ) vérifiant aRp (et on peut avoir
« = B, rien ne nous bloque la dessus).

Alors, en utilisant le sens « indirect » de I’équivalence (¢Rf) = (aRa et aRB), on obtient aRa et aRB pour tout a.
Ca commence a faire pas mal de fleches qui arrivent toutes sur « et S.

Mais alors en prenant a quelconque et &, on a aRa. 'implication (aRB) = (xRa et cRP) (vraie pour tout x) donne
«tous les x sont en relation avec tous les a ».



Bref, Rest la relation pleine (si elle n’était pas la relation vide).

=22 11 O Soit (E, %) une structure interne, dotée d’un neutre et vérifiant :
V(a, b, c) € E%, ax (b*c) = (a*c) xb. Montrez que la loi est commutative et associative.

La commutativité prend juste deux éléments a et b. L'hypothese a le droit d’en utiliser trois.
On se donne 4 et b, et on prend « comme par hasard » ¢ = n (le neutre).

L'hypothese permet d’écrire a x (b« n) = (a*c) *n.

Ceci ne nous avance pas.

Mais si on prend b et ¢ quelconques et qu’on choisit 4 = n, on a cette fois n % (bxc) = (n*c) * b.
Par neutralité de 7, on obtient b * ¢ = ¢ * b. Comme ceci est vrai pour tout couple, c’est la définition de la commu-
tativité.

Les variables sont muettes, la commutativité c’est V(, b) € E2, axb = b a mais c’est tout autant Y(b, ¢) € E2, cxb =
bxec.

Ensuite, il y a des éléves qui disent « on ne peut pas prendre a = n, c’est un cas particulier.

C’est en effet « prendre un cas particulier dans une hypotheése ». Ceci est tout a fait 1égitime. C’est convoquer un témoin bien
choisi dans I'hypothese.

Ce qui ne tient pas la route c’est de dire « je dois montrer Ya, truc, et j'ai montré truc pour un a particulier, donc c’est bon ».
Non. 1l faut le montrer pour tous les a.

II ne faut pas confondre le statut de I'hypothése et celui de la conclusion.

A présent, on se donne a, b et ¢ quelconques, et il faut passer de (a * b) * c & a * (b x ¢) en utilisant non seulement
I'hypothese, mais aussi la commutativité que 1’on vient d’établir :

ax (bxc) = (ax*c)x*b par hypothese

ax (bxc)=ax(c*b)(commutativité au sein de la parenthese)

ax(bxc)=ax(cxb) = (axb)xc (hypothese appliquée au triplet (a, c, b).

. a [vé . e g a 14 . a a+« o
O Montrez que si - et B sont des rationnels positif vérifiant 5 < —, alorson a aussi -

b B bSbrpS B

a_« a+tw
La loi définie par b @ B = ﬁ sur les fractions irréductibles positives est-elle une loi interne ? commutative ?
associative ? “neutralisable” ?
ab—pBa a a+ta . . 3 at+wa a
On suppose ——— > 0 et on calcule — — -——— (ou méme juste son numérateur) et —— — —. On les trouve
b.p B b+B b+B b

positifs.

Exemple : entre é et § on peut insérer 1
ple 7 50mP 12

Remarque : | C’est un petit résultat qu’on enseignait en quatrieme. Il me semblait ne servir a rien.
Mais en fait, c’est un résultat qui sert pour les suites de Farey, qui donnent des algorithmes
d’approximation des réels par des rationnels.

1 3 4
Interne :1la @ de deux rationnels est un rationnel ; mais plus forcément irréductible : 5 @ 173 qu’il faut réduire.
Remarque : | Avec les suites de Farey, on ne 'appliquera que dans le cas Z Z = 1, I'élément inséré sera
i irréductible.
Commutative : oui.
Associative : oui.
LK .at+a o«
Neutre : comment peut on choisir — avoir =7
. p b+p B
On demanderait 4. = a.b pour tout couple (a, b), en particulier pour (0, 1) et (1, 1).
a+0 a

La seule possibilité serait —. Mais 0 n’est pas un rationnel.

b+0 b

<Ll dOnpose A = {a+b.v2 | (a,b) € Q?), B = {a+bv2|(ab) € Q) @+ £ 0} etC = {a+b2 | (ab) €
Q?, a.b # 0}.

La loi est la multiplication. Montrez qu'un de ces ensembles et un seul est un groupe.

Pour les ensembles comme {a + b.v/2 | (a,b) € Q?}, la multiplication est toujours commutative et associative,




puisque l'on est sur des sous-ensembles de IR.

On trouve le neutre : 1 = 1+ 0.4/2. Il est dans A. Mais pas dans C (C = {a +b.v/2 | (a,b) € Q2, a.b # 0}, ici b est nul).
Pour la stabilité on prend a + V2.betc+v2.detonles multiplie : (a.c +2.b.d) + \@.(a.d + b.c).

Les deux nombres (a.c + 2.b.d) et (a.d + b.c) sont des rationnels ((Q, +,.) est un corps).

A est stable par multiplication. On se demande si C est aussi.

A priori, comme a + b.\/2 est dans C, il est interdit a a et b d’étre nuls tous deux en méme temps. Et de méme c et
d ne sont pas nuls tous deux en méme temps.

Mais on ne peut pas déduire comme ¢a que a.c + 2.b.d est non nul. On n’a pas de stabilités de Q* par addition. Par
exemple, 1.3 4+ 3.(—1) est nul, avec quatre rationnels non nuls.

Que vous ne sachiez pas alors traiter la question, je peux le comprendre, tout le monde n’ira pas a Centrale,Mines,X...
Que vous n’ayez pas vu la difficulté, je ne peux pas le comprendre, vous voulez étre ingénieurs.
Que vous ayez vu la difficulté mais I'ayez mise sous le tapis, je refuse de le comprendre, c’est pas Dauphine, c’est MPSI !

Est il possible que a.c + 2.b.d et a.d + b.c soient tous les deux nuls ?

1l faudrait alors que la somme (a.c +2.b.d) + v/2.(a.d + b.c) soit nulle. Mais cette somme est (a + v/2.b).(c + v/2.d)
et par intégrité de la célébre multiplication dans R, elle n’est nulle que pour a + v/2.b = 0 ou ¢ + v/2.d = 0. Mais
alors on aurait \ﬁ = —Ta (quotient de deux rationnels, donc rationnel, contradiction) ou ﬁ = %C (méme contradiction).

C est stable par multiplication.

1 B a—+/2.b
a++v2b  (a++/2b).(a—V2b)

a b
o 2 2 n . _ . _ . . . ) N
Py \fZ Py (a” + 2.b> ne peut pas étre nul, sans avoir a = 0 puis b = 0 sinon, /2 serait rationnel, égal a

i% ). Les deux quotients

Reste I'affaire des inverses. L'inverse de a + v/2.b est
On l'écrit

existent et sont rationnels. Sauf sia = b = 0. L'ensemble A contient

a J—
et
a2 —2.b%2 " a2 -2
un élément non inversible. (A, x) n’est pas un groupe.
En revanche, sini 4 ni b n’est nul, aucun des deux rationnels ne peut étre nul.

Bref, [le groupe est (B, x )J

Mon role est certes de voir si vous savez apprendre un cours (exemple : interne, associative, neutre, symétrique...). Mais
surtout de voir si vous savez vous poser les bonnes questions. Le premier est question de travail personnel. Le second est
question de cerveau.

VIS PP Sup de 2013 m’ont tellement embété avec « mais la multiplication dans un anneau, c’est quelle multiplica-
tion » que je décide de construire un anneau un peu n’‘importe comment. On prend Z mais on ne prend pas les
lois usuelles. Comme addition, je prends x @y = x +y — 7.
Vérifiez que (Z, &) est quand méme un groupe (quel est le neutre, qui est le symétrique de n ?).
Puis, je décide de définir une multiplication, avec comme seule condition « interne, associative et distributive sur
D ».
Vérifiez que c’est le cas si je pose a @ b = 7 pour tout couple (a, b).
L’anneau est il alors integre ?

Je cherche quand méme a définir autre chose. Juste associatif et distributif sur &.

Montrez pour toutn :7®@n=n®7 =7.

Montrez pour toutaettoutp :a® (14 —p) =14 — (a®p) (pensezaa ® ((14 — p) & p)).

Montrez (14 — p) ® (14 —n) = p@n.

On pose 2 = 8 ® 8. Montrez pour tout n supérieur ou égala 7 : 8 ®n = (a — 7).n 4+ 56 — 7.a (vous initialiserez
pour n = 7 et pour 'hérédité, vous penserez a démontrer : n+1 =n @ 8).

Montrez que ce résultat est encore valable pour n plus petit que 7 (vous pourrez écrire n = 14 — p).

Montrez alors par récurrence surk : k ®@n =



Finalement, pour l'addition @ fixée, il y a plusieurs multiplication ® qui conviennent, mais pas tant que ¢a.

4 —1
Etudiez les variations sur |0, 0.5[U]0.5, 1[de x — Zxx = Montrez que pour x ety dans |0, 1[,2.x.y —x —y+1

x.y
2xy—x—y+1
On étudie a y fixé entre 0 et 1 I'application f, = (x — 2.x.y —x —y +1).

Elle est affine (coefficient directeur 2.y — 1), donc monotone.
1 suffit d’avoir 'image de 0 et de 1 pour savoir que tous les f,(x) sont entre f,(0) et f,(1).

Or, f,(0) =1—y>0etf,(1) =y >0.

est strictement positif. Déduisez que (x, y) —

est une loi de groupe sur |0, 1] (commutative ?).

0<y< _2 Loy«
Que l'on ait décroissante constante croissante
1
1—y>fy(x) >y >0 fy(x):i 0<l—y < fy(x) <y
Xy

Cette étude assure 'existence de x * y (je veux dire ) pour tout couple (x, y) de ]0, 1[*.

Xy
xy—x—y+1
x.y

2xy—x—y+1

Pour le caractere interne, il faut vérifier > 0 (quotient de deux positifs)

Txy—x—yt1 < 0 par produit en croix : xy —x —y+1 =

(1-x).(1-y) >0

Commutative : oui.

a.b.c
ab+ac+bc—a—a—c+1

Associative : (axb)xc=ax* (bxc) = (calcul un peu long mais pas difficile).

1
1 ) a.i
Neutre : 5 puisque ———=—— = a pour tout a.
a—a-— > +1

1
Et 5 est dans le bon intervalle.

Symétrique : le symétrique de a est 1 — a (aussi entre —1 et 1), puisque a * (1 —a) = =

En fait, on a repris la loi (a, b) — sur | — 1, 1] célebre dans plusieurs exercices, et on a déformé l'inter-

a.
1+ab
valle,

enposanta =2x—1,b=2y—1let

a.
1T ad =2.(axb)—

n
On définit le produit de convolution sur les suites : a * b a pour terme d’indice 7 la somme E ay_i-by (qu'il faut
k=0
donc noter (a * b),et pas du tout (a, * by,).
Si vous avez peur des sigma, écrivez juste que la nouvelle suite est (ag, by, ao.by + aq1.by, ap.by + a1.b; +
ap.by, ag.bs + a1.by + ax.by +as.by, .. .).
Montrez que cette loi est commutative, associative. Donnez son élément neutre.

En estimant que 4, b et ¢ sont quantifiées, de méme que n quelconque :

n n
(axb)y = 2 y—_je-b = Z ap.bp—p = (bxa)y
k=0 p=0

en ayant posé p =n — k.

n

On continue : ((axb) xc)y = Y_ (a%b)p.cnp
=0
. P
((axDb)*c)n Z(Zal*b 1)Cn p
p=0 "i=0

((a*Db)xc) i (g)ai*bp,i.cn,p)

p=0



calcule Ty, a l'aide de T, et Tj,. u e YOir sl pr'of’esseur, tout
2291 calculez T;,(0) pour tout n. ?er d Vot (/ievme une bell}e
ormule a démontrer par ré-
Que est le coefficient de X12 dans Ti57? currence. Son professeur lui dit
Un éleve a trouvé le résultat suivant : “ah, oui, c’est évident, sans ré-
(X2-1). (0) + X. (1) = 1 (X) currence, pars de T,(cos(0)) =
(X*-1). 4 + X (4.X) = 4 (2.X7-1) cos(n.0)) et dérive deux fois”.
(X2-1). (24X) + X. (12X*-3) = 9 .(4X°-3X) Faites le pour lui, en n’omet-
(X2-1). (.) + X (32X°-16X) = .. .(8X*-8X2+1) tant aucun détail.

10

n

et (ax(bxc))y=Y agx(bxc)np

q=0
n n—p
(a=t)een =) (X, bico-p-i)
n P
((axb)*c)y = Z ( Zai * bpfbcnfp)
p=0 "i=0

On change ensuite les indices.

L'élément neutre est la suite de premier terme 1 et dont tous les suivants sont nuls (malpropre : (1,0,0,0...)
propre : (1,-0)yen- Onlanote N (Np = 1 et N,, = 0 sinon).

On convole : (a* N), = Y1 _oa,—,-Nk

Seul ng est non nul, et il vaut 1. Il reste a,,.

C’est vrai pour tout 1, donc (a x N) = a.

1 .
Calculez / Ts5(t).Ty(t).dt ot T, est le n'"® polyndome de Tchebychev (on est en maths, on réfélechit avant
1

d’écrire douze formules !)

1
Pour / Ts(t).Ty(t).dt, on ne remplace rien car on a T, (t) et pas Ty, (cos(0)).
1

On peut certes calculer explicitement T5(t) et Ty(t), puis leur produit.
Mais quand bien méme on ne connait pas tous les coefficients, on écrit ce qu’on sait par parité :

Ty(X).T5(X) = (8.X* —a.X? +b).(16.X> — c.X° +d.X)
C’est un polyndme qui n’a que des termes d’exposant impair : X?,X7, X3, X3 et X.

1
Chaque intégrale comme / £°.dt est nulle. La somme est nulle.
-1

La clef est dans « fonction impaire, intervalle symétrique ».

@ Existe-t-il une valeur de a pour laquelle ce déterminant vaudra 2017 & Complétez déja les cases

1 1 1 1 qu’il n’a pas complétées dans

% } ; % ? Si oui, cette valeur sera-t-elle entiere, si non, calculez le sa précipitation.

2 1 0 3 Ayant conjecturé quelquechose
coefficient de X% dans T»y. de joli, il veut écrire propre-

ment sa formule pour tout 7.
2191 0n note T, le n*" polynome de Tchebychev. Rappelez la relation qui Aidez le.
RONY y pp q

Et si finalement, vous me calculiez le coefficient de X% dans Ty ?

Calculez T,,(17/8).
La relation connue est [T,H_Z(X) =2X.Ty1(X) =Ty (X)]

Le polynéme T;, a Ia méme parité que 7, c’est du cours. On en déduit que dans Tjs5 il n"y a que des termes d’expo-
sant impair. Le coefficient de X'? est nul.

Pour calculer T},(0), le plus simple est de partir de la formule T}, (cos(0)) = cos(n.0) puis de la dériver (grace au
V) : —sin(0).T,(cos(f)) = —n.sin(n.60). On applique pour 6 égal a 7/2 : —1.T,(0) = —n.sin(n.71/2). On a la

. dulo4[JO0[T[2] 3 ]
f le o TIO — ) 2 ‘Tlmo
ormule close| Ty (0) = n.sin(n.-70/2) == y=—T0Tw 0 [ —n |
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On peut aussi partlr de T, 12 (X) = 2.X. Tn+1(X) — Tn(X) et dériver

To(X) = 2.X.T, 1 (X) + 2.Ty1(X) — TH(X).

On applique en 0 T, .,(0) = 2.T,,41(0) — T;(0). Or, T,,(0) vaut T, (cos(7r/2)) c’est a dire cos(n.7r/2). Apres, il
faut mouliner un peu.

(X2 -1). (0) + X (1) = 1 (X)
o ot (X2 —1). (4) + X (4.X) = 4 (2.X%—1)
neompiele x2 1), (24X) + X, (12X2-3) = 9  .(4X3-3X)
(X2-1). (96.X2-16) + X. (32X*-16X) = 16 .(8.X*—-8X>+1)

On la formule : (X? — 1).T,"(X) + X.Ty(X) = n?.T,(X))

On a initialisé. Mais on ne fait pas de récurrence, car on réfléchit avant de calculer !.

Comme proposé, on part de V6, T,(cos(6)) = cos(n.0) et on dérive deux fois :

V0, —sin(0).T} (cos(9)) = —n.sin(n.0)

V6, — cos(6).T/,(cos(8)) + sin?(6).T,,” (cos(6)) = —n?. cos(n.6)

On fait un soupgon de trigonométrie V6, cos(6).T)(cos(8)) + (cos?(8) — 1).T,”(cos(f)) = n?.cos(n.f) =
n2.Ty(cos(6)).

On change de variable : Vx € [—1, 1], x.Th(x) + (x*> — 1).T,” (x) = n?.T,(x)

Mais il faut étendre a Vx € C, x.T,(x) + (x> — 1).T,,” (x) = n?.Ty(x).

1l suffit d"utiliser le résultat simple : X.T,(X) + (X? — 1).T,,”(X) — n2.T,(X) est un polyndme de degré inférieur
ou égal a n, ayant une infinité de racines. Il est forcément nul.

| Pour avoir tous les points, il faut utiliser ce théoréme d’extension de [—1, 1] a R.

On regarde le polyndme Tig. Il s’écrit a.x'® — b.x' + c.x!? — d.x10 +e.x® — fx0 + g.x* — hx? +i avec a égal & 215
(calculable).

On dérive et développe :

x.(16.a.x1° —14.b.xP +12.cxt — ) + (2% —1).(16.15.a.x* —14.13.0.x12 +12.11.c.x10 — . ..) = 16%.(a.x1® — b.x1* +

cxl24..)
16.a + 16.15.a = 162.a (génial), puis —14.b — 16.15.a — 14.13.b = —162.b puis 12.c + 12.11.c + 14.13.b = 16%.c et ainsi
de suite.

On identifie les coefficients et on fait tomber une a une les valeurs :
32 768.x10 — 131 072.x1 4212 992.x12 — 180 224.x10 + 84 480.x% — 21 504.x° + 2 688.x* — 128.x% + 1

On peut aussi suivre la méthode du cours : 2.cos(16.x) = (c +1.5)'® + (c — i.s)™°. On simplifie les termes imagi-
naires purs. On remplace les s> par des 1 — c? et on calcule.

On peut aussi écrire Ti6(X) = Ty(Ty(X)) = ((8.X* —8.X% +1)?)? — 8.(8.X* —8.X%2 +1)? + 1 et on ne garde que ce
qu’on veut.

Pour T, (17/8), on peut chercher si 17/8 est le cosinus hyperbolique d’un nombre simple (et pas un cosinus, car

) ) e+ ()t 5
on dépasse 1). On sort la formule du cours ou on résout 5 =3 t = In(4). On a alors sans effort :

e In(4) _}_efn.ln(él) 42n +1
@n(ch(t)) = ch(n.t) = > ==

On pouvait aussi écrire : T4 (187> =2. 187 Ty ( 187> — T (%)

1
On a une suite u, 1 = Z.un — uy,_1, d’équation caractéristique AZ — Z'/\ +1=0,deracines4 et1/4.

La forme générale est donc 3(a,b), Vn, u, = a4" + b4". Les conditions initiales en 1 et 17/8 donnent
a=b=1/2.

2 1
Résolvez T, (@) = — d’inconnue n (polyndmes de Tchebychev).

2
Cette fois, M = Cos (g - %) = cos (1”2)
On résout donc cos (n %) = Cos (g) d’inconnue n.

1. c’est ¢a les maths ; on réfléchit avant de calculer, pour éviter de calculer ; tandis qu’en physique, il faut réfléchir et calculer en méme
temps
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e Teea . T_ 7 L
Le cas d’égalité des cosinus donne 7. =3 [2.77] ou n. 15 3 [2.7].

On a donc [Sn ={4+24km|ke N}U{—4+24km|keN* }] par exemple 4, 20, 28 et ainsi de suite.

18: 1[Te polynome T,est de degré n, de méme que T, — 1. Pourtant, si on cherche ses racines entre —1 et 1, on n’en
trouve pas n.

Ceci veut il dire qu'il faut les chercher ailleurs ?
4 A—— : 3

.| Tchebychev . 2 Tchebychev
Polytnome T, Polynéme T,

2

I Wi
wawaSOmA A ApEnY e ¥
BNAVARS LA A

-1,5 -1 -8,5 ] 8,5 1 1.5

~

~

2 — — Tchebychev Polyndme T, 2

-1,5 -1 -8,5 8,5 1 15 -5 -1 -0,5 ] 8,5 1 1,5

R R

Non. C’est juste que certaines sont des racines doubles, a compter suivant leur multiplicité.

<192 I[Quiest 2.X.(Tyo Ty) — (Ts0 T5) 2
Calculez le produit des racines de I'équation 2.T,,(x) = 1 d’inconnue réelle x.

On pose Q = 2.X.(T4 0 Ty) — (T5 o T3), et on calcule « par hasard » Q(cos(6)) (je devrais écrire Q(cos(6)) pour la
rigueur).

Q(cos(8)) = 2.cos(0).(Ty 0 Ty)(cos(0)) — (T5 o T3)(cos(H))

Q(cos(8)) = 2.cos(0).T1(cos(8)) — T15(cos(6))

Q(cos(8)) = 2.cos(8).cos(16.0) — cos(15.6)

Q(cos(8)) = cos(17.6)

On reconnait la caractérisation de T;7.

On pouvait d’ailleurs 1’obtenir sans repasser par cos(0).

~— —

Le produit des racines de 2.T,(x) = 1 fait juste intervenir les formules de Viete :
2.Ty(x) =1 = 2.(2" " L.X" + ... — 1) et tout dépend du coefficient constant de 2.T,, — 1, c’est a dire du coefficient
constant de T,,.

On rappelle que ce coefficient constant est T, (0) c’est a dire cos( (E) .

2
] n | forme du polyndme | produit des racines |
n impair, n = 2.p + 1 2" X" — ... —1 27"
n pairement pair, n = 4.k 2" X" - +1 27"
3
n impairement pair, n = 4.k + 2 2" X" —...=3 — o

Q On note T, le n’" polynome de Tchebychev. Donnez les N \X/ M

racines de Ty — T5 et calculez leur somme. -

On résout Tg(x) = T5(x) d’inconnue réelle x.

On a six racines a trouver (degré).

On cherche déja entre —1 et 1 en posant x = cos(f) (et en fixant 6 entre 0 et 7T pour ne avoir de doublons).
On résout donc cos(5.0) = cos(6.0) d’inconnue 6.

Les deux cas d’égalité des cosinus donnent 3k, 5.0 = 6.0 + 2.k.7

Jk, 5.0 = —6.0 +2.k.
Le premier modele donne 6 multiple de 2.7t et donc cos(6) = 1 (en haut du graphe).

W

a.5 1

On a aussi la liste cos (T

) pour k de 0 a 5 (on y retrouve la premiere racine pour k égal a 0).
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Inutile de chercher ensuite hors de [—1, 1], on a six racines !

Bilan {Sx = {cos (21{7171) |k e mnge(6)}j

Le polyndme Ty — Ts s'écrit 2°.X — 2%.X — .. .. (Cest méme 32.X° — 16.X° — 48.X* +20.X° + 18.X% —5.X — 1 si vous
y tenez).

. 1
La somme des racines est donc 5 sans effort.

[x21e 1| 73, est le nicme polynoéme de Tchebychev. Calculez Tog(v/3/2), Ti3(1/2) et Tj;(1/2).
Résolvez Ty4(x) > 1 d’inconnue réelle x.

Les polyndmes de Tchebychev sont caractérisés par Ty, (cos(6)) = cos(n.6).

On a donc tres vite Tzo(?) = Tzo(cos (%)) = cos (ZOTH) = cos (4.7r7 2—7.[) = cos (2—7() = ;1

1 13. 1
On a aussi T13(§) = T13<cos (g)) = cos (#) = cos (4.7r+ g) =5
Pour la dérivation, il faut étre vraiment matheux et se préoccuper des variables. On part encore de Ty, (cos(0)) =

cos(n.0) et on dérive (avant de donner une valeur i 0) :

—sin(0).T,,(cos(0)) = —n.sin(n.0), puis on donne une valeur a 6, en I'occurrence ici 77/3 :
sin (T).10( cos () = —13.5in (227 ﬁflﬁ./(l)_
51n(3).T13<cos(3)>— 13.sm< 3 )donc 3 .Tl3(2>—13. > 113 > =13

J attends la réponse crétinissime des certains : puisque Ty3(1/2) est une constante, quand on dérive, on trouve 0. Je me demande ce que
ceux la font en sciences. Et j'attends hélas aussi d’autres grosses bétises des personnes pressées d’écrire des formules sans s’interroger
d’abord sur qui sont les variables...

Quand la variable x est entre —1 et 1, on peut l’écrire x = cos(6) eton a T, (x) = Ty, (cos(8)) = cos(n.0) < 1.
Quand la variable x a dépassé 1, par croissance de T}, (dont la dérivée ne peut plus s’annuler et changer de signe, elle a eu toutes
ses racines entre —1 et 1), on a alors Ty, (x) > 1.

Par parité, pour x plus petit que —1, ona T, (x) = T, (—x) > 1.

Comme on a étudié tous les cas, on a bien [T16(x) >14 x€]—o0, —1[U]1, —I—OOU

L’arqument est essentiellement visuel sur la forme des polyndmes de Tchebychev. On préferera une réponse imparfaite certes avec un
petit dessin a la personne qui se lancera dans un long calcul pour expliciter Ty et ne pas savoir qu’en faire...

V2+6

1
n ) = 5 d’inconnue 7 ». Il a écrit

Un professeur étourdi voulait poser I'exercice suivant : « résoudre T, (

. V2+V3y 1 : . :
par erreur « résoudre T}, — )3 d’inconnue 7 », qui cette fois n’a pas de solution.
Résolvez quand méme pour commencer le vrai exercice, et donnez le nombre de solutions dans

range (100).

V2 + \@)
On rappelle qu'on a déj: croisé : cos (%) = cos (g — %) = cos (g).cos (g) + sin (g).sin (g) =
V2+V2.V3

1
On doit résoudre Tj, ( =5 d’inconnue n.

2.2
. . . myy 1 R ny T
L'équation devient T, (cos (ﬁ)) =5 et méme cos (n 1 72[ ) fﬂcos ( 3 ) _ _
Les cas d’égalité des cosinus conduisent a| 3k € Z, E =3 +2km|ou| JdkeZ, ﬁ =-= + 2.k

On a deux familles pour 7 entier :[S ={4+24k| ke N}U{—4+24.k |k € N* }]

Malproprement : ({4, 20, 28, 44, 52, 68, 76, 92, 100, 116, 124,.. }]
Entre 0 et 100 il y a neuf solutions (dont 100 d’ailleurs, donc dans range(100) il n'y en a que huit).

Calculez T, (M) (appelé u,) pour nde 0 a 5.




Ayant posé x =

V2+4/3

du type 2.x2 — 1, 4.x® — 3.x et méme 8.x* — 8.x% + 1.
Mais on rappelle aussi la formule dite de Tchebychev : T;,12(X) = 2.X.T;4+1(X) — Tu(X) qui donne ici u,4p =

V2+4/3
2

Uyy1 — Uy et permet de les calculer de proche en proche :

14

on n’a pas d’angle simple vérifiant cos(«) = x. On doit se contenter de faire des calculs

(nfo] 1 [ 2 ] 3 |4 ] 5 |
|1 V243 | 24/6-3 _ﬁ+3.\@ 1-12.v6 _31.ﬁ+11.\@
" 16

tromper ? ».

C’est la question qui déprime certains d’entre vous

: «du calcul, comment voulez vous que je fasse ¢a sans me

<02 1 Montrez qu'il existe quatre suites de rationnels (a,), (bx), (cn) et (d,) vérifiant pour tout n :
Up = ap + b2 + cy/3 + d,./6 et donnez les coefficients du tableau

Apip = *lpyq1 +x.byy1 +*xcp +xdyp Fxay +xby +xcp +xdy
o buro = *ayy1 +*xbyy1 F*kcpp1 +xdpr Fxap +xby +xcp +xdy
Chip = *lpy1 +xbp Fxcppr +xdp +xan, +xby +x0n %y
dypyo = *ayyq +xby +*xopn +xdpg Fxap kb Fxcy +xdy
Pour l'instant, on a bien des formes i, = a, + by.\/2 + cu./3 + dp.\/6 avec ay, by, cpet d, rationnels :
(njo] 1 | 2 | 3 | 4 5
w1 V2+V3 [ 2V6-3 | V24343 | 1-12/6 | 31.V2+11.V3
! 4 8 16 32 64
ap |1 0 —3/8 0 1/32 0
b, | 0 1/4 0 —-1/16 0 -31/64
¢, | 0 1/4 0 3/16 0 —11/64
d, |0 0 1/4 0 —3/8 0

On note P, la propriété «les quatre rationnels existent, et on a 'égalité écrite plus haut ».
Et c’est parti pour une récurrence. A double hérédité.

Attention, on est en maths au dela du bac. Le plus important, c’est I'existence de ay, by, ¢y, et dy, et pas I'égalité. Le comprendrez vous
un jour, ou resterez vous malformés par un systeme prébac et des a priori crétins ?

On a initialisé 1'existence en écrivant le tableau ci dessus.

On se donne un entier 1, et on suppose que les deux quadruplets de rationnels (ay, by, ¢n, dy) et (4,41, byt1, Cni1, dns1)
existent.

On doit montrer que (4,42, by+2, cut2, dyt2) existent. On va les expliciter, ce qui prouvera leur existence.

En passant, on doit prouver ¥n, (P, = P,y1). Quoi de plus simple alors que de suivre la quantification dans son ordre logique :
Vn :on se donne n quelcongue

Py, = : on suppose P, vraie

= P41 : on montre que P, 1 est vraie.

C’est bien plus logique que vos « on suppose que Py, est vraie » et dans laquelle n n’est quantifié (une fois encore !) qu’apres.

V2+4/3
2

On rappelle alors la formule ;47 = Uyl — Uy,

Avec les hypotheses de récurrence :
V2+V3
2
On développe et réordonne, proprement en tenant compte des propriétés de la racine carrée :

(a1 + bn+1-\6+ Cn—i—l'\/g"' dn—&-l-\/g) — (an + buV2+cuV/3+ dn'\/g)

Upt2 =

2++/3 2++/6 6+3 24/3+3.v2
Up42 = an+l~¥ byt zf + Cn+1-\f2 +dn+1-\ff\/>) - (an + bn-\/§+ Cn-\/§+dn-\£)
On regroupe les termes :
3.c a 3.d a b c
Upsn = (bn+1+ il —an>.1+ ( ”2“ + ;*1 —bn).\@Jr ( ”2“ +dpiq —cn).\faJr( "2“ + ”2“ —dn).fé

Pour conclure, il suffit de dire qu’on définit alors a,,17, b, 42, ¢p+2 et d, 4o par les formules suivantes :

an+2 = bnt1 +3.cny1/2 —an

byt2 = ap11/2 +3.dy41/2 —by,

Cnt2 = dpg1/2 +dp1 —Cn

dn+2 = bn—H /2 +Cnt1 /2 —dy
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(en alignant proprement pour que les choses soient agréables a lire et faciles a interpréter).
Une fois qu’on a écrit cette définition, on peut poser :

Uni2 = Ani2 + bpyo. V2 + Cui2. V3 + dyi2 V6

et dire qu’on a (presque) fini I'hérédité de la récurrence.

On note que c’est « on définit alors..., on a bien la formule » et non encore et toujours « on écrit la formule et on identifie »,
qui traduit les implications dans le mauvais sens. Mais la encore, on vous a fait croire que faire des maths c’était écrire des formules
partout, faire des calculs et écrire des =. Quelle détresse, quelle tristesse. Quel manque d’intelligence. Comme si la littérature n’était que
Conjugaison.

Pourquoi « presque fini » ? Parce qu’il faut encore dire qu’on a défini des suites de rationnels.

Pour l'instant, on a défini des suites. mais pourquoi des rationnels ?

Les deux premiers quadruplets sont faits de rationnels. Et la formule « matricielle » plus haut dit que si
(an, by, cn, dn) et (ap41, byi1, cni1, dpy1) sont deux quadruplets de rationnels, alors (4,42, byt2, Cny2, dyta) est
un quadruplet de rationnels.

. . 3.c
e L'argument est « sommes, prodults de rationnels » comme a,,4 = b, 41 + ;H — ay.
e L'argument encore plus court est « (Q, 4+, x) est un anneau ».
. .. . . . . truc
e L'argument de pachyderme est « on écrit a, = Pn et ainsi de suite, jusqu’a arriver a a,4o2 = bidule " Clest
In idule

indigeste au possible.

Ah qu’il est facile de croire qu’on va avoir les points parce qu’on aura écrit des formules. Mais si on n’a pas dit qu’on travaillait par

/////

propager « rationnels ».

Au fait, pourquoi ai-je parlé de « formule matricielle » ?

Ap4+2 0 1 1.5 0 Ap+1 an

buao | | 05 0 0 15 busr | | o

Cn+2 05 0 0 1 Cn+l Cn

dyio 0 05 05 0 il dy
o 0 1 15 0 -1 0 0 0 pi1
bysa 05 0 0 15 0 -1 0 0 byss
Cnt2 05 0 0 1 0 0o -1 0 Cn+l
X dysa | | 0 05 05 0 0 0 o0 -1 i1
owmenme 1, 0111 0o 0 0o 0o 0o 0 0 iy
byt O 1 0 0 0 0 0 0 by
Cut 0o 0 1 0 0 0 0 0 Cn
dyi1 O 0 0 1 0 0 0 0 dy

Mais ¢a, ce sera pour plus tard dans I"année.

Calculez ay , et dp,, pour n de 0 a 3.
i
Montrez que chaque a,,, est de la forme ———

avec i, entier impair (pour n dans IN*) et chaque dy

22.n+1
de la forme 22]271—11 avec jp , entier.
L'énoncé nous dit de ne nous intéresser qu’aux termes d’indice pair : up,, c’est a dire cos(2.1.9)
| n of 1 | 2 [ 3 |
24/6-3 | 1-12./6 | 6./6—99
Uy, = cos(n.2.0) | 1 3 5 78
_ V2+ V3 3 1 55
avec ) = Arccos(i) : ay 0 - —
4 " g 3 128
don 0 1 ra 64
by ,et oy, 0 0 0 0

On peut se lancer dans un grand calcul pour avancer de deux étapes.
Ceci nous permet de dire (tout de suite ?) que par récurrence évidente ( ?) sur n b, et cp ,sont nuls.
On montrerait aussi que a; ,+1 et b ;11 sont toujours nuls aussi.

En fait, on a envie de prouver uy ,, = ap,, + dpp6etuy, = bz_n+1-\/§ + C2.n+1.\/§ pour tout n.

Mais on peut aussi écrire : up, = cos(2.n.0) = cos(n.(2.9)).
On travaille donc en fait avec I’angle 2.6.
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Uy (n42) = Tanva(cos(0)) = cos((n +2).2.0) = 2.cos(2.0).cos((n +1).2.8) — cos(n.2.0)
2./6-3 2./6-3

On remplace cos(2.6) par T U (ny2) = TV U (ng1) — U

S

On recommence une récurrence plus simple (quoique a double hérédité) pour une propriété appelée Q,, :

il existe ay, et dp,, rationnels, vérifiant u,n, = a2, + dp,u.V/6, et 227t g5 est un entier impair et enfin et
221+l g, est un entier.

L'initialisation est faite.

On se donne 7, et on suppose que Q, et Q11 sont vraies.

On calcule alors uj 4 par la formule citée plus haut : 5 () = cos((n +2).2.0) = 2.cos(2.0). cos((n +1).2.0) —
cos(n.2.6).

On remplace par les valeurs connues et '’hypothese de récurrence :

2.4/6—3

Uy (n42) = T-(QZ.H—&-Z +dyni2V6) —ag, —da V6

On dé ) (3212 a2py2  3dapi2 NG

n développe et regroupe : Uy (n42) = — +3dyyyr —apy, ) + I 1 —dy, ). V6.

-3. 3.d
On pose donc bien a3 ;14 = —2f2nt2 +3.dopin — az_n) etdp g = (a2.;+2 — 24':"+2 — d2_n>.
ce sont des rationnels, par les hypotheses Q,; et Q1.
Il reste a voir si 22"*5.a, , . 4 est un entier impair et 22"*5.d, , , 4 entier.
—3.a

2215 ) g = 2215, (742'%2 +3.doyi2 — ﬂz.n) = —3-(22'n+3-ﬁ2.(n+1)) + 12-(22'n+3-d2.(n+1)) —16.2*" " ay )

dans cette expression, tous les termes entre parenthéses sont des entiers par hypotheése de récurrence, et selon
I’énoncé ils s’écrivent méme ainsi :

2215 g5 g = —Buin i + 12,2003 — 16100,

C’est un entier. Comme 12.j5 ;43 — 16.i , est visiblement pair, et comme —3.i3 ;43 est impair, la somme est impaire.
A ce stade, l'entier i , 15 est entier et impair.

On passe a

a 3.d
22.n+5‘d2.n+4 _ 22.n+5‘( 2.;+2 . 24n+2 . dZ.n) _ 2-(22'"+3-ﬂ2.(n+1)) _ 3~(22'"+3'd2.(n+1)) _ 16.(22'”“.112_”)

c’est un entier.
La récurrence s’acheve.

. . 1 .. .
Déduisez que 1'équation u,, = 5 d’inconnue 7 n’a aucune solution.

. . . .1
On se demande alors si 13 , peut valoir une fois au moins 5

] 1
11 faudrait pour cela que 221211'11 é 22 71111 V6 soit égal a 5

Par irrationalité de v/6, il faudrait que jp ;41 soit nul (pourquoi pas), et

1
22 +1 soit égal a 5 Pour ce faire, il faudrait

que iz , simplifie les nombreux 2 du dénominateur. Or, il est impair. C’est impossible.

. s . , o1 . . . S
Mais serait il possible qu'un u, tout court (d'indice pair ou impair) soit égal a 5 ?

1\2 -1
Mais si tel était le cas, u, , serait égal a2 (E) —1 c’est a dire -

2n ]2 n+1
22.n+1 22 n+1-

<@>>

L’équation = V6= — est tout aussi impossible.

o . o 1
Bref, jamais cos (n.Arccos ne prendra une valeur simple (en tout cas, jamais il ne vaudra > ).




foo n
S=1+ — onisole le termen =1
ngll n.(n+1)
on décale les indices ” —1F 7 pourn de 1 a I'infini
on multiplie haut et bas par n
Y (L) :
S=1+ — est un compteur
= \=n(n+1) p
S—1+Y ( y 1 ) 1 1<k
=1+ — on permute les sommes1 < k< n
o N n(n+1) P
[
=1 i 4 516 1
S + k; ( ; (n 1 )) on décompose en éléments souples
+o0 1
S=1+Y) (E) on télescope «a l'infini »
k=1
S=1+S§ les variables sont muettes

‘erreur : on travaille sur quelquechose qui n’existe pas !
La somme S est en fait infinie.

Un sous-anneau c’est quoi ?

C’est une partie d’'un anneau qui est encore un anneau.

Ca veut juste dire qu’on n’a pas a se prendre la téte sur les propriétés comme A.(B + C) = A.B+ A.C, elles sont
acquises dans l'anneau.

On doit donc juste vérifier les stabilités.

Oui, les stabilités, car il y a deux lois.
L’addition et la multiplication.

Onnote C = { ( Z _ab ) | (a,bb) € R?}. Cest toutes les matrices de cette forme. Je n’en donnerai pas la liste, il
y en a une infinité.

On trouve le neutre de 1’addition ( 0 -0

. e 1 -0
0 0 )et celui de la multlphcatlon( 0 1 )
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Pour la stabilité par addition, on prend deux éléments de C : a b et u, %’ .
p p b a b a

L’éleve qui a pris ( Z _ab > et ( 4 _ab > est le type méme de I'éleve qui n’a rien compris, qui saura faire des calculs,

b
mais pour qui 'art de raisonner nécessitera un gros travail de remise en question de soi.

- fa =D a v\ _ ([ (a+d) —(b+V)
Onlesadd1t10nne.<b 4 >+<b’ 4 >_<(b—|—b’) (a+d) )

On reconnait la forme < “ _{Xﬁ > aveca =a+da etp=>b+0.

p

. ([ a —b a b\ [ (ad —bb) —(ab +ab)
Leur produit se calcule : ( b g > X ( v > = < (@b +d'b) (ad —bb) )
Je vous fais un dessin sur qui on appelle « et qui on appelle B pour dire « oui, ce produit est dans C » ?

Enfin, 'opposé de la matrice ( Z _ab ) de C est la matrice ( Z _ab >, dans C.

Bonus - ( a —b ) » ( a v ) _ < (a.a"—bb) —(ab +d.b) ) _ < a v ) » < a —b )
“\b a v (abl +a'b) (aa —bU) v b a )

La multiplication est ici commutative.

C’est ce qu’on appelle un anneau commutatif.

L’addition est de toutes fagons commutative, ce n’est donc jamais sur elle que peut porter la question.

2
a =b\" _ [(a —b a —b\ [ (a*—b*) —2ab
Oncalcule(b 4 ) _<b 4 )X<b a )—( (2.0.b) (az—bz) .
On résout A2 = I, donne a2 — b% = 1et2.a.b = 0.
On ne peut pas prendre a = 0, il faut donc prendre b = 0, et on reporte.

. 10 -1 0
Deux solutions : < 0 1 )et( 0 1 >

0 -1 0 1
~ 2
De méme A- = —1, donne( 1 0 )et( 1 0 )

. Euler et Fourier 5

N
2.x
I~0) | x est un réel dans |0, 1[. Montrez que la suite ( Z W> notée (Cy) est croissante,
n=1" "

N 2
x
la suite <x2 4F —) notée (on) est
n; n.(n—1) (o)
croissante,
N 2
lasuite ( ) =5 ) notée (Sy) est croissante
a sui 2 N ,
n=
N o
la suite (H (1 — —2)> notée (Py) est décrois-
=il n

sante.

Tous les termes existent. On rappelle que x est positif et chaque n? — x? aussi (x est plus petit que n entier naturel), de
2 2_ 2
X _
méme que chaque 1 — s (égal ﬁTx ).
| Cn | oN | SN | Py |
N oy N 2 N 2 N 2
: 2
o 2 (10-3)
Chpp— Cy = 22 S Sni1— Sy = == Pyi1 — Py = —Py. %
NATOEN = g 2 ON+1 = 0N = (NN N+1 79N = N2 N+1— N = =Ny
positif positif positif négatif
suite croissante suite croissante croissante décroissante




Pour la suite (Py ), on peut e regarder la position par rapport a 1 du quotient de deux termes consé-

cutifs

2 2

X

X
RESTI R Ty AE

e calculer : Pyy1 — Py = Py (1 —

e étudier la monotonie de In(Py)
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N

I~1)| Montrez que (0y) est majorée. Déduisez que (Sy) et (Py) convergent. Montrez : Py > (1 —x2). [ | (

t déduisez : lim P 0.
etdéduisez : lim N 7

n=2

Pour majorer oy, on voit venir les classiques : éléments simples et télescopage

N

N 2 N 2
> x 2 x x X x >
—_— = —_—— = ———gz'
x—l—Eﬁ 1) x+n§:2n—1 - x—i—l N X

On a un majorant.
Il dépend de x (fixé) mais pas de N (celui qui bouge pour décrire la suite).

(o) est croissante majorée. Elle converge. Mais de toutes facons, on le savait, puisqu’elle a une limite quand N

2 x2

g X
tend vers 'infini : x> + TN —N—too 2.x2
Remarque : | « Converge », c’est synonyme de « voir une limite ».

s N 1 .
Combien d'éleves perdent leurs temps a montrer (i) = (1 — E) est croissante
(un) est majorée
donc (uy,) converge
enfin, la limite de (u,) vaut...

) . ) . . 1
alors que bien souvent, il suffit de dire « la suite (1 — 7) converge vers 1 ».
n

(SN) est croissante aussi, majorée.

N .2 N 2
22 2 Yoo 2 x 21 2
— = X"+ — + — =2X" - = < 2x
Z 2 Z‘nz\ — n.(n—1) N
= n=2 =
Nox? 1
2 . . N . . . .
Erreur : La majoration Z <2.x° — N est une majoration terme a terme, mais pas une majoration de la suite.
n=1"

Le terme 2.x> — % dépend encore de N. Ce n’est pas un majorant.
Sinon, toute suite réelle (a,) est majorée... par elle méme...
Imprécision : | Une majoration par une suite convergente permet quand méme de conclure.
En effet, la suite convergente est forcément bornée.
Par transitivité, vous majorer la suite initiale par une constante.

Croissante majorée, (Sy) converge (vers x2 (1 + Z) d’ailleurs).

Pour la convergence de (Py), on peut tricher.
Elle est décroissante et positive. C’est fini.

N
. ) . 1
Mais pourrait elle converger vers 0 ? Apres tout, le produit | | (1 — N) converge vers 0.
n=2

1 . .
De méme, aucun terme — n’est nul, mais la limite est nulle...
n

On va comparer avec une suite de référence.

2 1 2 1
x est entre 0 et 1. On a donc x? < lpuis - < —etl— x—z >1-—.
n n
On multiplie de 2 a N ces inégalités entre réels positifs :
N 2 N
x 1
[0-2)>110- )
n=2 n? n=2 n?

On multiplie encore :

Py > (1-x%) ﬁ( )

n=2
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Le terme de droite a déja été calculé par télescopage :

N ( 1)( +1) (1’1—1)' (Vl—l—l)
n—1).(n B "o
pN>(1—ﬁ)£l(———?7——f)_(1—ﬂy iy )
On a donc NAl 122
Py > (=255 > —

2 2
x . A soal 5
.Elle converge vers son plus grand minorant, supérieur ou égal a

1—
La suite (Py) est minorée par le réel
Elle ne peut pas converger vers 0.

m .
II~0) | On définit f = t — cos(x.t). Calculez pour tout n / f(u).e”""" . du noté ¢,
-7
Vs
/ f(u).cos(n.u).du noté a,
—T7T
Vs
/ f(u).sin(n.u).du noté by,
—7T

Ces intégrales vont servir dans les questions suivantes, vous pouvez donc valider vos calculs en lisant la suite de I'énoncé...

T :
L'intégrale / f(u).e”""".du se calcule par parties (intégrer deux fois, retrouver la méme avec un coefficient), ou en passant
—7T

dans C. C’est ce que je vais faire.

T . T . 7T ei.x.u + e—i.x.u )
/ f(”)-e_l'n'u-du = / cos(x.u).e” " du = / C e minugy
J =TT

-7 Jom 2
ol-(x—n).u

o
On sépare en / e gy — [
J =TT

(x est entre 0 et 1 et n est entier).

7T
W} et une autre du méme type, sachant que x — 1 ne peut pas étre nul
— —7T

7T 1.X.7T ,lL.N.TT —1LX.7T ,—1L.N.7T —1LX.7T ,—1L.N.7T 1L.X.TT ,1.1M.7T
Cinu . €T —e e e e — et e
f(u).e du = i _ ’
2.i(x—n) 2.i.(x+n)
. A 4 L.X.7T Lin.7T LX7T ,—in.7T 2.x : ;
Ayant deux fois le méme numeérateur, on regroupe en (¢"*7 et — T T (qui a pris
2i.(x—mn).(x+n)

4.12.(x — n).(x 4+ n) comme dénominateur commun ?).

Mais ce n’est pas tout, e = (¢"7)" = (—1)". On peut factoriser (¢"*7* — ¢"¥7) (—1)", ad

(x = n).(x +n)

On trouve ¢;, puis on en extrait la partie réelle et la partie imaginaire :
7T . 7T 7T
cy = / fu).e """ .du ay = / f(u).cos(n.t).du b, = / f(u).sin(n.t).du
— 7T — 7T — 7T

2.x.sin(7r.x) 2.x.sin(7T.x)
B S (=1)" a2 (=1)" 0

T . . T
Question : | Pourquoi laformule/ cos(x.u).e " du = / Re(e-¥1). e~ dy = éRe(/

T - —TT
une bonne idée (qu’on utilise d’ailleurs a la fin) est elle une erreur ?

On peut passer de f(u).Re(e ™) a Re(f(u)e ™"*) puis de / F(u)Re(e ™) du  a

§Re< /_trf(u).e_i‘”'l‘.du>.

On ne peut pas passer de Re(e"*4).e~H1 g Re(eh¥H g~in1),
Le probleme est que e~""" n’est pas un réel...

el'x'”.ef"”‘“.du> qui semble

T
Il est normal que by soit nulle. Il s’agit de l'intégrale / cos(x.u).sin(n.u).du d'une application impaire. Les deux intégrales
J =TT

0 T
/ cos(x.u).sin(n.u).du et / cos(x.u). sin(n.u).du vont donc se compenser.
-7 0

N .
[I~1)|Onpose py =t +—> Y cy.e™
n=—N

N n
Montrez pour tout ¢ : ¢n(t) = 2.sin(7.x). ( Z cos(n t))

Quand on calcule ¢,.¢"", il y a quatre variables : x et t qui sont fixés, u qui sert a calculer l'intégrale, et n qui va
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servir a calculer une somme.

On doit aboutit a une formule avec des cosinus, c’est donc qu’on va regrouper des exponentielles complexes.

On va découper Z en Z Z et Z

—-N n=0 n=1
On regroupera ensu1te les termes d'indices opposés :

Z Cn.ez.n.t — Co.eo + Z(Cn-el'n't + C,n.ef'n‘t)
n=—N n=1

Mais chaque ¢, est égal & son c_,, d’indice opposé (le (—1)" et le (—1)~" donnent la méme chose)

N . N .
Z Cn‘ez.n.t = ¢ + Z Cn'(ez.n.t _i_ef.n.t)
n=—N n=1

2.x.sin(7r.x)

0.
(1)

. . . 1
Les cosinus arrivent, de méme d’ailleurs que le — dans ¢y =
X

N : N
i 2. .
) cpet = 2.sin(7.x) + Y cu.2.cos(n.t)
n=—N *

n=1

On remplace chaque c;par sa valeur :

N : N .
; 2. . 2.x. .
Y opetnt = 2SN §n 22 80(T) gy oy
x = a2
N (_ n
On factorise le réel (non nul) 2. sin(x.77) et on a bien ¢ (f) = 2.sin(7w.x ( 2 cos(n.t)), qui permet

n=1
de valider le calcul de chaque c;.

m(@NHD0) )

n(57) an(5")

est fixé entre — 7t et 71, sens large). Pensez & cos(a) — cos(b) = produit, ga peut servir ici.

II~2) | Prolongez par continuité u —

(notée yt) en u = t (¢

On veut prolonger par continuité des applications qui voient leur dénominateur s’annuler.
Quand u tend vers t, le réel u — t et ses multiples tendent vers 0. On peut utiliser 1'équivalent sin(0) ~g_, 6 :

t—u t—u

gnQ2N+4y > (2.N +1).
u—t f—u

Sin(t;u) i 2

(les équivalents passent au produit et quotient)

sin ((Z.N + 1).1L

. (t—u
sin (5
(on a simplifié par la variable non nulle u — t).
Etre équivalent a un réel (non nul évidemment) c’est tendre vers ce réel :

sin ((Z.N + 1).1L ; u)

an (21)
2
Vous observerez que je n’ai écrit nulle part des ~ ou des =. C’est des maths, pas de I'approximation de pacotille.
. t—u t—u
sin ((2.N + 1).7) _@N+1)—

sin(t7u> - t—u
2 2

~u—t (Z-N + 1)

o Un physicien vous poussera a écrire . Cest inepte.




sin (2.N+1).ﬂ) @N+1). 2
o Un camarade de classe (pas un MPSI2 quand méme) écrira T 2 = - . C’est mons-
sin (5 2
trueux.
: t—u . t—u t—u

‘ ~ sin <(2.N+1).T) sin ((2.N+1). 5 ) ( 5 )

o Un professeur de Terminale vous fera écrire — = e p— (2N+1)
sm( 5 ) (2.N+l).< > ) sm( 5 )

sin(0)

puis passer d la limite avec 0

tend vers 1 quand 6 tend vers 0.

C’est parfaitement rigoureux.
Et c’est exactement la méme chose que notre raisonnement par équivalents...
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t)— f(u
Pour l'autre quotient %, on a encore une forme indéterminée.
sin ( )
2
On fait un peut de trigonométrie? : f(t) — f(u) = cos(x.t) — cos(x.u) = —2.sin (“E“‘) .sin ("'“Ex'”).
On a donc
sin (x.t - x.u)
t) — £ .
fO—fw 2 'Sin(x +xu)
sin(t_u) sin(t_u) 2
2 2
x.t—xu
t) — At .
On peut utiliser un équivalent quand u tend vers ¢ : % ~u—st —2— E ;- sin (x —iz_ i u) (le second sinus
BT
n’a pas d’équivalent sans sinus, puisque H# ne tend pas vers 0).
On trouve une limite :| —2.t.sin(x.t) | Pourquoi pas.
f—u 0
On aurait pu aussi écrire f(8) = f(u) _ cos(xt) = cos(x.u). 2 2.x et utiliser g(u) = 8(H) —sust g (1)
. (t—u x.t—x.u . (t—u u—t
sm( 5 ) sm(T>—0

pour les fonctions cosinus et sinus.

2

sin ()

sin ((Z.N I 1).t — u)
II~3)| Montrez ~ ¢n(t) d

I
™
5 2
2
=

sin ((2.N+ 1).t ; u) ;

/_nf(t). sin(t_u> Au.

2

Par linéarité -

. . "TT . . .
cp.e = et / cos(x.t).e " du = / cos(x.t).e" e dy
JU=—TT U=—7t

On somme :
N ) T N ) )
Y et = cos(x.t). Y (e"™femt ). du
n=—N

u=-—r n=—N

N . . .
Regardons en détail la somme (géométrique) Y (¢'.e"™"). sa raison e*™(!~*) ne vaut pas 1.
n=—N
i (ei.(t—u.))n _ e~ Nui(t—u) _ oi.(N+1).(t—u) _ e-(N+1).(t—u) _ p—N.i.(t—u)
1 — el-(t—u) el-(t—u) _ 1

n=—N
(plus agréable)
On équilibre un peu mieux numérateur et dénominateur en multipliant haut et bas par un arc moitié :

oo (t=1) /2 i (NH1).(t—u) _ p=N.i.(t—u)

N n
i(—u)\
n:Z—N (e ) T e—i(t—u)/2” el-(b—u) _ 1

2. c’est (cos.cos — sin.sin) — (cos. cos + sin . sin)
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C’est bien ce qu’on attendait (et connaissait par le cours) :

N sin((Z.N—i—l).t;u)

Z (ei.(t—u.))n - t— u>
2

n=—N sin (
Remarque : La question précédente montre qu’on peut se permettre d'utiliser cette formule sauf en u = ¢,
mais il n'y a pas de probleme, un prolongement continu est possible...

On glisse ce noyau de Dirichlet dans 'intégrale :

. t—u
sin ((2.N—|— 1). 5 ) »

Z Cne " = " cos(x.t).

R

C’est ce qu’on voulait.

sin ((Z.N + 1)g>

. (t — u)
sin
A A ~ . 7 A . 7 2 . . . . o
étes préts a dire que c’est la méme. Mais c’est juste parce que vous traitez les variables avec mépris alors que vous

devez vous incliner devant elles et les respecter.
On integre en u et t est fixé. On sort donc f(¢) :

La seconde intégrale / f(t) .du ressemble furieusement a la précédente. Dailleurs, vous
-7

. sin((z.N+1).t_T“> x sin 2N+1) 2”) ]

£0). - (o). 2 4
/ﬂ Si“<t2 ) / tz )

Sll"l

Il est temps de sortir le noyau de Dirichlet ou plutdt de telihciriD puisqu’on l'utilise en sens inverse.

. t—u
((2N<;L1)u)2 ) =1+2. kzicos (t—u))
sin (— =

M

On integre :

/,T sin ((2 N1
ST

Chaque intégrale / cos(n.(t — u)).du est nulle

/ 1.du +2. 2/ cos(n.(t —u)).du

(on calcule { - et le cosinus est 2.7t —périodique 3).

cos(n (t—u))} _ cos(n.t + n.;t) — cos(n.t — n.m)

I ne reste que / dt qui vaut justement 2.7t.

On a donc f(t). (2 7 4 0) pour retenir ce qu’il s’est passé.

On aurait pil aussi reprendre les calculs précédents, dans lesquels f aurait été une fonction constante au lieu de u —
cos(x.u).

7T
II~4)| En intégrant par parties montrez que / sin(p.u).v(u).du converge vers 0 quand p tend vers
-7

U'infini.

L) =] %) |

7T
Regardons donc / sin(p.u).y¢(u).du qu’on integre par parties : in(p.
8  sin(pa).ye(u).du q gre par p sin(pa) | o | S
p
T 17 . n 1 /™ /
/ sin(p.u).ye(u).du = —. {sm(p.u).%(u)] - —./ sin(p.u).y;(u).du
— p u=—n P J-n

3. la différence entre n.t + n.7t et n.t + n.7t est un multiple de 2.71,j'espere que vous n'avez pas développé avec des cos(n.t).cos(n.mr) +
sin(n.t).sin(n.7) ; certes, ce n'est pas faux, mais c’est lourd, lourd, lourd comme un mec bourré en boite qui a bu et drague tout ce qui a
deux yeux, deux oreilles et deux seins
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Le terme Yt (7). sin(p.7r) + i (—7).sin(p.7r)

a un numérateur borné (compris entre —|y¢(—7)| — |y:(7)| et

—|ve(—=7m)| — |7¢(7r)]) et un dénominateur qui tend vers I'infini. Il tend vers 0.
On encadre de méme le second terme :

0< ]7 / in(p.). 7} (u).du| < ;./7;|sin(p.u).'yi(u)|.du < ;./i|'y§(u)|.du

T
Le terme / |v;(u)].du ne dépend plus de p, on peut le qualifier de « constante ». La division par p fait tendre le
-7

majorant vers 0.

1 7T
Par théoreme d’encadrement » / sin(p.u).y;(u).du tend vers 0.
—7T

T
Par addition, / sin(p.u).y¢(u).du tend vers 0 quand p tend vers l'infini.
—7T

Le détail qui tue : qui nous assure que <y; est dérivable ?

Le fait qu’on puisse la dériver, c’est vrai..

Mais en t, elle est continue, pas forcément dérivable. Il faudrait vérifier méme ce point.

Et méme dire qu'elle est alors C' pour pouvoir appliquer la formule d'intégration par parties...
Comme quoi rien n’est si évident.

N (_1\n
I1~5) | Déduisez f(t) = w (x + Nh n ) %.cos(n.t)) pour tout t entre — 7t et 7.
d € = —

N n
Résumons ce qu’on a prouvé : ¢n(t) = 2.sin(m.x ( 2

Cos(n.t))

o) = [ flu Sm( 7

Sm(tE”)
sm 2N+1).t_T”) ]

F—u .au
(5

2mft)= [ f)

T
/ sin(p.u).y¢(u).du tend vers 0 quand p tend vers l'infini
—7T

Etonveut f(f) = w<% + JFXO:O %.cos(n.t)).
n=1

. t—u
sin ((Z.N + 1)T) »
sin (t — u) o
2
Celui de droite ; c’est la limite quand N tend vers +co de
PN (t)
2.7
En utilisant ce qu’on sait, il s’agit donc prouver que
. t—u t—u
1 7 sin ((Z.N—i—l).i) sm 2N+1).7)
[ s 2 L du et — / flu 2

o L n(5)

tend vers l'infini.

1
Le membre de gauche, c’est —. / f(t)
2.1 —7T

sin(rx) /1 & (—1)".2.x
Gt h e

(= +
T2 2

» .Cos(n.t)) c’est a dire de

(si cette limite existe).

.du ont la méme limite quand N

Calculons leur différence :

sin ((2.N+1).t;u) .

] F—u au
Sm( 2 )

— [ (r0 - ).
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Déplacons comme par hasard le dénominateur :

( 2

T
C’est une quantité de la forme 1 / Ye(u).sin(p.u).du avec p = N + 1
—7T

2.7 2
Quand N tend vers 400, p fait de méme, et I'intégrale tend bien vers 0.

Tous les résultats précédents ont servir, mis bout a bout,pour parvenir a ce qu’on voulait.

[1~6) | Déduisez 7. cot(7.x) = % — Nliril Cn.
—+00

i . —1)".2.
On veut maintenant passer de f(t) = m (; + Nlirfrl ) (x2)—nzx cos(n.t)) pour tout t entre — et 7T &
oo —
=1

1
7. cot(7r.x) = i Nlililoo Cn.

N
I doit y avoir un rapport, puisque Cy = Z 2.x

n=1
Il faut faire partir ce (—1)" et ce cosinus.
Et il faut passer des sin(7r.x) aux cot(7.x)...
On voit venir I'idée : on prend t = 7, ce qu’on aurait pt faire depuis le début...

2 — 2

sin(rr.x) /1 X (—1)r2x sin(rr.x) /1 X (~1)r2x
Y (241 S cos(n)) = TR (S 4 (1))
f(m) T (x +N—1>Iiloo’§1 x2 —n? cos(.7r) T x +N—1>Iiloo}§1 x2 —n? (=1)
Question : | Que faire de I'éleve qui reste en arrét devant cos(n.rt) = (—1)".

Ou devant cos(x + n.r) = (—1)". cos(x) ?
Le faire quand méme entrer en école d’ingénieur... oui parce que c’est ma mission en tant que prof.
Mais c’est désespérant. Ce devraient étre des acquis et réflexes du lycée...

On a donc
: N
sin(7.x) (1 _ 2.x
cos(mx) = ——.(—+ lim —)
(7x) s X N~>+oozx2—1’12
N
. . . . sin(rt.x) /1 . X
Je crois que la seule chose qui manque est le signe moins : cos(7t.x) = # <— — lim Z 5 2) (n? —x2
7T X N—+o0 =X
contre x*> — n?).
A
[z
Le graphe ci-contre a tracé x —— 71 cot(7r.x)
1, . ¥ 2x 2
etdes sommes — 4+ lim ) ———
X N—+o0 = X —n 4
pour N égal a 1/ 2 et 3’ 01 [] 073 04 05 0% o7 0% ()
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1~7)| On définit ¢ = 6 — 0.cos() — sin(8). Calculez ¢*) et ¢*) (0) pour k de 0 a 4.
; ‘ _93 s N=2 "
Déduisez ¢(0) ~g_0 ——-
3 N=3
Déduisez que x — 7.cot(7m.x) — % se pro- 5
longe par continuité en 0 (valeur ?).. NMM/

2 A 1 ¥
l;:i);p(lyl-(quz C(eriloment Exgler a pli obtenir : Approximation de sm %) par s produits
T = H (1 - E) infinis d'Euler TT.x. H(:L— )

. n=1

On fait passer de l'autre coté :

sin(7r.x)
et méme (x) 1t 2
cos x
sin(mx) x :n;xhrﬂ
Ce que fait Euler ? Il integre : {ln(sin(n x)) — } Z In(n? — x%) —In(n?)
{In(sm(n x } 2 In ( x—2>
{m(sin(n.x)) - ln(x)} = In (ﬁ; (1 - g))

Il y aura une question (niveau spé) : I'intégrale de la somme est elle la somme des intégrales ?

Si, il y a un probléme, c’est une somme avec une infinité de termes... Et I'infini n’est pas le « grand nombre de
termes » de la physique, c’est ’endroit o1 arrivent les choses qui n’arrivent jamais.

Pareil pour le passer au logarithme avec une infinité de termes...

Ensuite, il reste le crochet {ln(sin(n.x)) - ln(x)] .1l devrait s’écrire (In(sin(7r.x)) —In(x)) — (In(sin(7.0)) — In(0)).
Etil y a un probleme...

(] 9@ [¢™(0)]
0 | 6.cos(f)—sin(0) 0
Drou 'application ¢ : ; 0. c;se( s;n—(gs)m( 0) 8
3 | 6.sin(0) — 2.cos(0) —2
4 | 0.cos(f) + 3.sin(h) 0

On écrit une formule de Taylor a l'ordre 3 entre O et 0 + 6 :

p(0) =0+ < (—=2)+ ﬁ. /01(1 —1)3. (t.e. cos(t.0) + 3. sin(t.e)) At

i 0 9(0) _
On divise par — 3 o3 =1- > / (t@ cos(t.0) + 3. 31n(t9)).dt.

On se fixe 6 entre —1 et 1 pour borner ce qu’il y a dans l'intégrale.
¢(9)
—03/3

On réduit

tend vers 1. C’est la définition de I'équivalent.

1 mx.cos(mx)—sin(rx)  ¢@(mx)
7. cot(7r.x) — x sin(7r.x).x ~ sin(m.x).x

. , sz . . Loz 2 . 1 —m3.a3
En 0 on a une forme indéterminée, mais la question précédente donne un équivalent : 77. cot(71.x) — 3 ~x 0 3055

Le terme de droite tend vers 0, celui de gauche aussi !
Ceci prouve que 7. cot(7.x) — 1 admet une limite en 0.
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On pourra méme montrer qu’elle est dérivable en 0.

Etsij’en revient a [ln(sin(n.x)) - ln(x)} , C'est {ln (%)} , et on peut prolonger en 0 aussi.
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1
Les nombres ,, pourn de 1 & 20 sont écrits au tableau. On en prend deux (au hasard) a et b ; on les efface et on

met en fin de liste le nombre a.b + a + b (par exemple, on remplace 1 et % par %). Et on recommence. Jusqu’a

11

ce qu’il ne reste plus qu'un nombre, qu’on va appeler S.

Dans quel ordre faut il avoir barré les 20 nombres pour que S soit le plus grand possible ?
Dans quel ordre faut il avoir barré les 20 nombres pour que S soit le plus petit possible ?
Allez, on arréte de tourner autour du pot : combien vaut S ?

Indice : C’est un exercice de théorie des groupes, mine de rien. Commu... et Asso....

En fait, 'ordre dans lequel on fait les opérations n’a aucune importance.

Onposeaxb=a+b+a.b.

On calcule (ax b) xcet ax (bxc) (et aussi (axc) b, (b c) a et ainsi de suite). On trouve la méme chose.

Donc, finalement peu importe I'ordre, ce sera toujours le méme résultat...

1 1 1 1
Alors,oncalculel*5*5*1*...*E
T il T
1| %= | = | *= | *= —
2 3 4 5 20
1 1 1 1
2 *— | k= | k= —
3 4 5 20
1 1 1
3 *— | *x— *—
4 ? 210
4 - =
*5 20
> 20
20

S vaudra toujours 21.

Enfait, 1+ (a%b) = (14 a).(1+b).

tout décaler de 1 on a des kil
' 21
11 suffit donc de tout multiplier pour faire des * il reste T
soustraire 1 pour revenir 20

426> I

Justifiez : Arcsin(v/1 — x2) = Arccos(x) pour x dans [0, 1].

Solution du physicien :

je dérive les deux fonction,

elles ont la méme dérivée,

elles different donc d’une constante,
je calcule cette constante en 0

Solution du matheux :

je nomme f leur différence,

je dérive f : f" est nulle

je trouve f(x) = f(0) pour tout x

(cette démarche évite ces histoires contre nature de «je calcule ensuite la
constante en un point », alors que le seul point de vue logique est «je
regarde d’un étatt initial 0 a un état final x »)

Solution du mateux :

je pose 8 = Arcsin(v/1 — x2)

je traduis :sin(f) = V1 —x2et0 <6< %

j’en déduis sin®(0) = 1 — x? puis cos?(8) =1 — (1 —x2) = x
je retrouve cos(f) = x au signe pres

mais comme 6 est entre 0 et 77/2, ’est bien cos(0) = x

2

avec cos(f) = xet0 <6 < g < 7T je reconnais 6 = Arccos(x)
j'efface 6 dans Arcsin(v1 — x?) = 6 = Arccos(x) et c’est fini.

Euh, monsieur, il y en a deux qui s’appellent « solution du matheux », que vouliez vous dire vraiment ?

je voulais dire que justement, le matheux est celui qui va proposer plusieurs solutions, ne pas se contenter de « celle qui a
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marché ».

x] — [ Vi-x7] — | Arcsin(v/1—x2) |
—2.x 1

2.4/1—x2 l_(m)z

iy ez . e X
et la positivité de x permet de simplifier Tl

Sinon, le calcul :

On a donc _=*
V1—x2/x2

On notera quand méme qu’il y a alors un probléme pour le calcul effectife de cette dérivée en 0 (et en 1).

Résolvez Arcsin(x) = Arccos(x) d’inconnue réelle x.

x est nécessairement entre —1 et 1.
On passe au cosinus (ou au sinus), condition juste nécessaire : v'1 — x2 = x.

On éleve au carré (nécessaire) : 1 — x% = x2.
. V2 V2
Onrésout : x = —oux = ———.
2 2
2 2 T 3
On garde x = > mais on élimine x = — 5 qui donne 7= Tn

2
L'unique solution est

Et si on se dit qu'elle sautait aux yeux, on la propose, vérifie :

2
{7)cs.
Mais pourquoi est ce la seule ? Juste parce que Arcsin est croissante

et Arccos décroissante. Elles ne se croiseront donc qu’une fois (leur
différence est strictement monotone donc injective et ne s’annule

qu’une fois). A 05 0 05 1

428 > I

O Un polynome unitaire de degré 4 a pour racines 1, 3, 4 et 6. Calculez sa valeur en 2 et en 5.

O Un polynome de degré 4 a pour racines 1, 3, 4 et 6. Comparez sa valeur en 2 et sa valeur en 5.

Q Un polyndéme de degré 4 a pour racines 1, 2 et 3 (et une autre). Il vaut 1 en 0 et en 5. Retrouvez la derniére racine.
(unitaire : coefficient dominant égal a 1).

Un polyndéme unitaire de degré 4 a pour racines 1, 3, 4 et 0
6. Calculez sa valeur en 2 et en 5. - :
C’est donc forcément (x —1).(x —3).(x —4).(x — 6). —_—

En 2 il vaut —8 et en 5 il vaut —8 aussi.

Un polyndéme de degré 4 a pour racines 1, 3, 4 et 6. Comparez sa valeur en 2 et sa valeur en 5.
Cette fois, il s’écrit A.(x — 1).(x — 3).(x —4).(x — 6) avec A inconnu (non nul).
En 2 et en 5, il prend la méme valeur —8.A.




Un polyndme de degré 4 a pour racines 1, 2 et 3 (et une autre). Il vaut 1 en 0 et en 5. Retrouvez la derniére racine.
Cette fois, il s’écrit (x — 1).(x — 2).(x — 3).(a.x + b) (son autre racine est —b/a).

Onle calculeen0 : —6.b = 1.

On le calculeen 5 :24.(5.a+b) = 1.

1 1
Ceci nous permet de récupéréraetb : b = 3 eta = TR
La racine qui manque est 4.

2
Q@ Calculez/1 x*.(1+1In(x)).dx.

Facile en dépit des apparences.

/12 (14 1In(x)).dx = /2 eI (1 4 In(x)).dx = {ex'ln(")} ?

1 x=1

(forme e".u' ou changement de variable, c’est pareil).

<30 > I

Montrez :Vn € N, (10" +1 =0 [3]) = (10"*' +1 = 0 [3]).
Déduisez vous :Vn € N, (10" +1 = 0 [3]).

On se donne 7. On suppose 10" + 1 = 0 [3] (et on veut 10"+ + 1 = 0 [3]).
On multiplie par 10 : 10.(10" + 1) = 10.0 [3].

On développe : 10" +10 = 0 [3].

On réduit modulo 3 : 10"*! +1 = 0 [3]. C’est bon !

Niveau Terminale :je mets des k partout : 10" +1 = 3.k
10" +10 = 30k
10" +1=30k—9
10"+ +1 =3.(10.k — 3)
C’est correct, c’est gentil, mais c’est indigeste.
On écrita = b [p] et c’est tout. Et si vraiment vraiment vraiment il faut : 3k, a = b+ k.p .
Mais on reste avec des « égalités modulo» :a = b [p].
Et on a le droit d’additionner :a +c¢ = b+ c [p]
soustraire :a —c="b —c [p]
multiplier :a x ¢ = b X ¢ [p]
diviser : axc ! = bxc”
cmodulop (cAp=1)

1 1

[p] ot ¢! est l'inverse de

La propriété P, : 10" + 1 = 0 [3] est héréditaire.
Mais pas initialisée.

Tant pis pour elle. Le principe de récurrence n’y peut rien pour elle.

SAMUEL PATY Dans notre République, étre libre, c’est avoir le droit de dire ce

que l'on pense, le droit de partager ses connaissances, d’écouter, de
m débattre, de dessiner, de chanter.

qui est une de nos libertés les plus importantes.

La liberté d’expression signifie aussi que personne n’a le droit de
forcer les autres a penser comme lui, a faire comme lui ou a dire la
méme chose que lui.

Cette liberté d’expression n’est pas sans limites. On peut ne pas étre
d’accord avec les idées des autres, et on peut en rire, on peut méme
¥ s’en moquer, mais on n’a pas le droit d’inciter a la violence ou a la
. haine contre qui que ce soit.

Tout cela fait partie de ce que nous appelons la liberté d’expression,
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T T T
Pouvez vous mettre x — cos(x) + cos <x + Z) + cos <x + 5) + cos (x = E) sous la forme x — A.cos(x —

¢)?

Oui.

Les quatre termes du premier membre sont de la forme aj. cos(x) + b. sin(x).
Leur somme est de la forme a. cos(x) + B.sin(x).

On peut la mettre sous la forme demandée.

T T T
cos(x) | cos (x + Z) cos (x + §> cos (x + E)
cosinus | cos(x) ? cos(x) % cos(x) (1 + % + %) .cos(x)
sinus —7.s1n(x) > sin(x) —sin(x) ( 5~ 1).cos(x)
2 2
Le réel positif A est égal a \/ (l + ? + %) + ( - ? - ? - 1) Et ¢ est un simple Arctangente

32 > I

Montrez que les matrices de la forme < Ay o) ) forment un groupe pour la multiplication, et montrez

Résolvez cos(2.0) = 1 + cos(6) d’inconnue réelle 6.
On transforme cos(2.6) = 1 + cos(8) en 2. cos?(#) — cos(#) — 2 = 0.

1++V17 1—+17
On trouve deux solutions : cos(f) = + 1 etcos(f) = 1 On élimine la premieére (un cosinus ne dépasse pas
1.
1-+2 1-v17 _1-+1
On vérifie quand méme —1 = > < < V16 = _%

On trouve cette fois un ensemble de solutions infini (périodicité et parité) :

ESQ = {Arccos(ﬂ) +2kIl|keZ, ec {1, 1}}}

4

sh(0) ch(0)
que ce sous groupe est commutatif.

t 4 ot —
Appel :ch(t) = cte etsh(t) =

=@
2

Interne. On prend deux matrices de cet ensemble < gzgzg izgzg ) et ( gzggg izglg; )

sh(B) > _ ( ch(a).ch(B) + sh(a).sh(B) sh(a).ch(B) + ch(a).sh(B) )
ch(B) sh(a).ch(B) + ch(a).sh(B) ch(a).ch(B) + sh(a).sh(p)

)
)
8) 3 ch(8) sh(0)
B) ) On retrouve le schéma sh(8) ch(0)

On effectue leur produit :

ch(a) sh(a)
( sh() hc(h(oc) )>'<h(
, + +
S Sf(§h<i‘+§> i+
ment de I'ensemble.

,—\/\

p
B

avec 0 gal a « + B. On a bien un élé-

Obtenir une matrice 2 sur 2 est la moindre des choses, mais ne prouvait rien.
11 faillait bien s’assurer d’avoir une forme avec des sh et des ch au bon endroit.

Associativité. La multiplication matricielle est associative.

Sinon, on prend trois matrices qu’on note M,, M pet M,.

On a montré plus haut : My.Mg = My p.

On calcule alors : (My.Mp).My = Myip.-My = My yp)1 €t Ma.(Mp.My) = Ma-Mpiy = My (g1r)-
Il'y a égalité.

Neutre. Certes, on sait que < 10 ) est le neutre de la multiplication matricielle.

01
Mais il faut s’assurer qu’il est dans 1’ensemble. On l'écrit juste ( gzggg ilgggg ) . C’est la bonne forme...

Symétrique. Le symétrique de ( gzgz; Ezg ) st ( Ch(_ag Sh(_ag ), et il est dans I'ensemble.

sh(—a) ch(—a
Il suffit d’écrire My M_, = M_,.M, = M —p = My (le neutre).




31

Sur ce type d’exercice, bien souvent les éléves perdent du temps sur des questions idiotes et passent a coté des vraies
questions.
Pourquoi ? parce qu’ils croient que faire des maths, c’est calculer (rappelez moi le nom de la matiére oti on passe son temps

a calculer...).
Par exemple, ils remplissent douze lignes de calcul avec des (( ;ZEZ; izgi; ) . < ;Zggg ‘S»'ZE'[;; >) ( 2283 zzg; >
C’est hyper gentil, mais hyper con.

En effet, ona A.(B.C) = (A.B).C dés que A, B et C sont des matrices !

ch(a) sh(a)
sh(a) ch(a)

En revanche, ils disent « la matrice ( ) est inversible car son déterminant vaut 1 (oh, juste du calcul, c’est
rassurant...).

Mais ils ne regardent pas si l'inverse est dans 1’ensemble, c’est a dire de la forme ( s

L’essentiel de la question est la : les variables.

La multiplication matricielle n’est pas commutative. Mais n’allez pas dire que les sous-groupes de matrices carres
de taille 2 sont forcément non commutatifs.
On peut justement forcer la restriction a ne nous faire travailler que sur des matrices qui « commutent entre elles ».

Id | (123) | 321) | (12)0(34)
Vérifiez que| (124) | (134) | (23, 4) | (13)0(24) |est un groupe pour a loi de composition.
(421) | (431) | (43,2) | (14)0(23)
Montrez qu’il n’est pas commutatif.

Donnez des sous-groupes de cardinal 2 et 3.

Pouvez vous trouver des sous-groupes de cardinal 1 et 12?
Pouvez vous trouver des sous-groupes de cardinal 4 et 6 ?

On a douze éléments, on doit dresser une table de taille 12 sur 12.
Pour le caractere interne, il faudra vérifier que quand on les compose, on retrouve une permutation de la famille.

)
2
=
)
=
<
3
B~
=
<
—
—_
N
I
(0]
—
N
N
—
I |

En tant que loi de composition, elle est associative.
On dispose d'un neutre, c’est Id.

Et chaque permutation a son symétrique : pour un cycle (a b ¢) prendre (a c b)
pour un bi-bycycle prendre lui méme
La loi n’est pas commutative (exemple visible plus haut).

Sous groupes de cardinal 2 : ’ Id ‘ (1 25 o (3 45 ‘et les deux du méme type.

Sous groupes de cardinal 2 : ’ Id ‘ (12 35 ‘ (32 15 ‘et les trois du méme type.

Sous groupe de cardinal 1 :| Id
Et aucun autre,car dans le sous-groupe, il faut qu’il y ait le neutre.

Sous groupe de cardinal 12 : le groupe Tui méme !
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gof Id (12)0(34) | 13)0(24) | (14)0(23) | f |
Id Id (12)0(34) | (13)0(24) | (14)0(23)
Sous groupe de cardinal 4 :| (12)©(34) | (12)0(34) Id (14)0(23) | (13)0(24)
(13)0(24) | (1350 (24) | (14)0 (23} Id (12)0 (34
(14)0(23) | (14)0(23) | (13)0(24) | (12)0(34) Id
Klein !

Sous groupe de cardinal 6 : impossible (c’est un peu long a montrer, mais on s'interroge « si on y met deux tricycles, on finit par
avoir tout », si on y met un tricycle et un bi-bicyle, c’est pareil au final »).

QO On rappelle la définition de A + B quand A et B sont deux parties d'un groupe (G,+)
A+B={a+blac A, beB}.
Pour le groupe (R, +), a—déterminez IN 4+ IN et comparez avec 2.IN
b— déterminez R™ + {0} et comparez avec R* U {0}
c— déterminez Z + [0, 1]
d— déterminez Z+]0, 1|
e— montrez : Q+]0, ¢[= R pour tout réel strictement positif .
Pour le groupe (Z1o,+)“ : f—déterminez {0, 1, 3} + {1, 2, 10, 11}
g— pouvez vous trouver A de cardinal 3 vérifiant A + A = Zjp
h— pouvez vous trouver B de cardinal 4 vérifiant B+ B = Z;

a. ensemble des entiers de 0 a 11 (inclus) pour ’addition modulo 12

a— | Les éléments de IN 4+ IN sont de la forme a + b avec a et b entiers naturels. Ce sont des entiers naturels :
IN +IN C IN. Mais en plus tout élément n de IN est atteint, de la forme 1 4 0 par exemple.
On adoncIN +IN = IN. Tandis que 2.IN désigne I'ensemble des entiers pairs.

Oui, on doit raisonner par double inclusion.
Dois je méme dire « on doit raisonner » ?

Prenez un réel non nul quelconque, ajoutez lui 0 (seul élément de {0}, vous retrouvez x : R* + {0} = R").
R* U {0}, ca fait justement R.

c— |L’ensemble Z + [0, 1] est inclus dans R, mais il est méme égal & R. En effet, tout réel x s’écrit [x] + (x — [x])
(partie entiere et partie décimale) avec [x] dans Z et x — [x] dans [0, 1] (donc a fortiori dans [0, 1])). Ona Z + [0, 1] = R.

Z+]0, 1] ne donnera pas R. Les entiers ne peuvent pas s’écrire comme somme d’un entier et « d’un truc en
0, quelquechose ».

Ce sont d’ailleurs les seuls éléments qu’on n’arrive pas a avoir. Z+]0, 1[= R — Z.

On l'écrit d’ailleurs aussi U,cz]n, n + 1].

@ Q+]0, €[ est inclus dans R. Mais pourquoi est il égale a R ? parce que tout réel est la somme d’un rationne et
d’un truc tout petit.

Pour x donné, l'intervalle |x — ¢, x[ contient au moins un rationnel (densité de Q dans R). On note g un tel rationnel.
Onaalors x = g+ (x — g) avec x — g entre O et &.

1 10 | 11

2
0j1|2]10]11
Un tableau : 11273110
314|5|1|2
Si A n’a que trois éléments 4, b et ¢, I’ensemble A + B n’en contiendra pas plus de 9 (peut-étre moins si on a

{0, 1, 2, 4,5, 10, 11}

des situations comme a + b = a + ¢). En tout cas, ne révons pas d’atteindre Z;, .

Un exemple ? Mais B + B contient 16 éléments au maximum. Sauf qu’on a une certaine symétrie : ap + a7 et
ai + ap.
On a donc au plus 10 éléments différents. Raté encore.
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4365 1

-2/3 1/3 2/3 2/3
OnposeAz( 2/3 -1/3 >etB: ( 4/3 4/3
Calculez A" et B". Pourquoi peut on utiliser la formule du bindme pour (A + B)" et pourquoi donne-t-elle
A" + B" ? Retrouvez la matrice M".
On va calculer M" par une autre méthode, qu’on appelle décomposition en combinaisons de projecteurs commu-
tant deux a deux.
Ne cherchez pas pour l'instant a comprendre pourquoi, qui sont ces projecteurs...
Ce sont ces deux matrices A et B (de somme M, comme par hasard).

). Calculez A?, B?, A.B, B.A, ainsi que A + B.

On effectue les calculs et surtout, on ne s’arréte pas a A?> =quatre coefficients.

| A2 [ B> | AB[BA]

[ =A[2B] 0 [0 |

Et si déja on doit résoudre un exercice élémentaire, niveau Terminale (je dis bien Terminale et pas Terminable, c’est
que c’est un exercice destiné & cultiver votre intelligence...).

On prend du recul :

(A+B)>= A+ AB+B.A+B?

(pas de binome trop rapide, on est dans un anneau non commutatif).

(A+B)?>=—-A+2B

et cette forme est plus agréable que celle avec des coefficients partout.

On pousse plus loin, avec M® : (A + B)> = (—A +2.B).(A+ B)
(A+B)3 = —A2 +2.B.A — A.B + 2.B? (pas de commutativité)
(A+ B)3 = A+ 4.B ca commence a prendre forme

On pouvait y accéder aussi avec la formule du bindme sans commutativité :

(A+B)> =A%+ (A2.B+ A.B.A+B.A%) + (A.B> + B.A.B+ B> A) + B®
dans laquelle on élimine tout ce qui contient A.Bou B.A : (A+ B)?> = A3+ B3 = —A +4.B.

On généralise : (A + B)" = (—1)".A + 2".B pour tout n.

C’est initialisé.

Supposons (A + B)" = (— )" A + 2" B vrai pour un entier naturel n quelconque.
On calcule (A + B)”Jr1 =(A+B)".(A+B)

(A+B)"! = (-1)".A+2".B).(A+ B)

(A+B)"! = (-1)".A2 +2".B? + (-1)".A.B+2".B.A

(A+ B)"t! = (—1)".A% + 2" B?

(A—|— B)n+1 — ( )n-‘rl A+2n+1 B
Onadonc| M" = (-1)" < 22/33 711/;}3 ) +2”.< i;; 421;2 )]

Avec un peu de recul, on pouvait quand méme utiliser la formule du binéme.
L’anneau des matrices 2 sur 2 n’est pas commutatif.
Mais ici, les deux matrices A et B sont permutables (A.B = B.A, et mal dit: elles commutent).

n
On a donc quand méme (A + B)" = ) <Z> Ak Bk,
k=0
Mais deés que k vaut autre chose que 0 ou 71, on a un A.B ou un B.A dans A" . B. Ce terme est nul !

Dans la somme issue du bindme, il ne reste que deux termes : (A + B)" = A" 4 B".

Surtout, ne faites pas lire cette formule a un éleve de college ou méme de lycée, il croira que (a + b)?> = a* + b> c'est plus
cool que l'identité remarquable que lui apprend son prof. Mais ici, on a a.b = b.a = 0, ce qui n’a pas souvent lieu dans R ou C.
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Ensuite, par récurrence évidente sur n A" = (—1)".A et B" = 2".B.
Les deux valeurs (—1)" et 2" viennent directement des deux valeurs propres de M.

Q Un élément a d'un anneau (A, +, .) est dit nilpotent si il existe n vérifiant a” = 0 (neutre additif)

idempotent si il existe p vérifiant a” = 1 (neutre multiplicatif).
Donnez les éléments nilpotents et les éléments idempotents de ’anneau des entiers (range(120),+,.).
Montrez que la somme et le produit de deux éléments nilpotents est encore nilpotent.

10
méme que 1'un de leurs produits.

Montrez que ( 8 (1) ) et ( 00 > sont nilpotentes dans (M (RR), +, .) mais que leur somme ne l'est plus, de

Pour chaque entier (enfin, on va voir si on va jusqu’au bout) de 0 a 120, on calcule ses puissances successives, jusqu’a
e soit tomber sur 0 (élément nilpotent)

e soit tomber sur 1 (élément idempotent)

e soit déceler une période qui nous fera dire « c’est bon, on ne passera que par ces valeurs ».

On note au passage qu’il est incompatible qu'un élément soir a la fois nilpotent et idempotent.

(0] | nilpotent |
1 idempotent
211,2,4,8,16,32,64,8,16,32,64,8 | périodique
3 1,3,9,27,81,3,9,27,81, 3, périodique
4 1,4,16, 64,16, 64, 16, 64 périodique
5 1,5,25,5,25,5,25 périodique
6 1, 6,36, 96, 96, 96, 96 périodique
7 1,7,49,103, 1 idempotent
8 1,8,64,32,16,8,64,32,16 périodique
9 1,9,81,9,81,9 périodique

Tous les calculs sont faits a la main (ou a I'ordinateur).

Mais qui pourrait étre nilpotent ? Il faudrait avoir 4" = 0 [120] pour un #.

C’est a dire a” = 120.k = 23.3.5.k pour un k bien choisi.

I1 faut donc qu'il y ait dans a” un facteur 2, un facteur 3 et un facteur 5 (et apres, on mettra le reste dans k).
30 | 1,30, 60,0 | nilpotent
60 1,60,0 nilpotent
90 | 1,90, 60,0 | nilpotent

30% =23.335% = (23.3.5) kaveck = ....
602 = (23.3.5).(2.3%et 90° = (23.3.5).(3%.5%).

Les nombres premiers avec 120 sont idempotents.

Si a est nilpotent (avec a™ = 0) et b nilpotent (avec b7 = 0),
alors a.b est nilpotent. Il suffit de 1’élever a la puissance n + p (et méme Max(n, p)).
On a en effet : (a.b)" P = a™P.p"*P (car ils commutent) donc

(a.b)"™P = a" P P = (a).aP b".(bP)

Les deux termes entre parenthéses sont nuls, le produit est nul.

Pour la somme, je vous le rédige sur un exemple.
Si a est nilpotent d’indice 3 et b d’indice 4, alors a + b est nilpotent d’indice 6 :

(a+b)® = a® + 6.2°.b +15.a*.b* + 20.a%.b° + 15.0°.b* + 6.0.b° + b°

(commutativité)
Et dans cette somme, chaque terme est nul, soit a cause de a (a® + 6.a°.b + 15.a*.b% + 20.43.1%), soit a cause de b
(15.a%.b* + 6.a.b° + b°).

yJ yJ
01 0 0 . 0 0 00 0 1 00
(0 O)et<1 O)son’cmlpo’centescar(1 0> _<O 0>et<0 0> —<0 0)(doncn—2).
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Mais leur somme est ( ), dont le carré est ( (1) (1) )
1
0

1
0
0 1 pair 0 0 1 impair 1 1
Onadonc<10> —( 1)et<10> —<10>.

Onn rra jamais avoir 0 1 ”_ 00
e pourra jamais avo 1 0 =l o0 o/

<382 | Montrez que l'ensemble des nombres de la forme p + g.1/3 est un groupe pour ’addition usuelle, et méme un
anneau pour I'addition et la multiplication usuelle.
Parmi ces éléments, lesquels ont un inverse pour la multiplication (I'inverse doit étre dans ’anneau) :

1,4,v3,24+3,5—/3,15/3+26,7 +4./3,7 + 5.4/3.

w30 1[on y a quatre ans, un éleéve dont je tairai le nom? a écrit en physique pour une équation différentielle d’ordre 1
: § = Vect(cos). Pour Soléne, c’est une horreur, I’équation était a coefficients constants. Mais sinon, ¢a pourrait
étre quoi, I'équation pour qu’il ait raison, ce brave garcon ?

a. et dont je tairai le prénom parce que j’ai le méme

Les équations y} + a.y; = 0 ont des solutions de la forme t — yg.e~*!.

Mais cos(t).y; + sin(t).ys = 0 a pour solutions Vect(cos). Et encore, seulement sur [—7/2, 77/2], au dela, il faut se
méfier, c’est Cauchy et Lipschitz qui me l'ont dit.

On pose a = Arctan(1/5) et b = Arctan(1/239). Calculez tan(2.4), puis tan(4.a) et enfin tan(4.a — b).
Concluez 7 = 16.a — 4.b (formule de Machin).

X1 hn fAn
Montrez pour tout x : Arctan(x) = ST +/ T tT
1— t4.n 2.n—1

= Y (-1)kk

Mont Vte RT, ———
ontrez € 112 P

2.n—1( 1)k 2.k+1 4n+1

() - ,;0 2k+1 | Sant1
11 (_1)k

Montrez : Arctan(a) ~ kg‘a k1) 2T

Calculez 7t a 107 pres grace a la formule de Machin.

2.tan(a)

Déduisez : Vx € RT,

a 10 8pres.

tan(a) — tan(b)

Ony va doucement avec la formule tan(2.a) = appliquée deux fois et tan(a — b) =

1 — tan?(a) 1+ tan(a). tan(b)’
2
5 2.5 5
tan(2.a) = 51 =% 1~ 1T
1- —
25
10
. 1012 120
tan(4e) = — 55 = T —2 ~ 119
144

Déja, tan(4.a) vaut presque 1.

L, ) s

Le physicien s’en contentera pour affirmer 4.a = 1
. , s
Le mathématicien débutant corrigera 4.a ~ 1

. . s
Le mathématicien corrigera 4.a ~ 7 [7].

20 1

“ 539 120.239 — 11
tan(4.a — b) = 119 239 _ 120.239 9

120.1
14+ 2L~ 119239 +120

Il nous suffit de prouver ensuite 120.239 — 119 = 119.239 + 120. C’est directe si on simplifie par 119.239.

Et c’est moche si on calcule explicitement 119.239 = 28441 comme un mauvais livre de (presque) sciences.
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Ayant tan(4.a — b) = 1 (vraie égalité), ona4.a — b = g [7T].

Celui qui part de tan(4.a — b) = 1 et prétend passer a l’arctangente des deux cotés est idiot si ensuite il simplifie
Arctan(tan(4.a — b)) en 4.a — b.

. A 7r : 7 7 7 Al A
Mais quand méme, a est entre 0 et 7 puisquec est I'arctangente d’un élément de [0, 1].

Donc 4.4 est plus petit que 7.

. . o, . . T
On soustrait b qui est positif mais plus petit que —.

2
Il s’ensuit que 4.a — b est entre 4.0 — g et 4.% — 0. Et dans cet intervalle, il n'y a que g qui ait pour tangente 1.

On peut donc conclure
4a-b="
’ 4

et multiplier par 4 si on y tient.
C’est dans la partie « encadrement et congruences modulo 7 » qu’il y a des maths.

Dans la partie calcul initiale, il n'y a que du calcul, comme son nom l'indique.
C'est sur la partie maths que I'on vous jugera.

_ t4‘" 2.n—1 1— an+1
La formule Vt € RY, e kg%) (—1)%.£2* est juste la série géométrique : 1+a+a®+... +a" = <

aveca = —t2.

Si vous y tenez, vous prenez vos réflexes de Terminale et vous la démontrez par récurrence sur 7.

Je vous fais juste I'hérédité. On suppose pour un n donné quelconque :

1 _ t4.n 2.n—1

= Y (—D)ksPk
1412 =

On ajoute (—1)2".#2(21) 4 (—1)2(r#+1)=1 2.2+ 1)+1) (oui, deux termes car on passe de 2.1 —122.(n +1) — 1, cest
la qu’on va surveiller votre rigueur)

. 2n-1
(_1)2.n't2.(2.n)+(_1)2.(n+1)—1't2.(24(n+1)—1)+11* t42” = (—1)2n 220 (L2122 )1 ”Z (—1)k 12k
+t =0
fhn _ An+2 1—n 2'(n§)_1(_1)k (2K
142 =

(t4.n _ t4.n+2) + t2.(t4-” _ t4.n+2) 1 — fAn 2.(n+1)-1

= —1)k 2k
1412 tire k;) (=1)

1 _ t4.1’l+4 2‘(1‘14’1)71

k 2.k
—— = Y, (-1t
1+t =

Et c’est bien la formule demandée.

Je dirai que la preuve par récurrence est déja ici un trés bon test pour vérifier votre capacité a surveiller vos variables, telles
que «2.(2.(n+1) — 1) ».
Et il permet de voir si vous visualisez bien une somme de 0 a 2.n — 1 et la somme suivante

0|1(2|3]..]2n2| 2n1
0[1]2]3]..|2n2]2n1]2n]2n+1 |
2.1-1 1 _ g2n=1)+1
La preuve attendue dans un devoir sera donc ) | a* = —{—, aveca= —t2.

k=0
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Mais je vous propose aussi la preuve sans faille et sans récurrence :

1—gin 2l k 2k 2\ H5 2k
On ne va pas prouver ———- = ~1)*.2  mais 1 — (1+1t%) k 2k,
pasp 1+P k;] =1 i ;
11 suffit alors de partir du membre de droite et de télescoper *
2.n-1 2.n-1 2.n-1 2.n—1
(1 + tZ)‘ Z (—1)k.t2‘k _ Z (—1)k.(t2'k + t2.k+2) — Z (—1)k.t2'k _ Z (_1>k+1.t2.(k+l))
k=0 k=0 k=0 k=0
2.n—1 2.n—1
En posant u; = (—1)¥.t>* on a alors Z Uy — Z uy4q et elle télescope. Il ne reste que ug avec un signe plus et
k=0 k=0
Up y—1+1 AVec un signe moins.
_ t4.n 2.n—1
La formule Tre ~ Z (—=1)k.£2* est vraie pour tout t positif. Appliquons la a tous les ¢ entre 0 et x lui aussi
k=0

positif.
Et intégrons :

x 11— t4'” 2. n 1
/ —d / 12K dt
=0 1412
en profitant de la linéarité de l'intégrale (I'intégrale de la somme est la somme des intégrales).

xodt
On sépare la premieére intégrale en deux et on remplace / TP Arctan(x) (c’était quand méme ¢a notre
0

objectif).
On calcule chaque intégrale du second membre (et on ne calcule pas l'intégrale qui reste dans le premier)

x t4.7’l 2.n—1 P xz.k+1
Arctan(x —/ ——.dt = -1)%
) t=0 1+ 2 kgé)( ) 2k+1
On remet dans le bon ordre
2.n— §2k+1 x o phn
Arctan(x = / —.dt
e ZO 2.k+1 =0 1+12
2.n—1 ( 1)k 2.k+1 x4n+1
Dans la formule attendue Vx € R, (x) — Z < , la valeur absolue ne sert a rien.
= 2k+1 4n+1
Quant a l'intégrale non calculable / 172 5-dt on peut quand méme la majorer. Le 1 + #2 au dénominateur est
plus grand que 1. On a donc
x t4.n x t4.n t4.n+1 X x4.n+1
T i e
o 1+¢ o 1+0 4n+1l=0 4n+1
Bilan : ok
2.n— (—1)ka2kHt 2k+1 PRI I xhn—1
Arct =x-—=+—-——=+...—
retan( Z 2k+1 Y 35 7 T T i
yAn+l
mais on sait méme de combien est I’erreur dans cette approximation : l’erreur est majorée par i (le terme
qu’on aurait écrit ensuite, tiens tiens).
C’est cette formule qui va nous permettre de calculer Ies différents termes de
1
T = 16.Arctan (7) 4. Arctan( )
5 239
avec autant de chiffres derriere la virgule qu’on veut.
, L, o g2kt e . (1/5)2~6+1
C’est ainsi qu’avec n = 6, on est str d’avoir Arctan(a) =~ Z W a 107° pres puisque D641 est plus

petit que 10~8.

On remplace donc Arctan(1/5) par
(RS U U U RS SRS SN UNDNE R S S
5 533 55> 757 952 11511 13513 15515 17517 19519 @ 21521 23523

4. d’ailleurs la formule de la série géométrique se prouve ainsi et jamais par récurrence sauf dans un mauvais livre
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1
C’est plus léger pour Arctan (@> car on a a besoin de moins de termes

11,1
239 23933 52395

Bref, le reste n’est qu’application numérique.

Pour en savoir plus :
page Wikipedia John Machin

Vidéo d’Axel Arno
| a4l I
O ~ @ O O 9 -0 I O Unegrille de taille 2.n sur 2.n. Sur
2 @0 220 200 chaque ligne et ch.aque colonne : n
lunes 9 et n soleils O .
Jd O O O 92 © 2 J Suruneligne ou une colonne, jamais
. B . o Pplus de deux lunes a la suite, pareil
© I 260 20 pour les soleils. . ... .
d d d D O O I O Deux cases séparées d'un = contiennent
le méme motif. Au contraire deux cases
© 1 9 © 6 JI-J 0 séparées d'un x contiennent une lune et
Une grille a résoudre. La solution. un soleil.
i @] : - d
x O * d @ J
4 @ 2 x D] i @ d
4 O @ @ - ? @
d X @ 5 O 9
N B e : :
% X O J O J
®e o e 2 :
J x d
u b - > |
@ J O » | x O
- - 9 O d 9

<4321 Q Calculez ce cardinal : Card{{1, 2} Nn{2, 5}, {2, 3} U {4, 5}, @, {2, 3} N {4, 5}}.
{1, 2} n{2, 5} = {2}
{2,31U{4, 5} = {2, 3,4, 5}
{2,3}n{4,5} =0
({1, 2} N {2, 5}, {2, 3} U {4, 5}, @, {2, 3} N {4, 5}} = {{z}, (2,3,4,5}, @, @}
Cet ensemble (d’ensembles) n’a que trois éléments, car le dernier est cité deux fois.
La réponse est 3.
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<44 > I

Q Montrez : X* +1 = (X% — vV2.X +1).(X2 +V2.X +1).
Q Trouvez a, b, ¢ et d pour avoir 1 -1 4 b = € = d
% P X4I1_X—1XX§—1 X—iXX}—i'
. aX + v.X +

Q Trouvez «, B, v et 6 pour avoir = .

pryetop X111 X2 2X+1 X4/2.X+1

1 1 1 43

& Calcule / dt / t.dt / t°.dt

0 H+1 0 H+1 0 H+1

11 suffit évidemment de développer (X2 — v/2.X +1).(X? + v/2.X + 1) pour arriver a X* + 1.

Mais astucieusement, on écrit X* +1 = X* +2.X2 4+ 1 —2.X? = (X% +1)? — (v/2.X)? et on retrouve soi méme la
formule. Oh joli.

On décompose en éléments simples par la méthode des pdles.
On réduit le membre « éléments simples au dénominateur commun » :
1 e b LC d o a(X+1).(X2+1)+b(X-1).(X2+1) + (X2 = D.(X+1) +d.(X2 - 1).(X — 1)
Xt—1 X-1 X+1 X—i X+i
On demande au numérateur de valoir 1 : a.(X +1).(X? +1) + b.(X — 1).(X?> + 1) + c.(X?> = 1).(X +i) +d.(X?
1).(X—-1i)=1
On trouve g, , c et d en prenant des valeursen 1, —1, i et —i. 5

111 1 1 1 1 1 1
X1 4X-1 &X+1 4iX—i &iX+i

1 11 1 1 1

X4{—1 4X-1 4X+1 2X2+1

On pourra préférer si on doit intégrer.

Pour
1 x. X+ B v X+

X4+1 X2 V2.X4+1 X24+V2.X+1

on ne va pas se prendre la téte. On réduit au dénominateur commun et on résout un systeme.

1 _1( —V2X+2 . V2X42 )
X441 4\X2-\2X+1 X24+V2X+1

(on vérifie)

SiT’on doit intégrer, on sépare. Et pas qu'une fois.

dx = [1n(x2_\[2.x+1)} +/1 \[x2.dx

/ —V2x+2 e L 2.x -2 /1 1
0 x2—2x+1 0 x2 0 (V2x—1)2+1

X = ——=. —_—.aX _—
V2x+1 V2o x2—V2x+1 —V2x+1

et on integre en logarithme et arctangente.

On fait de méme avec 'autre terme. Finalement

[ V2V e vE) - - V)

41 8

T tdt
Celle en t est plus simple L ET

=1opdt 1 v=l du
Changeons de variable : u = t2. L'intégrale devient /t W EAl 2 ) T

o s
On integre en Arctan(u). On trouve 5

7
. u . .
Le dernier est en  avecu = 1+ t*. On intégre en logarithme.

/1 tdt {1n(1+t4)]1_1n(2)
0o 41 3 o 3

5. sivous refusez de prendre x = 1 a cause du dénominateur nul en 1, dites que vous faites tendre x vers 1, de méme pour les autres poles
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7T

p 7T 1
Q Résolvez Arctan(x) + i Arctan(;) 4= g

d’inconnue réelle x (ne passez pas tout de suite a la tangente).

X ne peut pas étre nul.

Si il est positif, on remplace Arctan (%) par g — Arctan(x).

g .
L'unique solution est v/3 , positive effectivement. On peut vérifier.

2.
L'équation devient 2. Arctan(x) = TH On trouve Arctan(x) =

Si il est négatif, on remplace par —g — Arctan(x).

-3
La solution est —1/+/3 (valide aprés vérification).

Cette fois, on trouve 2. Arctan(x) =

-1
On a donc deux solutions :|S = {\@, %}

Remarque :

(G, *) est un groupe. On enléve un élément, ca reste un groupe. Qui est G ?

| Il valait mieux remplacer effectivement Arctan(1/x) avant de commencer.

(G, *) est un groupe. On enléve deux élément, ¢a reste un groupe. Qui est G ? (deux solutions)

On pourra utiliser le théoreme de Lagrange : le cardinal d'un sous-groupe divise le cardinal du groupe.

On note 1 le cardinal de G.

On enléve un élément (pas le neutre), et on a encore un groupe, donc un sous-groupe.
Et le cardinal d’un sous-groupe divise le cardinal du groupe. n — 1 divise n.

n vaut 2.

Par exemple ({Id, (12 )}, o).Etcest (1 2) qu’on enléve, et il reste le groupe le plus simple.

Ou alors {0,1} pour I'addition modulo 2.

Pour le second, n — 2 divise n.

n vaut 3 ou 4.

{0, 1, 2} pour l'addition modulo 3 et on enleve 1 et 2.

Ou alors {1, j, j*} pour la multiplication, et on enléve j et j2.

{0, 1, 2, 3} pour I'addition modulo 4 et on enléve 1 et 3.
Ou alors {1, —1, i, —i} pour la multiplication, et on enleve —i et i.

éfinit : ¢ =
O On définit : g >t 1
Dérivez g et g~ 1.

On définit les fonctions hyperboliques :

| — /2, /2] dans R. Explicitez sa bijection réciproque (a un réel x, on associe I'angle 6 vérifiant g(6) = x).

6
0 — In (tan (— 4 E)) (fonction de Guderman). Montrez que c’est une bijection de

=3
sh(x) = € 28

-3 =2 -1 L} 1 2 3 -3 -2 -1 L] 1 2 3
R

3

Montrez :| sh(g(6)) = tan(0) | ch(g(9)) =1/ co;(G) | th(g(0

On dérive une composée :
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6| — Q+E — tan(€+z) — tan(e+f)
2 4 2 4 2 4
affine tan In
1 0 1
5 X 1 + tan? (5 + g) X 5
tan (f + *)
i 5 2 4
. i - T
On simplifie et on trouve 57 avect = tan <§ + Z).
1+ 12
0+ E 1
On reconnait un sinus, mais de .On a donc

sin (9+g).

Bref :|¢'(0) = pour tout de | — 7w/2, 71/2]

1
ch(0)
Une dérivée strictement positive, une application continue strictement croissante.

Elle va réaliser un homéomorphisme entre deux intervalle. Il suffit d’étudier les limites aux bornes pour avoir
I'intervalle image.

0 0
en g par valeur inférieure | - + ™ tend vers | tan (5 + g) tend vers +oco | g(6) tend vers +oo

2 4 2
en g par valeur supérieure g + g tend vers 0 tan (g + g) tend vers 0 | g(0) tend vers —oo

Ensuite, on peut expliciter g~!. Ou méme avant, comme ga on prouve que g est bijective.

., , 0 T\ A S N
On se donne x réel, et on résout In (tan (E + Z)) = x & tan (E + Z) =e
— E — — E — X ’:
( (5 + 4 )) =x& % + = Arctan(e*) car l'intervalle est le bon
T . v _ xy T
In (tan (5 + Z)) =15 = Arctan(e*) 1
T T
In (tan (E + Z)) =x & 0 =2 Arctan(e”) 5
On dérive cette composée :
X — 2.#.63(
1+ (e¥)?

(composée, comme tout a I'heure x — e* —— Arctan(e*) — 2.Arctan(e*) — C)

L 80 [ D' |
On simplifie et on reconnait un truc fou : 1 1
cos(0) ch(x)

1
On pouvait aussi dériver x — ¢(g71(x)) = x et trouver (g7 1)'(x) = &0
6 1 1
A toutes fins utiles, on calcule e8(0) = tan <7 + E) _ s te800) = — —  — C,E.
2 4 cos tan (Q n E) sin
2 4
sin? + cos?
On somme et on réduit au dénominateur commun : “sin o5 POUT le dire vite.
On divise par 2 : '
e8(0) 4 ¢=8(0) 1 1 1
2 2.sin.cos o (2‘ (g n g)) cos(6)

On note que dans le premier membre, ch(g(0)) est toujours plus grand que 1.
dans le second membre, I'inverse d’un cosinus (positif) est aussi plus grand que 1.

80 —¢=80)  sin  cos sin?—cos? S (2' (Q + E)) 1
Deméme,fZQ—%: 2.sin.cos . g ;i - 0 = tan(6).
sin(2.(3+3)) s (2(3+3))

On note que dans le premier membre, sh(g(8)) décrit tout R.
dans le second membre, une tangente décrit tout R.



42

Pour avoir la derniére égalité, on fait le quotient des deux premiéres.

th(g(0)) = sin(6)
1[.

On note que dans le premier membre, th(g(0)) décrit juste | — 1,
dans le second membre, un sinus décrit | — 1, 1[.

11y a d’autres preuves de ces égalités. Mais en tout cas, la réaction du matheux, ce n’est pas juste de calculer.
C’est aussi de vérifier la cohérence comme avec les trois remarques sur les domaines [1, 4o, Ret] —1, 1]...

Joél Martin (la Comtesse du Canard) a Paris :

Paris aux prestigieuses scénes est la capitale mondiale capi-
tale du luxe. On y rencontre plein de titis qui rusent et bisent
des copines a l’air cool. On voit plein de péniches a la Seine
et plein de bus faciles a citer. On entend parfois soupirer
des touristes subjugués par 1’abime dans la Tour : "Ah que

jaurais aimé connaitre vos motivations, Eiffel !"

Et Joél Martin en Haute-Savoie (ah le gotit de Mont-Blanc) :

Les amateurs de pentes collectionnent les faces, épatés par
les faces et les pentes effilées. Une grimpeuse qui apprécie
la Verte quand elle est jolie, et surtout la Verte enneigée,
parcourt le mont sans craindre le vide. Une autre luge sous
la Verte. Mais gare a l'excés de glisse quand se déchaine le

vent... détresse sur les faces !

<47 > I

Mon fils a eu 6 sur 20 (en gym, pas en maths). La moyenne de classe est a 11. Il me dit : “j’aurais eu cing points de
plus, j'aurais eu comme la moyenne”. Je lui dis “non, car la moyenne de la classe aurait alors augmenté”. “Ah oui,
j'aurais du avoir 11,2 alors”. Combien y a-t-il d’éleves dans la classe de mon fils ?

Notons N le nombre d’éléves. Notons S la somme des notes tant que mon fils a 6.
On aalors S = N x 11 par définition méme de la moyenne.

Faisons gagner cinqg points a mon fils et rien qu’a lui. La somme des notes devient S + 5.

S+5 S 5 5
La moyenne devient % =NtTnN~= 11+ N Comme N n’est pas infini, ceci confirme que la nouvelle moyenne
est plus que 11.

Comment avoir égalité alors ? C’est Frangois lui méme, en pur matheux, qui le dit : il doit avoir 11,2, c’est a dire
5,2 points de plus.

S+52 S 52 5,2
L 11 2etl 11 —_— == =1 .
a nouvelle somme est S + 5, 2 et la nouvelle moyenne est N N N + N -\
Mais la nouvelle moyenne est 11,2 puisque mon fils a réussi a atteindre la moyenne. On a donc 11 + —— = 11,2.
5,2
On égalise : N = —= = 26.
n égalise 0.2

Et pour avoir les points, comme a I'école élémentaire et au college : «il y a 26 éleves dans la classe ».

<482 1[© Montrez que les matrices de taille 2 sur 2 a déterminant non nul forment un groupe pour la multiplication,

non commutatif.
Montrez que 1'ensemble des matrices de taille 2 sur 2 a coefficients entiers et a déterminant 1 en forme un sous-
groupe.

En est il de méme pour les matrices de taille 2 sur 2 a coefficients entiers et a déterminant 1 ou —1.

2a a4
—2a —a
cation, mais pas un sous-groupe du groupe précédent...

Montrez que les matrices de la forme ( ) avec a décrivant R* forment un groupe pour la multipli-

On note GL,(R) I’ensemble des matrices carrées de taille 2 sur 2 ( ch Z ) de déterminant non nul a.d — b.c.
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Associativité

Acquise, c’est le produit matriciel : (A.B).C = A.(B.C) que A, B et C soient inversibles ou
non.

Neutre

01

Et alors ? Ce n’est pas ¢a la question.
Tu es stir que tu sais faire des maths ?

Le neutre proposé est il dans I’ensemble ?

Le neutre est ( 10 )

Stabilité

Si A et B ont un déterminant non nul, alors c’est aussi le cas de AB car det(A.B) =
det(A).det(B).
Et A.B est évidemment une matrice carrée de taille 2 sur 2.

Symétriques

. . . . [ a b . . .
Si la matrice A (égale a c d ) a un déterminant non nul alors elle a un inverse :

1 d —b
ad—bec \ —¢c a J°

Et alors ? Crétin fini. Tu n’as répondu qu’a la moitié de la question.
Tu ne mérites aucun point.

Ou dis tu que I'invverse est dans I’ensemble ? Nulle part. Tu n’as donc pas compris la question. Que fais tu en salle de maths ?

Pour « non commutative, on donne un contre-exemple.

Les matrices de taille 2 sur 2 a coefficients entiers et de déterminant 1 :
on y trouve la matrice neutre, car son déterminant vaut 1 (et ses coefficients 0 ou 1).
Si A et B sont a coefficients entiers, leur produit est encore a coefficients entier. Et son déterminant vaut 1 x 1.

Si A est a coefficients entiers et a pour déterminant 1, son inverse est (

c >, a coefficients entiers, de déter-

minant d.a — (—c).(—b), ce qui fait 1.

Méme démonstration pour déterminant égala T ou —1.

Les matrices de la forme

2.a a

24 —a > sont un exemple intéressant. Leur déterminant est nul. Leur ensemble

n’est pas inclus dans le groupe et ne pourra pas en étre un sous-groupe. Mais on a quand méme

Associativité Comme toujours.
Neutre Le neutre est ( _22 _11 >, et il est dans I'ensemble.
2 1 2a a 2a a
N _ . |
Sisi : I I S el G S ) et pareil a gauche !
. 2a a 2b b _ 2.ab ab
Stabilité ( —2a —a )( —2b —b > N < —2.ab —ab >
Elle est de la forme voulue (avec a.b non nul).
Symétriques _Z;Q _aa ) n’est pas inversible au sens classique du terme A.A™! = I.

2.a

_'za _aa ).quelquechose =

Mais il ne s’agit ici d’obtenir le neutre de ce groupe : (

2 1

-2 -1 )

. 24 a z 1 2 1 o
Etici, on constate ( 94 —a )( a4y ‘1; ) = ( 2 1 ) (des deux cotés).

Et % est bien a son tour un réel non nul...

Et ce groupe est commutatif.

Mais ce n’est pas un sous groupe de (GLy(R), x).
Ce n’est pas non plus un sous groupe de (M;(IR), x) tout simplement parce que (M (RR), X) n’est méme pas un

groupe !
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| N | diviseurs de N | somme des diviseurs non triviaux | somme des carrés des chiffres |
125 1, 5,25, 125 5425 =30 12 +22 +5%2 =30
581 1,7, 83, 581 7 +83 =90 52 18 +12 =90
8549 | 1, 83, 103, 8549 83 + 103 = 186 82 +5% + 4% +92 =7
16 999 1, 89, 191 89 4+ 191 =? 12+ 62 +92 +92 + 92 = 280
Un nombre parfait canadien est un nombre dont la somme des diviseurs propres est la somme des carrés de

ses chiffres (on se demande pourquoi un jour au congres de la Canadian Mathématical Society a I"Université du Manitoba des gens se
sont posé la question dans un couloir entre deux conférences®). Ecrivez un programme qui cherche les 7 premiers nombres
supercanadiens (la somme des diviseurs propres est la somme des cubes de ses chiffres), et vérifiez a la main que 160 en
fait partie.

a. si, pour le plaisir de chercher, c’est ce qui caractérise les mathématiciens et mathématiciennes et fait que les physiciens les regardent
avec les yeux surpris du « a quoi ¢a sert » ?

Pour tester si un nombre n est parfait canadien, on accumule la somme de ses diviseurs propres par un range
adéquat avec un test.
On prend aussi la liste de ses chiffres et on en effectue la somme des cubes.

Parfaits = [ ]
def SomCubes(n) : n=20
..sc =0 while len(Parfaits)<7 :
...LC = list(str(n)) def SomDiv(n) : ....if SomCubes(n) == SomDiv(n) :
....for Chif in LC: ....for d in range(2, n) : - Parfaits.append(n)
........ ¢ = int(Chif) ceee....if DY%d == 0: «e......print(C’et hop: ’,n)
........ SC += c*c*c ciiiie......8D +=4d ceeeeen =1
..return SC ....return SD print (L)
. . . On  décompose 160 = 255 et on
Sinon, pour faire fondre un entier, on a dresse la liste de ses diviseurs
def SomCubes(n) : 2 p 23 24 25 somme : 63
....S8C, nn = 0, n #copie de sécurité 25 225 235 245 somme :31 x5
....while nn > 0 : La somme des diviseurs cherchés vaut 217. Et la
........ ¢ = nnJ10 #onrécupere le chiffre des unités | somme des cubes des chiffres vaut 13 + 63. Pareil.
-------- SC += c*cxc ] 142 \ 160 \ 1375 \ 6127 \ 12 643 \ 51703 \ 86 833 \
........ nn = nn/10 #on efface le chiffre des unités | Ta syntaxe while len(Parfaits)<7 est risquée, si on
... -return SC n’en trouve pas 7, la boucle ne s’arréte jamais !




