LYCEE CHARLEMAGNE

"Lundi 11" novembre
MP.SI.2

I&l La suite de Fibonacci est définie par Fy = F; = 1 et pour toutn : F,1» = F, 41 + Fy.

3\ n—1
Montrez pour tout # : (§> < F, <2

Résolvez : F,; est pair d'inconnue entiere 7.

_ (01 e F,
On pose M = < 11 )etpourtoutn Uy = ( Fpit

(a gauche) M (c’est a dire Uy, 11 = M.Uy, et déduisez U, = M".Up).

) . Montrez que (Uj,) est une suite géométrique de raison

Fo2 Fyq

Fn—l Pn
01
1 1

Montrez : M" = ar récurrence sur 1 (est ce une convention de poser M = I, ou bien est ce logigue ?).
p 2 8iq

On rappelle : det(( >) = a.d — b.c. Montrez pour tout couple de matrces : det(A.B) = det(A).det(B).
Déduisez : F,_1.F, 11 — (Fy)?> = (=1)"~! pour tout n. Oui, il s’agit d"utiliser le déterminant !

Déduisez que le seul facteur commun a F;, et F,, ;1 est 1.

<12 ] Guillaume Deslandes (ex MPSI2, livre chez Ellipses traduit aux presses du MIT) vous a donné des poids (pardon

des masses) de 100, 300, 900 grammes ainsi que 2,7 et 8,1 kilogrammes. Montrez qu’avec une balance de type Ro-
berval (deux plateaux), vous pouvez peser toute quantité de 0 a 10 kilos (par tranches de 100 grammes) et méme plus.
Prouvez que c’est un systeme de poids optimal.

2o ] Ty, est le n'™¢ polyndme de Tchebychev. Calculez Ty (v/3/2), Ti3(1/2) et Tj5(1/2).

Résolvez Ti4(x) > 1 d’inconnue réelle x.

a3

. Pafnouti encore .

1 1
Montrez l'existence pour tout n de Z STt noté S,. Calculez Sy et ;.
k=1 cos <_
2n+1
2. -1
Sachant cos (?T[) = \/gT, calculez S,.

z 2.k
On introduira le polynéme H (X — Cos (m) ) qu’on notera P, (X). Pour tout n, on note en-
k=1 ’

core Ty, le n*" polyndme de Tchebychev, toujours caractérisé par T, (cos(#)) = cos(n.0) pour tout angle 6. Donnez
la liste des racines réelles de I'équation T, 41(x) = 1 et de 'équation T, ;(x) = 0.

Déduisez : To 1 1(X) — 1 = 22" (X — 1).(P,(X))? (polyndme que I'on notera Qy,).

Calculez Q,(0) et montrez Q),(0) = (=1)".(2.n +1).

ieme

d q
Montrez que si H est un polynéme factorisé sous les deux formes H(X) = az. [ [(X —7¢) = ) _ a,.X?,
k=1 p=0

HX) & 1 H'(0)
alorson a = et
H(X) kgo X—r,  H(0)

e6o Tcalculez Sy pour tout n.

a .
= a—l (en supposant que 0 n’est pas racine de H).
0




2.1 5—-1
Ah oui, j’ai écrit “sachant cos (?) = V5 1 ” ; beh on va dire que je ne le sais pas. Alors montrez le,

en résolvant cos(2.6) = cos(3.0) d’inconnue 6.
Origine : Crux mathematicorum, de la Canadian Mathematical Society.

& Il fallait découper le gateau (ci contre vu du dessus) en deux parts
égales. Au lieu d’effectuer une découpe “en argument”, on a ef-
fectué une découpe “en module”. Sur le schéma, on a des cercles
concentriques de rayons entiers 1 & 6. Montrez que les deux parts
colorées sont égales.

Re-répartissez ce découpage en deux parts égales.

On part de l'origine. On avance de une unité dans la
direction du demi-axe réel positif. On tourne de 7/3. On

avance d’une demi unité. On tourne de /3. On avance n/3
d’un quart d’unité. On tourne de 7r/3. On avance d'un hui-

tiéme d’unité. On tourne de 77/3. On avance d’un seizieme
d’unité. A chaque fois, on tourne du méme angle 77/3, et on

divise la distance par 2. Vers quel point se dirige-t-on ?

En gardant le méme angle 71/3 mais en remplacant le rap-
port 1/2 par un autre rapport 7, est il possible de converger /3
vers le point d’affixe i ?

C’est un exercice trés simple sur la série géométrique.. 1

Ecrivez un script Python avec module turtle.

Petit probleme : mon correcteur orthographique ne connait pas le mot turtle (normal, c’est de I'anglais). Mais de la a ce qu’il
me propose en remplacement le mot « turlute »...

Rappel : la turlute est le cri de I'alouette, un équipement pour la péche et également une fagon de chanter (québécoise) par
onomatopées, proche du beat-box finalement.

~

\\ 4

<62 | Comment s’appelle un anneau (A, ®, ®) vérifiant V(a, b) € A%, a@b=0<« (a=0etb=0)?
(non, ce n’est pas seulement « un anneau integre », lisez bien).

'<Ze JUn éleve s'est trompé et a écrit la définition suivante pour un anneau integre (A, +, x) :
[ V(a, b) € A%, (axb=0)= (a=0etb=0) |Trouvez I'erreur et montrez qu'un seul anneau vérifie ceci.

<82 1 Un éleve a affirmé : “dans I'anneau (A, +,.) I'élément a est absorbant pour la seconde loi, c’est donc le neutre de la pre-
miére”. A-t-il inventé une réciproque farfelue ?

292 I Résolvez X2 +23.X + 24 = 0 dans I'ensemble range(39) pour 'addition et la multiplication modulo 39
(attention, 39 n’est pas premier, 'anneau n’est pas integre).

<102 I 1 ensemble des quaternions de Hamilton contient non seulement 1 et i mais aussi j (un autre que ¢">7/3) et k,
vérifiant i> = j> = k? = —1 mais aussi i.j = k mais méme j.i = —k. Et aussi jk = i etk.j = —i. Etenfin ki = j et
ik=—j.

La mutliplication (dont on admettra l’associativité) n’est plus commutative. Sinon, tout va presque bien pour les
calculs, on distribue, on fait passer les réels comme on veut. Par exemple

(4i—j+2k).Q+i—k)=Q+i—k) +iQ+i—k) —.Q+i—k) +2kQ2+i—k)

(1+i—j+2k).24+i—-k)=Q2+i—k) +2i—1+j)+ (-2j+k+i)+ (4k+2j+2)
(1+i—j+2k).2+i—k)=3+4i+j+4k



Calculez pour vérifier (24 i —k).(1+i — j+ 2.k). Vérifiez que ces deux quaternions ont quand méme le méme
module, égal au produit des modules (le module de a + b.i + c.j + d.k est /a2 + b2 + 2 + d?).

1[i]j ]k enligne :a |
111]1i|j |k
& Résolvez i.z = z.i d’inconnue z dans H. ili|-1]-k]j
Résolvez i.z = z.j d'inconnue z dans H. iljlk|-1]-
Montrez que dans H les six quaternions i, —i, j, —j , k et kik|g|1]-1
—k sont racines du polynoéme X2 + 1. | b ] dansla casea x b

Montrez que ce sont les seules (indication : on rappelle que le module d'un quaternion a + b.i + c.j + d.k est v/a? +b? + ¢ + d?

et quona |z%| = |z|%).

Quelles factorisations sont correctes :

[X2F1=(X+0).(X—1) | X24+1=(X-0).(X—}) |
[ X2+1=(X—1).X+1i) ] X2+1=(X+).X—).X+).X—).X+k).X—F) |

Vérifiez que {1, —1, i, —i, j, —j, k, —k} est un groupe commutatif pour la multiplication.

IM On vous a dit “effectue le produit de i, j et k, dans H (Hamilton). Mais on ne vous a pas dit dans quel ordre.
Combien de valeurs différentes pouvez vous obtenir ?
On vous a dit “effectue le produit de 1 +i, 1+ j et 1 + k, dans IH”. Mais on ne vous a pas dit dans quel ordre.
Combien de valeurs différentes pouvez vous obtenir ?
On vous a dit “effectue le produit de 2.i, i + j et i 4 k, dans H”. Mais on ne vous a pas dit dans quel ordre. Combien
de valeurs différentes pouvez vous obtenir ?

<2 Joon pose G = {@®, ©, %, W, %} histoire de bien embéter le monde. On suppose que (G, *) est un groupe.
Montrez que la relation @ * 3¥ = 3t entraine que ® est le neutre (attention,
neutre cen’est pasjuste da € G, axn =a,c’estVx € G, x*xn =nx*xx = x,

()1’1 dOI‘ll’le une partle du tableau . mais tenez ( O[llple du Ia | q 1 0N vous a dll qu,OII aVall un g Oupe).
O |e O 010 e | e 9.

Complétez B * x =?.

S)

Montrez que pour tout a duu groupe (G, *), I'application x — x * a est

WO O 1 *

o B {1‘ une bijection de G dans G.
Déduisez que chaque élément de G est présent une fois et une seule sur
] © chaque ligne.

De méme, justifiez : chaque élément est présent une fois et une seule par colonne.
Complétez le tableau, vérifiez que la loi est commutative.
Combien devriez vous faire de tests pour vous assurer de son associativité ?

m Calculez Z \/ 1+ = 5+

T 1) 5 (réduisez au dénominateur commun, c’est joli)..

4o ] L”application f prend un rationnel x, écrit son écriture décimale et remplace tous les 5 par des 4, et le remet sous
forme rationnelle.

Calculez f (%), f ( 1) f (17) Combien I'équation f(x) = 73 a-t-elle de solutions ?

4 14 495
Combien l'équation f(x) = 990 & -t-elle de solutions ?
1+x T Arcsin(x) )
2102 1 Montrez Arctan( T x) =4t —5  pourtout réel x de [—1, 1].

160 o (ay) et (by) sont les suites Vn, a, = 4" —3.(—1)" et Vn, b, = —4"1 +5.(-1)".

Trouvez la matrice M vérifiant M. 4 M — (% & .
bp by by by

Vérifiez qu’on a alors ( Z" ) = M". ( ZO ) (sans calculer M").
n 0

<172 | Montrez que la somme des diviseurs de 23.5.72 vaut 5130. Existe-t-il un entier dont la somme des diviseurs vaut
20217



w18 ] J'ai trouvé ch(6) = 5. Calculez ch(4.0) et th(6).

w191 O Y a-tiil plus de parties a 8 éléments dans un ensemble a 15 éléments que de parties a 12 éléments dans un
ensemble a 17 éléments.

2202 1 © E est 'ensemble MPSI2. On note F Iensemble des filles et G celui des garcons.
Combien l'équation AN = @ a t-elle de solutions d’inconnue A dans P(E)?
Combien l'équation A NTF = {Samira} a t-elle de solutions d’inconnue A dans P(E) ?
Combien l'équation (AAFF) NF = {Zaina} a t-elle de solutions d'inconnue A dans P(E) ?
Combien 'équation (AAG) NTF = {Zaina} a t-elle de solutions d’'inconnue A dans P(E) ?

<212 1 Q) On définit : A * B = AAB. Cette loi est elle commutative ? Est elle associative ? Dispose-t-elle d'un neutre ?
Meémes questions avec A x B = AAB.
Rappel : A est le complémentaire de A (les éléments qui ne sont pas dans A).
CAD est la différence symétrique de C et D (les éléments qui sont dans C ou dans D, mais pas dans les deux, le “ou” exclusif).

<222 1O La 1oi N est distributive sur A (dans I'ensemble des parties d'un ensemble). Mais la loi N est elle distributive sur
n?
Et A est elle distributive sur N ?
Et A est elle distributive sur A ?

23] Simplifiez (AAB) N (AAB) N (AAB) N (AAB) pour A et B parties d'un ensemble E.
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Q Résoudre
sh(t) <2< ch(t)
d’inconnue réelle f. == o= i =

T
mCalculez ces trois 1ntegrales/ 2'.dt, / 232 gt et/ 2t.(3%)".dt.
0

22721 © Montrez que pour ch(x) =5/4,onash(x) € Q.
Combien existe-t-il de solutions dans R a 'équation (ch(x), sh(x)) € Z*?
Combien existe-t-il de solutions dans R a ’équation (ch(x), sh(x)) € Q*?

ot et b_ ot
Rappel : ch(t) = ete e-e

h(t) = h2 — sh? =2.
7 , sh(t) 7 ,C s

<28 I Montrez que pour tout entier naturel n, (t.1In(t))" tend vers 0 quand ¢ tend vers 0.



1
Pour tout 1, on pose I;, = / (In(t))".dt. Calculez Iy, I et I,.
0

Calculez I, pour tout n en intégrant par parties.

w20e ] o Que donne la composée de deux petits cycles, suivant leur taille et suivant le nombre d’éléments communs ?
] Un bicycle et un tricycle.

(ab)o(abu = mo(azxﬁ =
(aba)o(ab = (aaB)o(ab =

Deux tricycles.

(abcio(abci (abcio(abai =
(abcﬁo(acbi = (abcjo(bazQ =
(abc)o(anp) (abc)o(aba) =

Un quadricycle et un bicycle.

(abcdﬁo(abﬁ = abcdSo acj —
(ab\cdjo(aocj = abcdjo ba§ -
(abjo(abcdj (a j (abcdj =

Un quadricycle et un tricycle.

(abcd§o(abc§ (abcd§o(acb§ =
(abcd}o(adcﬁ = (abcd}o(acd} =
(abcd§o(aboc§ = (abcd§o(uco¢i

(abcd)o(ada) (abcd)o (anp) =

(abcd
(abcd
(abcd

abcdjo acbdi =
abcdjo abcas\
(abcd)o(anpBy) =

il manquerait encore quoi ?

AN
O
m
S
[
a

~ o ~N—
I

<302 10 Pour comprendre le théoreme de Lagrange (le cardinal d"un sous-groupe divise le cardinal du groupe).
On se donne un groupe (G, *) de cardinal N et un sous-groupe H de cardinal , dont on notera les éléments 1 a
hy, (ordre arbitraire et sans importance, retenez juste que le neutre de G en fait partie).
On les place dans la premiére colonne dans tableau.
On prend alors un élément x; de E qui n’est pas dans cette colonne (que déduisez vous s’il n'y en a pas ?). On
remplit alors la deuxiéme colonne avec les x1 * iy pour k de 1 a n.
Montrez que tous les éléments de cette colonne sont distincts et sont différents de tous les éléments de la premiere
colonne.

On prend alors un élémentx; de G qui n’est dans aucune des deux premieres colonnes (que déduisez vous s’iln'y
en a pas ?). On remplit alors la troisiéme colonne avec les x; * by pour h de 1 a n.

Montrez que tous les éléments de cette colonne sont distincts et sont différents de tous les éléments des deux pre-
mieres colonnes.

Recommencez autant de fois que nécessaire. Que concluez vous quand vous avez tout épuisé ?
Pour comprendre, deux exemples o1 j'ai commencé a remplir les colonnes.



] groupe : les entiers de 0 a 19 pour I'addition modulo 20 \
sous groupe : les multiples de 5

0 1

5 6

10 11
15

groupe : les 24 permutations de [a, b, ¢, d]

sous groupe : {Id, (ab¢), (acb)}
Id (ab (ad) (bd) (acd)
(abe) (be (abed) (abd)
(act) (ac (actd) (acdb)

IM L’ordre d'une permutation ¢ est le plus petit indice p non nul vérifiant ¥ = Id. Donnez dans Si5 puis dans Sy
une permutation d’ordre le plus grand possible.
 Un programme qui prend 7 en entrée et cherche le plus grand ordre qu’on puisse atteindre ?
Combien y a-t-il dans Sg de permutations d’ordre 7 ?
Combien y a-t-il dans Sg de permutations d’ordre 8 ?
Combien y a-t-il dans Sg de permutations d’ordre 6 ?

320 ] Décomposez (a b cd ej ot ro(fgh ij en produit de cycles de supports disjoints, et donnez son ordre (premiere
puissance donnant Id).

La notation 7, désigne le “bicycle” (a b).

w330 ] Décomposez les premiéres puissances de (1234567 8 95 o(101112 135 (notée o) en produit de cycles de supports
disjoints. Indiquez suivant I'exposant n le nombre de cycles de 0.
Existe-t-il une permutation ¢ vérifiant po ¢ =0 ?
Existe-t-il une permutation ¢ vérifiant popo ¢ =0?

342 ] Explicitez (a b cd)o (d e f g h) (notée o) ainsi que (de f gh)o (abcd).

Résolvez 'équation 0" = Id d’inconnue n dans IN.

2352 I soit (G,.) un groupe ou tout élément vérifie x * x = 1 (le neutre). Montrez que (G, ) est commutatif.
(pensez a calculer (a x b) * (a *D)).

<36: lon rappelle que (Ss, 0) est un groupe, de cardinal 120. Je n’en demande ni la liste des éléments ni le tableau de
la loi de composition. Je vous demande de me donner un sous-groupe de cardinal 1, un sous-groupe de cardinal
2, un sous-groupe de cardinal 3, un sous-groupe de cardinal 4, un sous-groupe de cardinal 5, un sous-groupe de
cardinal 6.

w371 & Combien de permutations de Sg sont des carrés (c’est a dire peuvent s'écrire o o o pour au moins une permutation o) ?
Combien sont des cubes ?
Combien le cycle (135 ) a-t-il de racines carrées ?

Dans cet exercice et d’autres on pourra utiliser la notion de signature : la signature d’une permutation vaut 1 ou

—1.On admet Sgn(c o ¢) = Sgn(c).Sgn(¢), Sgn(Id) = 1, et un cycle de taille k a pour signature (—1)¥~1. C’est
tout ce dont a besoin pour la signature, n’allez pas lire des cours de quatre pages inutiles pour I'instant.

Un éleve prétend que dans Sy (permutations de la liste [0,...9]), il y a 10.9.8.7 cycles de taille 4 (de la forme a b c d). 11
s’explique : 10 choix pour a, 9 pour b (puisque différent de a) et ainsi de suite. Expliquez pourquoi il a tort.



10
Un autre dit qu’il y en a ( 4 ) .6 (choisir les éléments du cycle, et choisir I'ordre pour les citer de abcd a cdba en passant par cabd).

Qui a raison ?
Combien y a-t-il de cycles de taille k ?
& Combien y a-t-il dans S1p de permutations faites de deux quadricycles de supports disjoints ?

2392 ] Combien y a-t-il dans S¢ de cycles de taille 4 ?
Combien y a-t-il dans Sg de cycles o de taille 4 vérifiant (1) =17?
Combien y a-t-il dans Sg de cycles o de taille 4 vérifiant (1) =27?
Combien y a-t-il dans S¢ de permutations ¢ de signature 1?
Combien y a-t-il dans S¢ de permutations ¢ de signature 1, vérifiant 0(1) =27

Rappel : la signature d’une permutation est 1 si elle se décompose en un nombre pair de bzcycles —1 sinon.

Exemple : Sgn((a b)) = —1, Sgn(( abc; =1car abc; = ﬁ ﬁ Sgn(Id) = (-1)° = 1.
La signature d'un k—cycle est (—1)~1. La signature d'une permutation générale est le produzt des signatures des cycles qui
la composent.

Il'y a un truc qui cloche, non ?

I&I On définit la suite de Fibonacci par Fy = F; = 1 et F,,4» = F,, 41 + F, pour tout n de Z (et pas seulement IN).
Indiquez pour chacune des propriété ci dessous si vous la démontrez par récurrence simple, récurrence double,
récurrence a forte hérédité, preuve directe.

] \ \ simple | double | forte | directe |

a vnelN, F, e N

b Vn € N, sin(F,.t) =0

c VneN, F,r, € N

d Vn € N, Font1 €2

e chaque F3 ;4> est pair

f VvneN, by 1+F2,-1=0

g F, et F,,1 sont premiers entre eux
0 1\" Fi_» F,q

: o (va) =(ar )

i Vn € N, (Fn) + (Fn+1)2 =F,m

j Vn €N, Fn(n 1+Fn+1)*F2n+l

2422 | Résolvez (1+#2).y; + (1 +t).ys = 0 dinconnue y fonction de t.
14t 1 1 2t

1+ ire Taire

Il faudra penser a séparer

<432 1 Sachant yo = 2 et 2Ly} + 3Ly = 0, calculez y.

<442 J O Existe-t-il une équation différentielle linéaire d’ordre 1 y} + a;.y; = by qui admette pour solution ch et sh ?

<4521 © Sachant yo = lety; + t.y; = 0 pour tout ¢, calculez y;.

d6:] pe quelle équation différentielle linéaire linéaire d’ordre 1 & coefficients continus et a second membre nul

t— exp ( est elle solution ?
c

1
osz(t)>



Quelle est la dimension de I’espace des solutions.

SN S

Z
\

. u v
Q Sachant que u, v et w sont solutions de y”¢ + a;.y; + br.y: =y; 0, on pose w = ‘ J o

u v
u ” ,U/I

puis w; + az.wr = 0 (V).

482 | QO Donnez I'équation différentielle linéaire d’ordre 1 dont I’ensemble des solutions est {t — t + A.V1+ 12, | A €

R}.

2492 I Trouvez avec Python le premier entier naturel dont I'écriture décimale du carré commence par 2024.

Ah oui, il y a un litige avec certains d’entre vous. Quand je dis écriture décimale, c’est pour dire « écriture en base 10 », car I'écriture d'un
entier dépend de la base dans laquelle on travaille. Et des éleves plus physiciens que mathématiciens croient que écriture décimale, ca veut dire
«avec une virgule ». Disons le tout de suite, I'écriture d'un entier n’a pas besoin d’une virgule, en effet. Et sinon, une cériture avec virgule
dépend aussi de la base choisie. Vous étes souvent trop influencés pa la base 10, comme tous les cahralatans qui vous font de la numérologie.
Rappelons que le nombre de I'antéchrist peut faire flipper les naifs en base 10, mais s’écrit juste 1010011010 en base 2, et il n'y a rien a dire

dessus.

50 > I

B

Quelle est la longueur de la grande diagonale [A, B].
Quelle est la longueur de sa partie « en bleu » dans le cube
du milieu ?

7 7
Calculez / V4 — x?.dx et / V4 —2%dx.
0 0

In(2++/3) —In(2—+v3) -3
In(2)

L'une vaudra 2. et U'autre 71.

Résolvez le systeme log, (y) +log, (x) = ? et x.y = 256

d’inconnues x et y dans R (rappel y = log,(x) < a¥ = x).

Donnez moi un entier ayant exactement 15 diviseurs.

On est dans rang(53) pour 'addition et Ia multiplication
modulo 53. L'équation x2 +2.x +2 = 0 a pour discrimi-
nant —4. L'éleve dit « A est négatif, elle n’a donc pas de
solution ». Il n’a rien compris ! A a une racine carrée assez
évidente ! Résolvez I’équation.

<51 © Pouvez vous construire un triangle dont les sommets sont des points du quadrillage (=coordonnées entiéeres)
et dont l'aire vaut 2019 ? Pouvez vous construire un triangle dont les sommets sont des points du quadrillage et

dont l'aire vaut 20,19 ?

a520 ] P(X), est un polyndomre de degré 2024. Montrez que P(X) —3.P(X + 1) + 3.P(X +2) — P(X + 3) n’est plus de

degré 2024.

Mais que est le degré maximal qu’il puisse atteindre ?

Un défi pseudo mathématique mal posé mais circulant sur Internet propose

Pourquoi mal posé ? Parce que le « plus » n’est pas une addition. En langage mathématique : I'ateur a pensé a une

[l
N
Q0

O\ U= N
++ 4+ +
I
N
N

O W N O HN
Il
—_
o1

= 7

. Montrez ' =

loi interne sur Z qui vérifie 2 x 4 = 10 et ainsi de suite.
Quelle est « fort varisemblablement » la loi qu’il a définie ?



Et maintenant, est ellle interne ? Commutative ? Associative ? A-t-on un neutre a droite, & gauche ?

<s4e ) parait qu'on a [(1 + v/2)8] = 1153. Le physicien valide, parce qu’il a une calculatrice a portée de main. mais
franchement il a trouvé (1 + v/2)® ~ 1153.9991. Ce n’est pas convaincant, car il a besoin d’une précision relative
au millionnieme pour étre siir de ne pas avoir 1154.
Alors, c’est a vous d’utiliser plutot votre cerveau. Et la formule du bindme. Et M(1-\sqrt 2 )8 . Avec ¢a, je pense
avoir tout dit.

«Pourquoi Ia terre tourne ?

- Parce qu’elle est ronde !

- Alors, pourquoi est elle ronde ?

- Mais... Parce qu’elle tourne !»
Jacques Prévert.



