LYCEE CHARLEMAGNE

Lundi 2 décembre
MP.SI.2

202 1| On se place dans IN oi1, conformément a I’axiomatique de Peano, on a juste défini 0 et 'application inc qui
incrémente un entier d"une unité (c’est n — 1 + 1). Le but est de définir ’addition et d’en vérifier les propriétés.
Onpose Vn, n+0 =rnetV(a, b) € N?, a+inc(b) = inc(a+b). Ousi vous préféreza + (b+1) = (a+b) + 1.
Onadoncparexemple5+3=5+2+1)=5+2)+1=056+(1+1)+1=((6+1)+1)+1).

Rien ne dit que I'addition soit commutative pour l'instant, ni méme que 0 soit neutre a gauche aussi. Attention,
n’allez pas trop vite.

Montrez par récurrence sur b : V(a, b) € N?, a+b € N.

Montrez par récurrencesur b : Vb € N, 0+ b = b.

(a+b) +(c+1) ((a+b)+c)+1
(a+(b+c))+1

a+((b+c)+1)

J'ai croisé ¢a : . Complétez, et dites ce qu’on est en train de prouver.

Montrez par récurrence sur b : V(a, b) € N2, a+b=b+a.

Montrez :V(a, b) € N?, (a+b=0)= (a=b=0).

|Montrez:V(a, b)eN, (a+b=a)=0b=0. |

. . N N
'melz I N est votre année de naissance. z( est le complexe exp (1.—.71) et (z,) est la suite définie par V1, z,, 11 = (zx)>.

2048
On note S le demi plan d’équation Sm(z) > 0. Complétez les 56 cases avec True ou False (ou 1 ou 0 si vous préfé-
rez).
| n= | o] 1] 2| 3| 4] 5| 6| 7] 8| 9] 10| 11| 12| 13|
Zyn €S
zy € 1.R
z, € RT
Justifiez : une primitive de x — P est x — Arcm+(x/“).

3o 1y atil plus d’applications injectives de Sy dans S3 que de parties a 12 éléments dans Sy (rappel : Sy, est 'ensemble des
permutations d’'un ensemble a n éléments).
Y a-t-il plus d’applications injectives de S3 dans S4 que de parties a 12 éléments dans Sy

<42 I On veut résoudre l'équation z2 = z + z d’inconnue z complexe.
Montrez que nécessairement, z> est un réel, puis que z est soit réel, soit imaginaire pur.
Traitez les deux cas.

2. 1
[e5e Ix»—) xx+3 est elle définfede R — Z dans R — Z?

Elle elle inj_ective deR—-ZdansR?
Est elle bijective de R — {3} dans R ?
Est elle bijective de R — {3} dans R — {2} ?

<62 I Combien y a-t-il de permutations dans Sy ?
Combien y a-t-il de permutations de S4 ? (attention, lisez bien).
Combien de P pour que le cardinal de P(P(..P({1,2,34})...)) dépasse le cardinal calculé juste avant ?




Voici un jeu des défi maths pour école primaire (et de la Fédération | — i —
Francaise des Jeux Mathématiques) : Chaque fleche vise toute les cases \ )/ \ /
vides de sa rangée (ligne, colonne ou diagonale), méme « a travers » une —=
autre fleche. Place un jeton dans chaque case vide visée par au moins T
trois fleches.
<Ze I Niveau Ecole élémentaire : résolvez cet exercice. / T [N N

Niveau L.T.C. :les données sont un entier (n, la taille du carré) et huit listes : les cases o1 sont les fleches en fonc-
tion de leur direction (ici : N = [[3,3], [4,1]]1, s=[[0,31], E=[[0,0], [2,1]1], 0=[[0,4]], NE=[[4,0]], S0=[[1,3],
[1,111,N0=[[4,2], [4,41] et SE=...) Ecrivez un script Python qui retourne alors la liste des cases répondant au
critére « case vide visée par au moins trois fleches ».

Bonus : écrivez un script qu’iln’y a pas dans les données des incohérences du type « une fleche hors du tableau », « une case
avec deux fleches ».

Super bonus : écrivez un script avec des can.create_rectangle(...), can.create_oval(...).

O Montez [ SR -
0 sin

in(6) + cos(f) 8 4
On pourra changer de variable avec t = tan(0), et décomposer ensuite en éléments simples.

9] Décomposez f en éléments simples et calculez f()(0) pour tout entier naturel 1 :

f=x+— f—x»—>71 f—x>—>71 f=x— o4yl
_ 1—x _ 1—x2 _ x2—3x+42 _ x34+3x2—6.x—8
T 12.x + 18 , . - — .
=12 1Q Calculez / (P +7.2 +14x18) .dx (factorisez le dénominateur, décomposez en trois éléments simples).
0 . .
X*+aX+b 2 1
@ On sait : X 1)(—;(11_ 2)4._(X 3 = -1 + X—7 + e j_ B Trouvez a et 8. (décomposition en simples élé-
ments ?)

1/5
Calculez / tan(3.Arctan(x)).dx (on change de variable ? méme pas !).
Jo

2+3.X+4n, ¢ ell 8 14
X2_3X 42 TP

3—2.X2+5.X—|—4?
X2-3X+2

Q Pourquoi la décomposition en éléments simples de

Quelle sera la décomposition de

1
x2 —2.x.cos(f) +1

M@Onposef:xrﬁ

. Calculez f ) (0) (indication : décomposez en éléments simples sur C avant de

iy . ) L iy 1 2.(x —a) .
dériver, et souvenez vous que je vous interdit strictement de dériver x — a2 enx — — T—af : ; travaillez avec des exposants
— x—a
négatifs ou retournez au college).
_t+7 18
m Montrez / dt=14+12.In ( ) (changez de variable (u = /t 4 2), décomposez en éléments
1t+Vt+2— t+/E+2-10 8 P

simples, 1ntegrez en logarithmes).

6.x* —9.x3 —22.x — 45
(x =3).(x*+6.x2+5)

, réduit au dénominateur commun, identifie les numérateurs et obtient le systeme

L’éleve Pabokoul-Déba veut décomposer en éléments simples

a bx+c dx+e
11 écrit
ectt x—3+x2—|—3 x2 4+

N

a +b +d = 6
—-3b +c¢ -3d +4e = -9
504 +2b -3¢ +3d -3¢ = 0 | Ilrésoutettrouve (a,b,c,d,e)=(1,2,1,3,5). Mais il a tout faux. Pour-
—6.b +2c¢ —-9d +3e = =22
6.a —6.c —9e¢ = —45
quoi?
© Calculez les deux intégrales que voici / / S5t 5 g

<180 & On appelle élément simple tout rationnel de la forme 7; avec a entre 0 et p — 1 et 'exposant b entier naturel.

On appelle aussi éléments simples les entier relatifs. On affirme que tout rationnel se décompose en somme d’élé-
ments simples.



Exemples : a_1,2 g-%

15 3 5115
Décomposez en éléments simples

é 2—14’_14’_% E—g_i_i
5115 3 5125 5 52
12 D17 [I3 1111123

7 7 1211 49 152112 | 60

NI O +

1/V3
Calculez / tan(2.Arctan(t)).dt (simplifiez déja).
0

2.7 +2 ) x+d
Retrouvez les coefficients : X+ X +b + cx + .
) xt+a24+1 x2+2x—|—1 x2—x+1
. ) 2x°+2 _ xc—1
Completez . / mdx = |:* .Arctan( Q.X ):| .

I&lComplétez : / _ax
14+ Vx+x

<222 J© Sachant yo = 2et2Ly, + 3Ly, = 0, calculez y;. Sachant yy = 2 et 2.y} + 2!y = 1, calculez ;.

=In(1++vx+x)— *.Arctan(%).

Yt 1 1
Résolvez I'équation différentielle | y; 3 —2 | =0 d’inconnue y fonction de t.
y”t 9 4
22221 En utilisant la formule n(o).a .a ...ay 7’ calculez les déterminants suivants
<242 I En utilisant la formule Y Sgn(c).a]™.a5? ... 45" calculez les détermi i
TESy
0 0 ¢ 0 0 0 d alblcldl
0 b 0 b 0 0 0 ¢c O a2b2c20
a 0 2 0 0 0 b 0O a3 b3 0 0
a 0 0 O a 0 0 O

Q On va démontrer que /2 est irrationnel, mais en évitant le raisonnement que tout le monde fait .
Onpose A = {n € N* | n./2 € N}. Montrez :Vn € A, n./2 —n € A.
Concluez que A n’a pas de plus petit élément.
Concluez que A est vide. Déduisez v2 ¢ Q.

<262 1 0n va démontrer de plusieurs fagons que I'ensemble P des nombres premiers est infini dans IN.

On suppose que 'ensemble des nombres premiers est fini, formé de N entiers {p1,...pn}. On pose
N

alors Q =1+ H pn- Montrez que cet entier admet au moins un diviseur premier 4. Montrez que g n’est aucun
n=1

des p;.
Concluez.

On peut méme profiter de cette idée pour construire de proche en proche avec Python une liste de nombres pre-
miers.

On part de 2.

On le met dans un produit oti il est seul, on ajoute 1. On a 3. C’est un nombre premier.

On prend 2 et 7, on construit 2.3 4 1. C’est un nouveau nombre premier.

On regarde alors 2.3.7 4+ 1. C’est 45. 1l est premier.

On considere alors 2.3.7.43 4 1. Il vaut 1807 et n’est pas premier. Son plus petit facteur premier est 13.

On continue avec 2.3.7.43.13 + 1 et ainsi de suite.

Programmation : au boulot.

1. le site CutTheKnot a référencé trente preuves, pourquoi tout le monde donne la méme et fait semblant de croire qu’il faut retenir la méme
pour tous et pas une autre...



m Pour tout 1, on pose F, = 22" 41 (nombre de Fermat, a comprendre comme 2(2") 4 1). Calculez F, pour
nde0a3.

n
Montrez pour tout n : 2 + H Fe=F,11.
k=0
Déduisez que le seul diviseur commun de F; et F, pour k différent de p est égal a 1.

Le raisonnement commence alors par « méme si les F; ne sont pas forcément premiers... » et se termine
par «...il y a donc une infinité de nombres premiers ». Complétez le.

Bonus : Ecrivez un script qui détermine combien de F; pour k de 0 a 6 sont premiers.

408 Isoit p un nombre premier. On pose N = 27 — 1 et on note 4 un facteur premier de N.

p=5 | N=2°—Testpremier | g=2°>—1=31
Exemples| p=7 | N =27 —1estpremier | g =27 —1=127
p=11 | N =21 —1se factorise | 4 =23 ouq = 89
Montrez : 2" =1 [g]etVn € N, (n < p) = (2" # 1 [q]) (il faudra penser a écrire une identité de Bézout entre n et
p)-

On pose A = {1, 2,...9 — 1} et on définit sur A la relation R par (aRb) < (In € N, a = 2".b [q]).

Montrez que c’est une relation d’équivalence sur A.

Explicitez les six classes d’équivalence dans le cas p = 5.

a3 I Déterminez les deux classes d’équivalence pour p égal a 11 (avec le choix g = 23).

On revient au cas général pour p. Montrez qu’il y a p éléments dans chaque classe d’équivalence.
a5e ] Déduisez que p divise ¢ — 1 puis que g est strictement plus grand que p.

ace ] Déduisez :Vp € P, 3q € IP, q > p. Déduisez que PP est infini.

202 Ipour tout couple d’entiers relatifs (a, b), on pose N, , = {a +n.b | n € Z}. Déterminez N, o, N,1, Nop
et N1,2-

Une partie A de Z est dite «ouverte»siVa € A, 3b € N*, N, , C A.

Montrez que ce sont des ensembles ouverts :| @ | Z | 2.7 |

Montrez que [P n’est pas ouvert (qu’il soit fini ou non, ce n’est pas encore la question).
Montrez que tout ouvert non vide est infini.

Montrez que si A et () sont ouverts, alors A U Q) et A N () sont ouverts.

k
Montrez que si les k ensembles A; a Ay sont ouverts, alors ﬂ Ay est encore un ouvert.
i=1
IEI Montrez que si les ensembles A; (pour i dans I) sont ouverts, alors U A; est encore un ouvert.
icl
Rappel | JA; ={x|Jiel, xc A}et(A={x|Viel xc A;}.
i€l iel
264 on dit qu’un ensemble F est fermé si son complémentaire dans Z est un ouvert.
Montrez que {—1, 1} est un fermé (mais pas un ouvert).

Montrez que ce sont a la fois des ouverts et des fermés :| @ [ Z | 2.Z |
Montrez que IN n’est ni ouvert, ni fermé.



29s ] Montrez que chaque N, g est a la fois ouvert et fermé.

Montrez que | J No, estégala Z — {—1, 1}.

pelP
Concluez que [P ne peut pas étre fini.

2021 2021
(w271 Calculez Z et Y (1+)) K avec toujours ce méme complexe de cube 1 (comme la salsa).
k=0 k=0

<282 I Bcrivez un script qui prend en entrée un entier naturel n et retourne la somme des inverses des diviseurs de n.

[e20:] Calculez Z (Z ]) de deux fagons. Retrouvez Z k2.

i=0 " j=i k=0

m Calculez la somme Z )"~9.42 pour n de 0 & 6 puis pour tout 1 de N.

© Calculez pour 1 donné ces trois sommes 13 An = Y LB, = Y, ij| Cu= ZO<1<H Max(i, j)

0gj<i<n t i+j=n Osjsn

<32: 19 Dans e développement du déterminant?> d’une matrice A de taille 8 et de terme général a¥, combien de termes

de la forme a% a% 3.at. 5 ai “Z 8 ont un signe + ?

o 1 3 % (-1 il
m QQ MOntreZ : Z m Z et — m Z (lﬂ notation ; an SlgnlflE 111'2 Zoﬂn).

<342 | Démontrez la formule d’intégration par parties (dite aussi formule d’Abel, mais c’est tellement plus parlant quand on la rap-
proche de/a.b = [a.B] — /a’.B avec B' = b que vous connaissez !).

N m N-1
Sil’on pose Sy = Z ay.by et By, = Z b. Alors : Syy = an.Bny — Z By.(ay41 — an).
n=0 n=0
350 ] Q Calculez Z . puis Z kt2 .1l faudra décomposer en éléments simples et décaler les
¢ (k+1).(k +3) (k+1)2.(k+3)2

indices, télescoper

" 2k—1
Déterminez la limite quand 7 tend vers l'infini de )

Sy

7 28
w37e R 616 li X — .
ecomposez en éléments Comp 1ques 5 5 + X + X i 3

2
(3.X2+2.X+4).(8X2-7.X+7)
(X3 -2X2+X-2).(X34+3.X2+X+3)’

7 4t 2 dt
Q?Calculez/l g e’t/1 5f_ 51

Décomposez en éléments simples

3 2
39 ., x’+4x°—16.x +5Y 1 2 3
Pourqumna-t—ong}’)as (xz»—> P22 5x46) " ’—>x—1+x—3+x+2 .
4.x% —16.x +5\ () 1 2 3\
Résolvez (x — X t 2.3;2 — 5.;—:_6 ) = (x — por + o + oy 2) (qui est I'inconnue ?)

3 5 2.n+
& ou ©? Calculez la limite (étonnante ?) de :;/'E\[\i/.é\[\i/'é\[\;é\[]\o./é‘ 2\-\”//25 quand 7 tend vers l'infini (mot clef :

n
n(1+h) :Z ...avech =1).

n

2. ZSgn H e

TES, =1



Le programme prend en entrée? un nombre de cubes n et indique
la hauteur de la plus grande pyramide qu’il peut construire avec ces
cubes. Les pyramides de taille 1, 2 et 3 sont visibles ci-contre.

Variante : les pyramides sont creuses.

La suite a est périodique de période 7 de premiers termes
(0, 7, 6, 5, 3, 2, 0), écrivez un script Python qui prend n en entrée
et retourne a.

a. «prend en entrée n» ¢a veut dire def Programme(n) : et pas des n =
int (input (’Donnez un entier n : ’) ; on fait de la programmation, pas de la dis-
cussion avec le chat Scratch ; et sinon, prend en entrée, ca ne veut pas dire « commande
avant son plat principal une salade nigoise »

n
Démontrez par récurrence : | | K.kt = (n!)"*! pour tout n. Et sans récurrence ?

I

k=1

2019
Justifiez Z D k = 2548 230 (attention, combien de termes ?).

z(k) L ()
- r (Jelo- © ()«

o<i<k<n \! 0<i<k<n

Calculez

Q

\ Calculez les

\ périmetre o)
\  dela figure *
\ grisée.

N 4

12

Connectez les deux cercles.
Connectez les deux losanges.
Connectez les deux étoiles.
* Vos traits doivent rester
dans le grand carré sans se
croiser.

O

Which diagram cannot be drawn
without lifting your pencil off the
page and without drawing along

the same line twice? A B C D
19
Soit o une permutation de {1,...30} (bijection de I'ensemble dans lui méme). Montrez : ) | o (k) > 55 (pour 0, comprenez
k=10
cogocgoroor).
A S TR
Montrez pour tout x réel positif : (1 — ;) < e . Déduisez : Z (E) < T
k=0 e
ladse | On rappelle det(A Z Sgn(o o), U( V. az(") . Montrez que si A est une matrice triangulaire (uﬁ‘ = 0si
oESy
k < i) alors son déterminant est le produit des termes diagonaux.
a b B
Montrez :det | ¢ d v | =wa.(a.d—b.c).
0 0 «

[0

QO Dérivez x — In(x + V1 + x2).Calculez / .
V x2 +4.x+8

/6
Calculez / cos’(t).dt en utilisant la bonne régle de Bioche.
0

1
Calculez / V' 1+ t2.dt (en posant t = sh(x) par exemple.
0



Calculez

/4 dt
1 VE+ VB

_/” 4 4.cos(0).d0 _ s
Montrez : o Sn(8) +cos(d) In(2) + 7

Rappel : pour calculer / R(cos(8),sin(0)).d6 on change de variable avec les régles de Bioche, en testant l'inva-

apres avoir justifié 1’existence de l'intégrale.

riance de R(cos(60),sin(6)).d0 par symétrie trigonométrique :

| symétrie | invariance \ poser \
60— —0 si R(cos(—0),sin(—0)).(—d8) = R(cos(#),sin(6)).do poser ¢ = cos(6)
06— m—0 si R(cos(t — 60),sin(rt — 6)).(—df) = R(cos(6),sin(0)).d0 poser s = sin ()
06— m+6 si R(cos(rt +8),sin(7r + 6)).d6 = R(cos(0),sin(0)).d6 poser T = tan(0)
f—0+2.71 si rien n’a marché poser t = tan(0/2)

400 /6
Montrez : / ch(t) dt=" \f / cos( A0 = Q.ln (ﬁ—i_ 1).
o ch(21) cos(2. 9) 4 V2 -1
Indication : u* +1 = (4 +1)? 2.u et on peut factoriser.

'/” 2 sin(2.6) (3 _/1 Arctan(t) In(2)
Montrez : ; 72+c0s2(9)'d9 In (2).Montrez o Tare? At = 1

10 3.dx
Montrez / = In(25) apres avoir justifié I'existence de l'intégrale.

3 x+4 Vx+6

<552 ] © Montrez que th(x/2) est rationnelle si et seulement si sh(x) et ch(x) sont rationnels.

Si sh(x) vaut %, est il vrai que ch(x) est rationnel ?

I&l Onposeag =, a1 = Betay o = a,y1.a,. Calculez a, pour tout n.
On pose by = a, by = Betb, o = b, 1.(by)?. Calculez by, pour tout n.

<572 ] Combien I’équation a.b = 10! a-t-elle de solutions dans Z x Z ?

(2580 | Résolvez dans R v/2Z —5.x + 4 > [2.x+1].
Résolvez dans R v/ x2 5x4+4>2x+1.

n
O Montrez : \}% > 2.(vVk+ 1 — Vk). Déduisez que la suite ( ) i}() diverge.
k=1 "

I&l La suite a,, tend vers 0 a I'infini. Donnez la limite des suites suivantes :

n n n
< Z A1 — ak>, ( Y g0 — 2401 + ak), ( Y apis — 3pin + B — ak). Trouvez une formule générale.
= k=0 k=0

2015

m & Calculez H

kq ((=1)F
[ } (les crochets désignent la partie entiere).

<622 I Dans le pays de Hempai et Sideu, il y a des Arfs, des Bloutchs et des Crops (et c’est tout, mais on peut étre Arf et
Bloutch, et méme les trois a la fois, comme d’ailleurs 20 habitants). 50 Arfs sont aussi des Crops. Il y a 90 Bloutchs,
dont un tiers sont d’ailleurs aussi des Crops. Parmi les Bloutchs, il y en a autant qui sont Arfs et Crops qu’il n'y
en a qui sont Arf ou, Crops. 40 Crops ne sont ni Arf, ni Bloutch. Il y a 100 Arfs. Alors, combien d’habitants dans
ce pays Hempai et Sideu ? Et combien répondront “oui” a la question “si tu es Arf, alors tu n’es ni Bloutch, ni Crop”
(sachant qu’ils sont tous bons en logique et sinceres).

(w6301 Déterminez




Sup{Arctan(ex) + Arctan(e™?) | x € R, y € R}

Sup{Arctan(ex) + Arctan(e™) | x € R}

Inf{Arctan(ex) + Arctan(e” V) | x € R, y € R}

Inf{Arctan(ex) + Arctan(e™) | x € R}

La borne supérieure d'un ensemble est son plus petit majorant. Et par exemple, [0, 1[ a pour borne supérieure 1

alors qu’il n’a pas de plus grand élément.

4

Fillomino. C’est quoi ce jeu la? Il faut découper le

2

plan en maisons. Une maison n’est pas forcément
carrée, mais elle est d'un seul tenant (vous voyez sur

chaque gille une maison de taille 3 dont les trois cases sont

appelées 3). Et dans une maison, si il y a des nombres

N D
W
= QO WIN

(et il y en a toujours au moins un), ils indiquant la taille de
la maison (donc une maison de taille 1 contient I'unique chiffre

W W

W

1). Deux maisons de méme taille ne peuvent pas se
toucher autrement que par un coin.

W (RN

NDdD (O -
N W Ol D -

4

2

<652 1 © Donnez une primitive de x — x.(Arctan(x))? (si vous intégrez par parties, dites vous que x peut venir de — certes, mais

2
2
aussi de o 1).
66: ] © Re oy — 1 3 .
20021 O Résolvez Arctan’(e*) = ———. d’inconnue réelle x.
1+ 2>
7
X
Le polynéme P de degre 4 a pour racines 4, b, ¢ et d (distincts). Decomposez en elements simples P((X)) .

Et sion aa = b la formule est elle encore valable ?

2 . ' , PN :
I&I & On pose a = ﬁ\[ et b = /2. Calculez a¥. On ne sait pas, en l'état d’avancement actuel des mathématiques, si
a est rationnel ou irrationnel. Montrez quand méme que dans les deux cas, vous pouvez trouver deux irrationnels

w et B tels que af soit redevenu rationnel.

<692 1 © Etudiez les variations sur R de 'application 6 — 6 — sin(6). Déduisez pour tout 6 réel : | sin(6)| < |6].
Le professeur demande de prouver pour tout 6 réel et tout n entier naturel : |sin(n.0)| < n.|sin(6)|. Un éleve
propose la démonstration suivante : en appliquant le résultat précédent a 6 et a n.0 on a |sin(f)| < |6] et

|sin(n.0)| < |n.6], on effectue ensuite le quotient des inégalités et on trouve

| sin(n.0)|
|sin(6)]

< n et c’est fini.

Ot est I'erreur ? Démontrez quand méme le résultat du professeur par récurrence sur #.

A-t-onaussi : V0 € N, Vn € RY, |sin(n.0)| < n.|sin(6)] ?
A-t-onaussi : V0 € N, Vn € RT, | cos(n.0)| < n.| cos(0)] ?
Montrez aussi : [sh(x)| > |x| pour tout x réel.

2.
Calculez Zn: K2HEDF),
k=0

N
1
Q@ Calculez Z Z_aen décomposant en éléments simples.
k=3" —

a+b , . . . . .
© On définit sur N la relation R par afth < ( _g ) est impair. cette relation est elle symétrique, réflexive, anti-

symétrique, transitive ? Qui sont les éléments en relation avec 0 ? Qui sont les éléments en relation avec 1?
# Quelle est la prochaine année n a venir vérifiant n)t(n + 1) ? (Python autorisé)

n k k
Q?Calculez Z 3+4 .

k
k=0 5







