LYCEE CHARLEMAGNE

Lundi 9 décembre
MP.SI.2

I&l Q La suite u est définie par ug = 7, u1 = —4etVn € N, Uy = 11 + 2.uy. (1,) est elle croissante ? Est elle

croissante a partir d’un certain rang ?

Up

On définit alors le vecteur d’observation U,, = ( ) . Donnez la matrice M vérifiant Vn € IN, U1 = M.Uj,.

Un+1
Donnez une matrice D vérifiant Tr(M) = Tr(D) et det(M) = det(D).
i > vérifiant M.P = P.D (et inversez P).

Trouvez une matrice P inversible de la forme ( 117

Calculez D", M", U,, et u,.
Résolvez u, > 2017 d’inconnue entiére n.

Placez dans le plan les points U, pour # de —2 a 4 (repere orthonormé, échelle a choisir). Tracez le nouveau repere

- = - —
qui garde la méme origine 0 mais prend pour axes Vect( i — j ) et Vect( i +2. j ). Donnez les coordonnées des
points U, dans ce repére.

Py yRREE== 0 I . 7 b
¥ Y 24 ¥ /
gt
[\
\
Uz
Dans le repere | /
° - "normal" on °
s I ne voit rien... [
2 .
7 7 7
CrHI‘T—e X c 3 X gine T 1 I x
= = RN SRIRiE
) ° o
e / T v 7 Lt ——ft—
ol A] \II\IH\HI\I;_ [HEEENEN NN NN
EEEE =
d @ / Sur les nouveaux /| Dans le repére _
axe ("rouge" et | les coordonnées sont : _2/3 1/3
\ - J—
- X "bleu", les coor- / 6.(-1]" pour les abscisses- On pose A= 2/3 1 /3
données sont des 7 :
y 7 suites gbométriques | / / Tlpour les ordonnées  ° ot B o 2/3 2/3
N N i /| de raisons 2 et -1. Q\BS\ yARS L o - 4/3 4/3 .
AN
INJAE JEHEJFH% o« D FHEFFﬁ . Calculez A2 B%, A.B, B.A, ainsi que
i > 7
I 1 AN N x A+B.
FHH A #HH A n n
L Calculez A" et B".

Pourquoi peut on utiliser la formule du bindme pour (A + B)" et pourquoi donne-t-elle A" 4+ B" ? Retrouvez la
matrice M".

1 21 1 1 2 0 3
O Complétez : | 1 1]1].{]01 -1 |= 0 (on fait tomber les colonnes sur les lignes).
2 1 3 4

w222 I Trouvez deux ensembles A et B vérifiant Card (P(A)UP(B)) =11.

Trouvez deux ensembles A et B vérifiant Card(P(A) U P(B)) = 10.

Rappel : P(A) est I’ensemble de toutes les parties de A.

Par exemple P({1, 2, 3}) = {9, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}}
P({a, b}) = {@, {a}, {b}, {a,b}}
P({u}) = {9, {u}}
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2321 7 est une suite arithmétique vérifiant E ay = 374. Pouvez vous retrouver la raison ? Et le premier terme ?

k=0



20
Etsijajoute ) ap = 13447
k=0
e % £1+1+1estilégala +32
De toutes les matrices de taille 2 a coefficients £1, lesquelles ont le déterminant le plus grand ?

Dans chaque triangle, le nombre écrit a I'intérieur du

triangle doit étre égal a la somme des nombres inscrits .
dans les trois cercles qui sont aux sommets du tri-
angle. De plus, les neuf cercles contiennent chacun un I

des nombres de 1 a 9 sans les répéter. Compleéte cette

figure en plagant les jetons numérotés dans les cercles. .
n
Calculez ) 2¢.3"7F,

k=0

n
Calculez ) 2.k3.(n — k). . .
k=0

n
Calculez H V2.k.
k=1

a5

ieme

<621 4 est un réel plus grand que 1 ; résolvez a> — 2.a.T;(x) + 1 = 0 d’inconnue réelle x (T, est le n
Pafnouti T.).

polynéme de

<7z 1 Calculez T},(0) pour tout .

<82 I Montrez : ch? =1+ (ch")?. Quel est le minimum de l'application ch ?

<92 I calculez 1a longueur du graphe du cosinus hyperbolique sur [0, 1].
La longueur du graphe d"une application f de classe C! entre (a, f(a)) et (b, f(b)) est donnée par /b A1+ (f/(t))2.dt
7 4 a

(intégrale de la norme du vecteur vitesse de f — ( fét) ) .

T cos(6) 1 1 ]
—————.df = .- — ———— ). Mais, |
1+ a.cos(6) & (a ar/1— a2> ais, i

membre de droite n’a pas de valeur en 0. Est ce qu’au moins sa limite en 0 (calculez la) coincide bien avec Jg ?

On a ensuite intégré le membre de droite!, et trouvé I, = ﬂ.(ln(a) —In (tan (%ﬂ(‘z)))) Pour a dans |0, 1].

Mais quelle est la limite de cette chose en 0 ?
Vérifiez qu’elle se dérive bien ne ce qui est indiqué plus haut.

Mon livre donne I, = 7.1In (177 W) . C’est la méme formule ?

T
Q Calculez /
Jo

Dans une LS. (2020), on a trouvé pouradans | — 1, 1[ : J, =
Jo

dx /1 xdx 1T xdx

VI o Vi Jo Viah

<122 ] Clément Deslandes a décidé de fabriquer des assiettes plutodt que de faire prof de maths.
I veut tester la solidité de ses assiettes. Il en prend une et se rend au pied d'un immeuble de 78 étages et il veut
savoir depuis quel étage il peut balancer une assiette sans qu’elle se casse. Il veut méme connaitre 1’étage au dela
duquel elle se brise.
5il la lance du sommet et qu’elle se brise, il saura qu’elle ne tient pas 78 étages, mais il ne saura pas a partir de
quel étage elle se serait brisée. Alors quoi ?
Il teste au premier étage. L'assiette se brise, il sait qu’elle se brisera quel quel que soit 1’étage. Et si elle ne se brise
pas, il recommence au deuxieme étage. Si elle se brise, le niveau de rupture est le 1. Sinon, il monte au troisiéme

i . o g cos(60)
1. bon, c’est quoi alors I; = /:c:O (/6:0 W.d@) dx




étage et recommence.
En gros une récurrence. Si elle se rompt a 1’étage 1, on a I'information, sinon, on passe a 1’étage n + 1.
C’est un peu long, mais ¢a se fait. Et au pire il fait 79 tests.

Mais voila, il a pensé a prendre deux assiettes. Alors que fait il pour minimiser le nombre de tests « dans le pire
cas»?
XNITW € A [I SIRJA] "« §/ N 6¢ Np 193593 mod xnap 93sa1 ua my [1 ‘oddeyoar o[a 1s 30 ‘gg € 0
op a3e39 1ed o3e39 103593 anod Sun 93saI UL M [I ‘OSLIq IS J[[O IS ! 9)3ISSE duN 913 [I ‘0319 SWITANSU UL} NE A [I» I9Fesiaus nad up

Angle au centre

L'angle
en O est
le double
de
1l'angle
en 1

«, B et 7 sont trois réels distincts. Montrez

B i\ 2
iB_ iy
A]g((zﬂ,Zq) ) =p—a eib
Retrouvez le théoréme de I’angle au centre.

<142 J© Pour la formule de Taylor avec reste intégrale

fla+h) = i f(k]i'(”) M+ th'A /01(1 — )" f ) (a4 th).dt
k=0 : n

des livres proposent parfois

n (k) a X
flx) = Zf k!< ).(x—a)k+%./{Z (x—u)”.f(”ﬂ)(u).du

Passez de I'une a 'autre.

(w150 ] caleutez /n * cos(x) + sin(x) dx /n * Zsin(x) + cos(x) dx et /7T *a.cos(x) + b.sin(x) dx (non, pas Bioche)
0o cos(x)+sin(x)" " Jo cos(x) +sin(x) 0 cos(x) +sin(x) ds '

b
Calculez / zd—G
Ja sin®(0).cos?(6)

(217: 1 Une inégalité classique dit Vx € R*, Vn € N, (14 x)" > 1+ n.x.
Prouvez la de différentes fagons : récurrence sur n
formule du bindme que vous coupez
variation de fonction (il faudra dériver plusieurs fois)
formule de Taylor avec reste intégrale

<182 I Reliez dans cette grille 'entrée a la sortie du tunnel. Les chiffres inscrits en début de ligne et de colonne indiquent
le nombre de cases du tunnel dans la ligne ou colonne. Le tunnel ne se croise pas lui méme, ni ne se touche. Un
exemple résolu vous permet de comprendre.
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A cause de vous, cette hotte est purifiée. Elle adore cacher les menus. Si je ne ne prends plus de train, je suis assisté.
Elle est en route avec sa biiche. Dure luttes pour avoir des boutures. Il cherche des branchettes faute de 1attes. Elle
adore les bobards. J'ai pris un coup avec la biiche. Des jeux en quoi ?

cos(x) si x<0
QO On définit : f = x — ¢ a.cos(x) +b.sin(x) si 0<x < |.Pouvez vous la rendre continue en choisissant
sin(x) si m<x
bienaetbh?
cos(x) si x< /3
Méme question pour f = x — ¢ a.cos(x) +b.sin(x) si 7 <3.x <27 |.Estelle alors dérivable ?
sin(x) si 2m/3<x
" In(k " In(k "]
Pour tout n on pose : A, = E, B, = n( ), C, = M Montrez que (A, ) et (C;) sont croissantes.
P k n k a
k=1 k=1 k=1

Montrez que By, est décroissante.
Etudiez la convergence de chacune par comparaison série intégrale.
Donnez un équivalent en +oco simple de chacune.

1 11° = 1
1 1 1t = 1 1
2
1 2 1 11¢ = 1 2 1
-On constate 1 3 3 1 et 113 — 1 3 3 1
1 4 6 4 114 1 4 6 4

Rl
—_
Q1
—_
(@]
—_
(@]
Q1
—_

1 5 10 10 5 1 115
Qu’est ce qui ne va pas entre le triangle de Pascal et les carrés d’entiers ?

! L dt o dt
Comparez (pour la relation d’ordre) k:Zl T /1 I etl+ y Pl

w2 ]o Représentez graphiquement x — tan?(Arcsin(cos(Arctan(+/x + 3))) et donnez ses dérivées successives (sirm-
plifiez d’abord, évidemment).

<242 Jun triangle pythagoricien (rectangle a cotés entiers) peut il avoir des hauteurs entieres ?
Un triangle pythagoricien (rectangle a cotés entiers) peut il avoir des médianes entiéres ?

Le concours Kangourou propose lexercice suivant : b

(A, B, C) est un triangle rectangle en B (cotés a, b etc, hypo- c

ténuse b). On construit des carrés sur les cotés.On obtient

ainsi une figure qu’on complete en hexagone. Montrez que 1

l'aire de I'hexagone est 2.a.c +2.(a? + c?). B a C

i
Calculez celle 13 : / x4 dx.
0

Montrez cette inégalité :
U
2

Vxe [O, —[, tan(x) > 1+2.(x—g).

w2621 Développez (u+v+w).(u+v—w).(u —v+w).(—u+v+w).
a, b et ¢ sont les longueurs de trois cotés d'un triangle et vérifient 2.(a® + b8 4 ¢8) = (a* + b* + ¢*)2. Montrez que
le triangle est rectangle. Réciproque ?

(22721 1.4 suite u est définie parug = 7,u3 = —4etVn € N, uyip = ty1 + 2.uy. (uy) est elle croissante ? Est elle
croissante a partir d’un certain rang ?




dt.

/4 gin 2(t In(2) gj2(¢
Calculez ces versions trigonométriques et hyperboliques / sin”(¢) d / Sh(t)
0

cos?(t) ch?(t)
T T
Calculez (géométriquement pour 1'une) / V1—t2dtet / V14 2.4t
-1 -1

X
<302 1 © Calculez / cos(6).d6 en effectuant tous les changements de variable que peuvent préconiser les regles de
J0

Bioche.

3L I Deux exercices pour Lucas et quelques autres.
ESK Montrez que le fou noir
2 & & |estun estfaitun pion
% noir qui a été promu ;
trouvez la case ou il I'a
éte, et deduisez que le roi

éﬁ £ - A& ¢S blance ne peut plus roquer.

http//www.cetteadressecomportecinquantesignes.com/PbEchl.htm

Les blancs viennent

juste de jouer. Si si.

-4 Que viennent-t-ils
& de jouer ?

Indication : un pion a avance
deux coups avant.

Wl e

@ @] T At
Dérivez a — n(x)2 .dx, puis calculez / n(x)2 dx et / an(x) .dx pour tout a.
1/a 1+ x 1/a 1+ x 1/a x

0(a)
Pensez a écrire / W f(t).dt sous la forme F(v(a)) — F(u(a)) pour pouvoir dériver en fonction de a.
ula

n
Calculez ) cos((2.k +1).6) pour n donné dans N et 6 dans R.
k=0

2014 , n 2014 , n 2014 2014
O Calculez ) | ( Y 25) puis Y ( ) 2")etenfin ) ( ) 2") (changez I'année si vous y tenez).
k=0 n=

0 k=0 k=0 n=k

235: 1O Cet éleve Izeurahai-Cranpla affirme ) (i+j) = ) (i+j) puisque de toutes facons, pouri et j nuls, i + j ne

0<isn 1<isn
0<j<n 1gj<n

compte pas. Prouvez lui qu’il a tort.



< k.6
Q© Calculez kzg) CC(:;S((Q)) (on supposera que 0 n’est pas un multiple de 7).
37> I
2

T
I~0) (Fourier, Dirichlet). Montrez : / (t— - t).cos(k.t).dt
Jo \2.m

= k—z pour tout entier naturel k.

n 2 2 sin (2.;1 +1 t)
fdigicny N L T [Tt 2
I~1) Déduisez k; 2= —I—/O ( t) At.

2 2.sin (é)

.—— 7 Notée ¢ se prolonge par continuité en 0 et y est méme dérivable.
2.sin (5

12
I~2) Mont t— (5= 1)
) Montrez que o

i 2n+1
I~3) En intégrant par parties, montrez que / @(t).sin ( " 2+ .t) .dt converge vers 0 quand n tend vers 'infini.
J0
no1 2
I~4) Déduisez que ) 12 converge vers —— quand 7 tend vers l'infini.
k=1
C Quelle est l'aire
Dans une vidéo, (I'excellent) Mickaél Penn passe par du carré ?
une longue récurrence pour calculer
AC=3

T (25 4% (8% (... (220205 22021y | y))

ot la loi * (non associative ?) est définie par a x b =
—-. Mais quand méme, il y a plus simple, non ?
a+b
C’est 'addition transformée par une bijection bien A AB=4 B
choisie, non ?

<392 I Calculez ces trois sommes I, = Y i Ja= Y, jetK, = Y ket écrivez le script Python qui
0<igj<ksn 0<igj<ksn 0<i<j<ksn
vous permettra de vérifier..

MOmdonneOénéng.

On choisit n entiers dans range (1, N+1). Quelle est la probabilité qu’ils soient tous plus petits que k ?
Quelle est la probabilité que le plus grand des entiers tirés ait pour valeur k ?
Retrouvez la formule de ZHU SHI JIE.

Ici, les probabilités c’est juste du dénombrement

nombre de cas favorables
nombre de cas possibles

. n+3
<4121 Q Montrez que la série de terme général *

——————— converge et calculez sa somme.
n3 +3.n2+42.n 8




Du c6té de chez Roger Mansuy Vrai ou Faux :

n+1 n [In(n)]
A Y (=1f=0 I Yk =y g
k=—n—1 k=1 j=1
n n n 2n
j=0 k=1 j=1
n n n n n
C Zk—Z(”—J) K Y (Xa) =X (X))
j=0 i=1 =i =i vi=1
n n n
(n—=1
E Y k=Y (n+1-)) L yy1=nn-b
k=1 j=1 i=0 j=i 2
n
F Y (g — 241 + Upp1) = U1 + Ungo M Yy ok =2l 1
k=1 k=0
(n/2] n
G Y o= Zazp N Yy 3 =31
0<k<n k=0
k pair
(/2] n ‘ gk+1 _ 1
H Z Z an. p+1 @) 2 5" = T
0<k<n k=0
k impair
(2432 ] Trouvez a,b,c, dete(sisi ) pour avoir
24 a b c d
= lcul
X-_D.(X-2.X-3).(X-4 Xx-1 ' x2"x3"x-a"x_ 5cacuez4§< k
4
K +k—1
[ase ] Télescopez la somme Z 1)
(2452 1 © Calculez Y. (i—j)
e
etcalculezaussi Y |i —j| (13, c’est plus &).
i
[eg6. ] LIV cduisez la limi .
22021 Q Encadrez Z k2 7 par — et p (comptez les termes...). Déduisez la limite de cette suite.

Ecrivez un SCI‘lpt Python qui calcule (approximation réelle) cette somme pour n donné.

n
n
& Conjecturez a la calculatrice la limite de Z E quand #n tend vers l'infini (la démonstration viendra plus tard).
n
k=1

sz ] Complétez : Z X Z:l 2.p +1).x*7 (découpage en tranches).
p=0
Q@ Calculez Z k.k! en y trouvant la somme télescopique cachée.
k=0
<492 J© Déterminez la limite quand 7 tend vers 'infini du quotientde ) | kpar ) k.
Fp% kkiﬁa':ir
Q Calculez é m (ayez le bon réflexe oublié de Terminale).

n
Pour tout entier naturel n, on pose P, = ,etQ, = ”H uis R, = Qi1
p k p Qn -
k=0

Toutes les preuves pourront se faire par manipulations sur les produits (ou les sommes si vous passez au
logarithme), sans récurrence.

(n)" ! ﬁ 2. j—n—1
- 7 = ] .
(HZ:O k!>2 j=1
(m+1)" . B 1\
T puis R,_1 = (1 + ﬁ) .

Prouvez : P, =

Prouvez Q, =




Pyi1.P,—
L converge vers e.
(Pn)

<522 I Trouvez a et b sachant : a + b = 15 et 2 + b2 = 30.
Une matrice carrée A de taille 2 vérifie Tr(A) = 15 et Tr(A?) = 30. Calculez det(A).

Tt 1t , T 241 , T
Q?Calculezlz/O (7.111‘,]:/0 m.t.dt (ptl?’ptl?’tles),K:/O ﬁ.dtetenﬁnL:/ At

Déduisez que

1+12)2 1+ 12) 0o (1+#2)277
5 —3.t B —3.t
Q Dérivez t — 3.Arctan(73) ettr— Arctan<73>.
2 -3 3.2 -1
ok e |
_ - - 5 : : Expliquez ce graphe.

1
<552 ] O Résolvez Arctan(x) + % = Arctan (;) + g d’inconnue réelle x.

T T T
Résolvez’ ] x> —5x+6<0 | (x - 50+6<0)= (x>5) [ (x>5) = (x 52.x+6<0)
[x¥* —5x+6<0oux>5]| x*—5x+6<0etx>5 | (x >5) = (x=>25) ‘

d’inconnue

réelle x.

4
<522 I Montrez que l'application x — x + ;.Arctan(x) (notée f) réalise une bijection de R dans IR. Déterminez f~!(2).

2
En dérivant f(f~!(x)) = x calculez aussi (f ~1)’(2). Est ce que (f')~!(2) existe ? Calculez / FL(t).dt.
JO

<5821 Montrez que les hauteurs du triangle de cotés 580, 609 et 841 sont entieres. (ce triangle a une particularité, et
ensuite, calculez son aire de plusieurs fagons).

08,8035
8.803
08,8025
8,802
8.8015

Calculez le quotient et le reste de la division euclidienne de X*.(1 —

a.801

{1=-R)"4=x"4/ (1241}

X)* par 1+ X2 .
s 1yt (1—x)* 22 '
Dedulsez '/0 W'dx == - L — = — )
Donnez le maximum de x.(1 — x) quand x décrit [0, 1]. Majorez l'erreur commise quand on remplace 7t par
22/7.

<602 I Donnez une primitive de x s eA7"(¥) (il faudra peut étre intégrer deux fois par parties)..

n

Yk

+00
Montrez ) ———— k=1 = %
n=2 Z (k3 . k)
k=1
T
20221 Calculez / 5, -dx (Bioche?).
0 24 cos?(x)

<632 1 © Démontrez Tr(A.B) = Tr(B.A) pour A de taille 3 sur 2 et B de taille 2 sur 3. (la trace est la somme des termes
de la diagonale (principale), et elle ne se calcule que si la matrice est carrée...

3 44
IR B parait que 3.Atan (1) + Arccos (ﬁ) = 7. Mais méme si la calculatrice du physicien le valide avec treize

décimales, seul le cerveau du mathématicien peut le justifier. Cadeau : 1172 = 13 689.




O N est tel que N/2 est un carré parfait, N/3 un cube parfait et N/5 une puissance cinquiéme d’entier. Et N est
non nul, évidemment. Trouvez en un (pensez a décomposer N en produit de facteurs premiers).

<6621 Donnez l'équation différentielle homogene d’ordre 2 a coefficients constants dont deux solutions sont t — e
ett—s e,
Donnez l'équation différentielle homogene d’ordre 2 a coefficients constants dont deux solutions sont f +—
ef.cos(t) et t — ef.cos(t +1).
Donnez l'équation différentielle homogene d’ordre 3 a coefficients constants dont deux solutions sont ¢t +——
et.cos(2.t) et t — €.
Donnez l'équation différentielle homogéene d’ordre 4 a coefficients constants dont deux solutions sont t +——
et.cos(3.t) et t — e>t. cos(t).

O Donnez une matrice qui se diagonalise en ( é g ) avec matrice de passage ( ; é ) .

/ —
O Résolvez le systeme { Zf _ ;l'zt i 3bl§ ‘ Fagon physicien bricoleur : ajustez k pour que a; + k.b; vérifie
;= A Ot

une équation y; = p.y:.
Facon physicien ayant lu des livres de maths : diagonalisez la matrice.
Facon matheux : baclez ces calculs et cherchez a comprendre le lien entre les deux méthodes.

<692 1O Résolvez V2 + 6. + 10.y} + y¢ = 0 d’inconnue y fonction de t.
Résolvez vt* + 6.2 +10.y; + t.y; = 0 d’inconnue y fonction de t.

a 1 d
Calculez pour tout réel a strictement positif ( / 7y) Ax.
Y

x=1/a \ Jy=0 x2 + 12
—+o00
B Ie' s—y 1
n pose Z -

Rétrouvez les arguments qui permettent d’obtenir de ligne en ligne

S_1+Zn(n—|—1)

:1+nX:(kXi:1n n+1) )
5:1+;(::n(n+1 )
S:1+:2(§<;11 n—i—l))
e 2 ()

k=
S=1+S§
Décomposition en éléments simples / compteur / télescopage / définition / permutation des sigmas.

(2720 1 © La suite u est définie par ug et g donnés et U, = 5.1,,11 — 6.u,. Exprimez uy,us, ug et us a l'aide de ug et 1.
p + + p

u . g
On pose : U, = ( " ) Trouvez la matrice M vérifiant U, ;1 = M.U, pour tout n. Calculez sa trace et son

Un+1
déterminant. Trouvez une matrice diagonale D vérifiant Tr(D) = Tr(M) etdet(D) = det(M). Trouvez P inversible

(de la forme ( 2{ ; ) ) vérifiant M.P = P.D. Explicitez alors D", M" et U, a I'aide de n. Donnez la forme explicite

de u, pour tout n.
Pouvez vous choisir ug et 17 pour avoir ujg = 10 et upp =207

Q? La matrice M vérifie M. ( 1 ) = < 3 ) et M. < ! ) = ( 2 ).Trouvez la diagonalisez la.

5 15 3
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