LYCEE CHARLEMAGNE

Lundi 16 décembre
MP.SI.2

1 1 2
On a croisé le «joli » résultat : Vn € N, Z K= ( Z k) . On se demande si il existe p et g ainsi que r vérifiant

k=0 k=1

n n r

meN, Yk = (LK)
k=0 k=1

1 1 N\
En considérant le degré et le terme dominant montrez : p+1 =r.(g+1) et " = (—) . Déduisez que la

formule obtenue plus haut est le seul cas ol on a une formule aussi agréable.

2 . “(nt+1).(n+2 (n+1)%(n+2
<1z IMontrez Y 2= = o+ 1).(nt )et Yo li—jPr= n.n+ )6(n—l— )(voyeztoutgadansuntableau

0<i<n 3 0<i<n
0gj<n 0gj<n

a double entrée et sommez en colonne ou en ligne).

4

2] L 1 31
[a2:] & Trouvez une application f continue vérifiant - /0 cos(n.t).f(t).dt = e Déduisez k;l a = 50

(3] &© On définit : [ = /0 In(1 + tan(t)).dt, ] = /0 In(cos(x)).dx, K = / In(cos(x — 77/4)).dx et
0

L= /0”/4 In(sin(x) + cos(x)).dx.

Montrez : I = L — |, | = K. Calculez L — K par trigonométrie. Déduisez la valeur de I.

n
s4c 11 est un entier naturel donné. Montrez : H (j—1i)= H f(n+1-k)
k=1

0<i<j<n
Calculez aussi ) (j—i)et Y (j—i).
EER

Combien de fois j — i prend la valeur k (positif ou négatif d’ailleurs).

2 21\ (1
Combien y a-t-il de termes non nuls dans la somme ) ( 13) . < j ) ( k3 ) ? Montrez que cette somme vaut
i+j+k=20

20
Indication algébrique : (1 + X)?.(1+ X)2L.(1 + X)13.

57
( > . Quel est I'exposant de 13 dans la décomposition en produit de facteurs premiers de ce nombre ?
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"SR /S 9P TISAIN P 9SSe[d aun suourdewy

& On sait additionner les binomiaux en lignes (2), 0 1[oJo]o[0]o
en colonne (Zou-Shi-Zhi). Mais que se passe-t-il si on 1 1/1[o0o][0]o0]o0
les additionne en diagonale (évidemment de direction Sud- 1 1|2 T]0]0]oO
Ouest vers Nord-Est, comme ci contre)? Ecrivez la formule 2 113] 3 1 010
. 2 (@) ¢ : 3 TT4a[6 4|10
rigoureuse Z ( ) . Emettez une conjecture. Prouvez

A S 1|5(10|10| 5 |1
la. 1+4+43 |1 | 6 | 15|20 | 15| 6

Et pour la somme alternée ?

. . i 1 T ]
'—<Ze I Montrez I'existence d’une suite de polyndmes P, vérifiant t" + i Py ( (t + ?)) pour tout entier naturel n et

tout réel t non nul (on prouvera l'existence par récurrence double, et on ne cherchera pas a les expliciter).

O Résolvez I'équation T;(x) = ¢

T -
2.e5

d’inconnue réelle x (trouvez une solution et montrez aussi qu'il n'y en a qu'une).



Oui, polyndmes de Tchebychev.

n k n
Montrez que H 2(k/2%) converge vers 4 quand n tend vers l'infini (on pourra dériver x — Z .
k=0 k=0

b

n/3  sin(3.6) 1
Montrez : [ oY) e 1 | S -
ontrez /0 1 + COS(2-6> 2 e 07 0% 0% 1 2

Décomposez la suite périodique (1, 0 0 1, 0
Se décompose-t-elle a 'aide de (1") et (j") et

<1221 © Une série géométrique a pour somme (tous les termes de 0 a I'infini) 1, et la somme de ses carrés vaut 2. Re-
trouvez la raison.
Et la valeur du premier terme.

5 4 3 2 1 5 5 5 5 5 1 2 3 4 5
5 4 3 2 0 4 4 4 4 0 2 3 4 5 0
OndéfinitA: 5 4 3 0 0 |,B=|3 3 3 0 0 |etC=|3 4 5 0 0
5 4 0 0 0 2 2 0 0 0 4 5 0 0 0
5 0 0 0 0 1.0 0 0 0 5 0 0 0 0

Généralisez en donnant une formule pour le terme général de chacune de ces matrices en taille n (du type
¥ =N+1—ksii+k<n+1).

n
Montrez que la somme des coefficients de A, vaut Z k*. Méme question avec B, et Cj,.
k=0
Donnez le du terme général de A, + By, + Cy; (combien y a-t-il de coefficients non nuls ?).
Calculez la somme des coefficients de A,, + B;; + C,;. Quel résultat avez vous retrouvé ?

Francois a posé I'addition suivante (il a fait vite, il y a
une infinité de termes, mais il a tout calculé) : pouvez vous
me dire quel sera le deux mille quinzieme chiffre de
la somme ?

4145 | Vous avez un joli Rubik’s Cube en Apéricubes de Ia Vache
qui Rit. Un ver a décidé d’en gofiter chacun des vingt sept
petits cubes. Il se déplace en passant d’un cube a son voisin
ayant une face commune (pas de passage en diagonale). 11
a commencé par le cube central. Pourra-t-il visiter tous
les petits cubes ? Indication : coloriez les cubes en deux
couleurs.

n
1
Pour tout n, on pose | B;, = kz‘i 2

4+ttt
[=Nelolololololclolela e e
OO OO OOON
DO ODODODODODODODOW
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[=elelololoRo
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-

w

Montrez que (B,) est croissante, majorée par 2 (comparaison série intégrale, ou somme télescopique 1 +
i :

).
= k(k—1)

Déduisez que (B;;) converge. On note | {(2) |sa limite.
n
A e : 1
Déduisez que pour tout p de N*, la suite B, , = 2 27 converge.

)
On va prouver que {(2) vaut % par diverses méthodes.

I~0) Vitesse de convergence.

1
Montrez que (B,,) et (Bn + E) forment n couple de suites adjacentes, de limite {(2).



I~1) Donnez un entier n pour lequel vous étes stir d’avoir | B, — {(2)| < 107°.

II~0) Premiére méthode (Fourier, Dirichlet).

T8 1
Montrez : /0 ( 7 t) .cos(k.t).dt = 72 pour tout entier naturel k.
2 2 sin (Li 1 t
1 | T Tt 2 )
II~1) Déduisez : 2 2= ¢ + /0 (ﬁ — t).#.dt.
k=1 2.sin (7)
) 2
t
II~2) Montrez que t — (2— — t) . notée ¢ se prolonge par continuité en 0 et y est méme dérivable.
7 2.sin (
2
L . T . (2n+1 o
II~3) En intégrant par parties, montrez que / @(t).sin ( .t) .dt converge vers 0 quand n tend vers 'infini.
0
n 2
II~4) Déduisez que Z 12 converge vers —— quand 7 tend vers l'infini.
k=1

[II~0) Entrainement.

Q© Copiez une ligne de zéta, xi et sigma minuscule : g et é et C.

211511515 11515515551
IV~0) Deuxiéeme méthode (Wallis et parties).

/2 /2
On pose pour toutn : I, = / cos>"(t).dt et on pose aussi : |, = / t2. cos>™ (t).dt et K, = %
0 0 n

2.n 7T . .
Montrez : [, = ( " >22n+1 (oui, Wallis).

7T/ 2
IV~1) Montrez : I,, = 2.n. / t.cos>"~1(t).sin(t).dt.
J0
/2
IV~2)Montrez : J,_1 — Ju = / t2.sin(t). cos>" 2 (t).sin(t).dt.
0

cduisez <, 1 —J, =+ (In -
IV~3) Déduisez : |, 1 — Ju = o 1.( . + ]n) (par parties).

IV~4) Déduisez :

. 1
5, +Kn) puis K,,_1 — K, = ok

I, 2.
IV~5) Montrez pour tout ¢ de [O,
2

2 : i
IV~6) Déduisez : 0 < [, < m

IV~7) Retrouvez la valeur de {(2).

V~0) Troisieme méthode et généralisation (Viéte et trigonométrie).

! 2n+1
On pose P, = Z (—1)k. (2 Z i 1> X"k Donnez son degré, son coefficient dominant, et vérifiez que ses racines
k=0 ’
, [ kT .
sont les cot ( ) pour k de 1 a n inclus.
2n+1

n

V~1) Déduisez : P, = (2.1 + 1).}!:[1 (X — cot? (sz_ 1))

1
V~2) Montrez pour tout x de}O, g { ssin(x) < x < tan(x) puis 0 < 2 cot?(x) < 1.

. . 1 : s
V~3) Montrez ensuite pour tout entier p : 0 < —— — cot?>”(x) < (pensez aux identités remarquables de
x2pP )

p
x2-(p-1
la famille de la série géométrique).

n

e 2n+41\2p 1 o, k.t 2n+1\2r2 & 1
VN4) Déduisez : 0 < ( p ) k:Z:lW 7k:1C0t 4 <m) < P( = ) k:Zl m

V~5) En exploitant les formules de Viete dans P, apres avoir divisé par n?? (puis choisi p = 1 et p = 2), dédisez

m? s
¢(2) = < ©t c(4) = 90"



VI~0) Compléments.

sy 1 - | m?
Montrez : s = — et = —
p;l (2.p—1)2 8 | (2.p)2 24
+Z°:° 1 o1
VI~1) Calculez —— et .
) Jf 1 2
VI~2) Montrez : —-— = —
k=1 (zz;k)-kz 6
1 1 1
VI~3) Montrez a la « Euler » : H T = (1 +-+ =+ ) = {(2) ou [P est 'ensemble des nombres
1—-5 p P
pelP P2 pelP

premiers.

VII~0) Accélération de la convergence.

1 1
Pour tout k, on pose vy = 2 m Montrez :Vn, 0 < v, < @

VII~1) Montrez que la série de terme général v, converge et que sa somme vaut {(2) — 1.

par comparaison série intégrale.

n
1
1I~2) Mont :0<7(2)—1— < —=
V ) Montrez 2(2) k§:1vk Xz

n
VII~3) Pour quel entier n la somme Z vy est elle une approximation de {(2) a 107° pres?
k=1

—+oo
.Exprimez )_ wj al'aide de {(2).

n=1

1
I~ i =V —
VII~4) On pose ensuite wy = vy K1) .(k+2)
n
VII~5) Pour quel entier n la somme 2 wy, est elle une approximation de {(2) — Z a10—° pres?

k=1
n

VII~6) Ecrivez une procédure Python qui pour 7 donné calcule Y wy.

k=1
1 ntl g 1
Montrez pour tout n de IN* : < / — < -
n+1 = Ju t n
Pour tout n de N*, on pose
1 n + 1 n n 1 n (_1)k+1
CH—E—IH( 1 ) Cn—k;l(:k Hn—k_ZlE An—kzle

Montrez que (Cy) est croissante, majorée. Sa limite est notée -y et s’appelle la constante d’Euler (et de Mascheroni, qui
pour sa part en a calculé plusieurs décimales).

En étudiant C;, — Cp,, montrez que H,, — H, converge vers In(2) quand n tend vers l'infini.

Tant qu’on est 1a, montrez par récurrence sur n Hy ,, — H, = Ay, pour tout n.

& & Essayez de démontrer

'y:/l.oo(E(lx)f%)dx 'y:lf/:o x_xli(x)dx 'y:f/ollnln(%)dx 7:/(;1(1n2x)+11x)dx

(ou E est la fonction partie entiere)

O Simplifiez cette somme double ) <1:> 20,

0<i<n
o<gisn

w18ed1a moyenne d’age de cette famille (deux parents et les enfants) est de 20 ans. Mais si on ne compte pas la mere
(qui a 40 ans), la moyenne d’age est de 15 ans. Combien d’enfants ?

<192 1O Guillaume et Clément doivent vider un tonneau de cent litres. Guillaume le vide avec un broc de trois litres et
Clément avec un broc de deux litres. Ils ’ont vidé en trente cing brocs. Combien chacun ?
& Guillaume dispose de deux meches qui brulent chacune en une heure (mais pas de fagon uniforme, on ne peut pas
dire “tiens, le quart a brulé, il s’est écoulé quinze minutes”). Quelles sont les durées qu’il peut mesurer avec ces
meches :
une heure en en brulant une, deux heures en en brulant une puis l'autre, une demi heure en en brulant une par les
deux bouts. Mais encore ?
Et avec trois meches ? Et peut on les briiler dans votre camp ?



L'exercice peut étre prolongé par la lecture d"un article de Delahaye dans Pour la Science sur les « nombres com-
bustibles ».

too to
& Calculez ces étranges produits | | V3 et I A3n,
n=0 n=1

&
& &
& B

Les blanes Les blanes viennent ('est aux noirs

jouent et font de roquer. de jouer.

mat en un coup. Que venaient de Ou est le roi

En effet... faire les noirs ? blanec ?
httpsi/lecole.apprendre-les-echecs.com/analyse-retrograde/

w22: o Quand l’éléve Yolett-Sassenbon développe (2 + 3)2%17 par la formule du binéme, quel est le plus grand coeffi-

cient binomial écrit, quel est le plus grand produit calculé ? (conseil : signe de (:) 2k zn—k ‘ i 1) 2k gn=k=1),

k
n n— 1
& On pose abusivement ( k) = | | ++ le coefficient binomial de Newton (méme pour n non entier, mais quand

p=1
méme pour k entier).

Quel est le plus grand élément de la liste } <1£3) ‘ quand kvade0a20?

Donnez le développement limité d’ordre 4 en 1/2 de x — (Z) .

1+i 1+
Quel est le module de ( I l) . Donnez un équivalent de ' < 2— Z) ‘ quand k tend vers l'infini.

& Donnez un équivalent de ‘ (1 ;Ic_ l) ‘ quand k tend vers l'infini.

2
&2 Il parait que le développement limité en 0 a 'ordre 4 de x — <2;Cx> est1+ %.xZ +2.7(3).° + %.7‘[4.364 +

o(x*) x50

n
 Un éleve n’a retenu que la formule de Leibniz (1.0)(") = ) (Z) 4® 217k et n’a pas retenu la formule du
k=0
bindme. Aidez le en lui demandant la dérivée d’ordre k de x — ¢*, puis la dérivée d’ordre n de x — e** b,

<2510 on poseM = [[-8, 6, 3], [-9, 7, 3], [0, 0, 1]1]1. Donnez son polyndme caractéristique et son spectre.

M+ 2.1 L-M
On pose A = Mreh ywp— 3T Calculez A.B, B.A, A2, B? et A" pour tout n. Exprimez M a I'aide de A et
B. Déduisez la forme de M".

26> I




n
I~0) On définit la suite (B, ) par By = 1etVn, B, 11 = ) (Z) .By | Calculez B, pour nde 0 a 5.
p=0

I~1) Ecrivez un script Python qui pour n donné calcule By,. !

I~2) Montrez que (Bj,) est une suite d’entiers naturels qui diverge vers +oo.

37171

I~3) Montrez pour toutn: B, > 1, B, > on-1pg >

n
II~0) On pose Montrez pour tout n : E(*+1) = ) (Z) .exp E®),

k=0

Déduisez Vn, e.B, = E((0).

2k kP
k!

III~0) p est un entier naturel fixé, montrez que ( )k tend vers 0 a l'infini et est majorée.

N kP
I1I~1) Déduisez que () 7

) est une suite croissante majorée qui converge vers une limite qu’on va noter
N
k=0

sans la calculer.

III~2) Calculez quand méme Ay.

n
II~3) Montrez pour tout n : Ay = ) (n) Ap.
p=0

III~4) Donnez la relation entre (A;) et (By) .

IV~0) Pour tout A strictement positif, on pose ((,b/\ =x+— x —x.In(x) + A. ln(x)) définie sur |0, +oof .

Donnez les limites de ¢, aux bornes de son domaine de définition 2. Montrez que ¢, admet un maximum, atteint
en un unique réel qu’on notera a) (dont on prouvera I'existence mais qu’on ne déterminera pas explicitement).

/N y i r
A . > S . o
. 7o Ky Hs My Hs N
x o,
N 1 ['uni ; > 1 z 3 T ; 5 7
unique racine Quelques graphes
et leurs extrema

IV~1) Montrez pour tout x supérieur ou égala —1 :

Pr(ar.(14+x)) = pp(ar) + (ay —A)(x —In(1 + x)) — ay.x. In(1 + x)

V~0) 1 est fixé dans N*. On définit | f, = x — 0 st xs0
~ n X ans .Un 1 =
estixe ! XL si x>0

Montrez que f,; admet sur RT un maximum, atteint en un unique point [,
q que p

V~1) £, est elle continue sur R ?

1. niveau physique : from math import binomial, niveau PC :je reconstruis binomial mais en recréant déja factorielle, niveau MP ou
PSI :je reconstruis binomial mais sans factorielle, car je suis intelligent (pléonasme)

1 . . .
2. en 0, vous pourrez poser x = % St la forme indéterminée vous embéte



V~2) f, est elle dérivable sur R (méme en 0, a droite et & gauche ?).
V~3) Montrez : 1 < py < 2 < pp (pour info : In(2%) < 3).

V~4) Montrez pour n supérieur ou égala 3 : /n < p, < n.

V~5) Justifiez : gty = 0(1) 100 €t fy ~n—stoo N

In(n)

tend vers 0. Rappele : a, ~ b, signfie Z—n tend vers 1.
n

n
by

V~6) Soit a un réel de ]0, 1], montrez : n* = 0(pn)n—+oo-

Rappel : a, = o(by) signfie

1 x
VI~0) On définit it =X ——. A1+ — tifi tout x :
) On définit ensui e[gn x FolGin) fn (yn ( + \/ﬁ))]]us ifiez pour tout x

fu(x) :fn(,”n)-gn(\/ﬁ \/ﬁ)

7.x —
Un

ey G T -
y’ \\\
4 <

u _\[;/ . 0\

gr;zphe de f, graphe de g ,

0

VI~1) Donnez l'allure du graphe de g;,.

VI~2) Montrez que pour tout x, la suite (g, (x)) converge vers un réel qu’on notera tout naturellement g(x) et que
vous expliciterez.

VI~3) Montrez qu’il existe un rang ng a partir duquel on a pour tout x de | — /n, +o0] :

gn(x) < exp(— g(% —In (1—%—%)))

x —In(1+ x)
%
Prolongez u par continuité en 0 pour qu’elle soit définie continue sur | — 1, +oo[. L'est elle sur [—1, +o0].

VII~0) On définit [u =xr—

VII~1) Démontrez que u est décroissante, et donnez son signe.

2
VII~2) Déduisez pour tout n supérieure ou égal & 1y défini plus haut : g, (x) < exp ( — xz) pour tout x négatif
—In(1
et gu(x) <exp ( - %_HC)) pour tout x positif.

Pn/1

Mais j’ai ajouté la partie Python, et étiré quelques questions pour vous, faute de matériel et de théorémes.

Hn n+3
Au final, apres encore une partie, le sujet Mines-Ponts (2002 MP épreuve 1) arrive i EBV, ~n—stoo ¢ (%) 2]

272 Trouvez un nombre qui est soixante dix sept fois plus grand que le chiffre de ses unités.

w282 l1e probleme que Pavl Halmos aimait poser a ses étudiants : les concombres sont composés de quatre vingt dix
neuf pour cent d’eau (si si, et nous, c’est plus que quatre vingt dix pour cent). Le Cours des Halles en bas de chez



moi en a acheté cing cent kilos. Mais apres le week-end, ils ne sont plus formés que de quatre vingt dix huit pour
cent d’eau. Combien de kilos lui reste-t-il a vendre ?

2.n

n
Exprimez tan’ a 'aide de tan. Déduisez Vn € N*, tan?"+1(0) = )~ (2 k. 1
k=1 \="

) .tan®*~1)(0). tan?"2k+1) (@),

2300 | O sur que intervalle (x — (x2 — 1).e2*)(") est elle négative ? (oui, formule de Leibniz)

/2 i /2
Calculez / sm(@). 540 et/ cos(e). 3
0 cos?(0) +sin’(0) 0 cos3(0) +sin”(6)
que vaut leur somme ?).

.40 (Bioche toujours ? mais déja, sont elles égales, et

[ I[S[A[A[C[N|E[W|T|O[N o B
IIslTAlAlCINIEIWIT]|O (oo ) Calculez Z pMin(ij) 3Max(if),
T |S|A[A[C[N|[E|W]|T oS
I | S|A|A|C | N|E | W . " .

I TS Al AlcINTE Simplifiez au maximum

I STAIA|CIN (x — Arctan(/e* — 1))” en précisant le domaine de
I|S|A|A|C définition.
I S| A|A
I S| A & De combien de fagons pouvez vous lire ISAACNEW-
I]S TON sur ce tableau en sachant que vous pouvez vous dé-
I placer d'une case a la fois ?

1 n
Calculez 3 + Y ch(k.t) (noyau de Dirhypchlet ?).
k=1

<3421 estun complexe plus petit que 1 en module.

1 +oc0 +o0 P4 +o0 ZZ.L]+1
Montrez : —— = Z zF. Montrez 2 —_— =
k=0 p=11- 22¥

1—z — 1 — 220+l

<352 1 Soit o une application injective de N dans IN. Montrez par 'absurde que {n € IN | o(n) > n} est infini.
Pouvez vous trouver ¢ telle que {n € N | ¢(n) > n} soit égalaIN ?
Pouvez vous trouver o telle que {n € N | o(n) > n} soit égal a N* ?
Pouvez vous trouver o telle que {n € N | o(n) > n} soit égal 4 2.IN ?

23621 © 11 et k sont des entiers fixés, a et b sont deux complexes (différents de 1 si nécessaire et autres conditions du méme type).
Simplifiez

A= i ") gk ok B = (" a" b C= i ") ank
2k . . Lk . . L\ . .

v (M kg v N\ n—igj v AR
D—Z(i).a .b E—O<Z P attb F = 2 ; a'tb
<igj<n 0<igj<

o= © (oo i1 (Do iy (e

0<i< 0<i<n 0<i<n
0gj<n 0gj<n 0j<n
n
n _ P . .. .
On rappelle : ) ( k) a"F.bF = (a+ b)" mais méfiez vous ici des indices et des variables...
k=0
X X X sin(2.x P .
Montrez que cos(x). cos (5) .COS ( Z) ...COs (27) converge vers 2( ) quand # tend vers l'infini (en multi-
, X

pliant pas sin (2%) )-

n
x est un entier au moins égal a 2. Quelle est la limite du produit H (1 +

) quand n tend vers l'infini (indication
k=0

1
x(2)

: multipliez par 1 — %).



