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/ 0 . Un exercice d’oral des Mines propose d’étudier

les matrices carrées
�
�

�
�M telles que M + (Com(M))T soit une matrice scalaire (propriété que j’ai décidé d’ap-

peler Selvol, juste pour faire référence à une citation souvent mal interprétée de ²Joseph Proudhon). C’est quoi une matrice scalaire ?
C’est un multiple de In.
Résolvez déjà le problème pour n égal à 2 (si vous trouvez un espace vectoriel, donnez sa dimension), sinon, donnez son
cardinal.

La comatrice est la matrice des cofacteurs pondérés : Com(

(
a b
c d

)
) =

(
d −c
−b a

)
et Com(

 1 2 1
0 2 3
0 1 2

) =

 1 0 0
−3 2 −1
4 −3 2

).

∼0) Complétez la matrice suivante pour qu’elle vérifie la propriété Selvol :

 4
0 −5 12
0 −4 9

.

I∼0) Quelles sont en taille 3 les matrices diagonales solutions de notre problème ? Forment elles un espace vecto-
riel ? Si oui, quelle en est la dimension ? Sinon, quel en est le cardinal ?

I∼1) Écrivez un script Python qui prend en entrée une matrice de taille 3 (liste de listes) et répond par le booléen
True ou False suivant qu’elle vérifie ou non la propriété Selvol (elle devra répondre False aussi si la matrice n’est pas de
taille 3 sur 3).

II∼0) Montrez que si A et B sont deux matrices carrées de taille n, alors on a t(A.B) =t B.t A.

II∼1) Montrez que si A et B sont deux matrices inversibles de taille n, alors on a Com(A.B) = Com(A).Com(B).

II∼2) Montrez que si A, inversible vérifie la la propriété Selvol, alors toute matrice semblable à A vérifie aussi la
propriété. 1

III∼0) Montrez que si une matrice M vérifie la propriété Selvol, alors il existe deux réels λ et d vérifiant
M2 − λ.M + d.In = 0.

III∼1) Déduisez que si une matrice diagonale D vérifie la propriété, alors elle n’a pas plus de deux valeurs diffé-

rentes sur la diagonale (comme


2 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 4 0
0 0 0 0 4

 dont vous vérifierez qu’elle est correcte).

III∼2) Quelles sont les matrices diagonalisables de taille 4 vérifiant la propriété ?

III∼3) Donnez une matrice diagonalisable de taille 5, non diagonale, vérifiant la propriété Selvol.

IV∼0) Montrez que si une matrice A vérifie la propriété Selvol alors il existe deux réels α et β vérifiant
(A− α.In).(A− β.In) = 0n.

IV∼1) On suppose α 6= β. Montrez que tout vecteur U de Rn s’écrit
β.U − A.U

β− α
− α.U − A.U

β− α
avec

β.U − A.U
β− α

dans {X ∈ Rn | A.X = α.X} et
α.U − A.U

β− α
dans {X ∈ Rn | A.X = β.X}.

IV∼2) Déduisez Rn = {X ∈ Rn | A.X = α.X} ⊕ {X ∈ Rn | A.X = β.X}.

1. Rappel : deux matrices M1 et M2 sont dites semblables si et seulement si il existe P inversible vérifiant M1.P = P.M2.
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V∼0) Soit A une matrice de la forme µ.In + N avec N2 = 0n. Montrez que A vérifie la propriété Selvol si et seule-
ment si µ est une racine (n− 2)ieme de l’unité.

/ 1 .

Q.C.M. de Roger Mansuy prof à Saint Louis Vrai Faux

a Pour n dans N,
n

∑
k=−n

(−1)k = 0

b
n

∑
i=0

( n

∑
j=i

aj
i

)
=

n

∑
j=i

( n

∑
i=0

aj
i

)
c ∑

06k6n
k≡1 mod2

ak =
[n/2]

∑
p=0

a2.p+1

d
n

∑
k=1

ak =
n

∑
j=1

aj

e
n

∑
k=1

(ak)
p =

n

∑
p=1

(ap)
k

/ 2 . Démontrez
n

∑
k=0

k5 =
n2.(n + 1)2.(2.n2 + 2.n− 1)

12
puis calculez ∑

k6100
k impair

k5 notée S.

Vous n’avez pas confiance ? Écrivez un script Python qui va calculer cette somme S.
] Vous avez confiance en vous pour la programmation : ajoutez le script qui va décomposer S (ou tout autre nombre)
en produit de facteurs premiers.

/ 3 . Calculez ∑
06i6n
06k6n

k.2i et ∑
06i6j6n

2i.3j.

/ 4 .

De quelle équation différentielle linéaire linéaire
d’ordre 1 à coefficients continus et à second
membre nul t 7−→ exp

( −1
cos2(t)

)
est elle solution ?

Quelle est la dimension de l’espace des solutions.

/ 5 . Donnez une primitive de θ 7−→ cos4(θ).
Résolvez l’équation y”t + yt = cos3(t) d’inconnue y fonction de t en utilisant la méthode de variation des
constantes. (source : oral C.C.P.)

Et si vous le faisiez sans variation des constantes ? En linéarisant le second membre ?

/ 6 . Questions issues d’un Q.C.M. de Roger Mansuy.
•a• Une fonction f dérivable vérifie f ′ = 2. f si, et seulement si, pour tout x, il existe C tel que f (x) = C.e2.x.

•b•Si une fonction f dérivable vérifie f ′ = 2. f , alors, pour tout x, il existe C tel que f (x) = C.e3.x.

•c•Les solutions de y′(x) + a.y(x) = 0 sont de la forme x 7−→ C.ea.x avec C ∈ R.

•d•Les solutions de y′(x) = a(x).y(x) sont de la forme x 7−→ C.ea(x).x avec C ∈ R.

•e•Les solutions de y′′(x) − 2.y′(x) + 2.y(x) = 0 sont de la forme x 7−→ e−x.(A. cos(x) + B. sin(x)) avec
(A, B) ∈ R2.

•f•Soit a > 0. L’équation y′(x) = a.y(x) admet une unique solution bornée sur R+.

•g•L’équation y′(x) = a.y(x) admet des solutions polynomiales non constantes si, et seulement si, a∈N.
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•h•Soit a > 0. L’équation y′(x) = a.y(x) + sin(3.x) admet au plus une solution périodique.

•i• Les solutions de y′ − y = sin(x) sont deux à deux proportionnelles.

•j• Les solutions de y′+ a.y = 0 sont deux à deux proportionnelles.

•k• Les solutions de y′′+ a.y′ = 0 sont deux à deux proportionnelles.

•l• Les solutions de y′′+ a.y = 0 sont deux à deux proportionnelles.

•m• La fonction x 7−→ er.x est solution de a.y′′+ b.y′+ c.y = 0 si, et seulement si, r est racine de l’équation carac-
téristique.

•n• Les solutions de y′′+ y′+ y = 0 tendent vers 0 en +∞.

•o• La fonction x 7−→ arccos(x) est solution de y′+ y√
1− x2

= 0.

•p• Les fonctions x 7−→ sin(x) et x 7−→ sin(2x) sont solutions d’une même équation linéaire d’ordre 2 à coeffi-
cients constants réels.

•q• La fonction x 7−→ cos(x) est solution d’une équation linéaire homogène d’ordre 2 à coefficients réels constants
si, et seulement si, i est racine de l’équation caractéristique de cette équation.

•r• L’équation y′′ − 2.y′+ 2.y = x.ex admet une solution de la forme x 7−→ P(x).ex avec P un polynôme.

•s• L’équation y′′ − 3.y′+ 2.y = (x + 1).e−x admet une solution de la forme x 7−→ P(x).ex avec P un polynôme
de degré 2.

•t• L’équation y′′ − 3.y′+ 2.y = ln(x) admet une solution de la forme x 7−→ P(x).ea.x avec P un polynôme et a ∈ R.

•u• Il y a une unique solution de y′(x) = x.y(x) vérifiant y(0) = 1.

/ 7 .

�� ��♥0 Donnez une équation différentielle à coefficients
constants linéaire d’ordre 2 homogène dont deux
solutions sont t 7−→ et. cos(t + 1) et t 7−→ et+1. cos(t).�� ��♣0 La grande figure est un carré. Les triangles ont les
aires indiquées. Montrez que le triangle central a pour
aire 4.

√
6 ou 9 ou 5 +

√
7.

/ 8 . a, b et c sont trois réels distincts.

On pose V =

 1 a a2

1 b b2

1 c c2

 et L =

 b.c c.a a.b
−b− c −c− a −a− b

1 1 1

 et D =

 b− c 0 0
0 c− a 0
0 0 a− b

.

Calculez V.L.D et L.D.V. Inversez V.

/ 9 . On pose M =

(
3 5
1 2

)
. Diagonalisez M sachant qu’on travaille avec range(17) et les opérations modulo 17.

Combien la suite (Mn)n62021 a-t-elle d’éléments ?
On travaille cette fois avec (range(7) et les opérations modulo 7, montrez que M n’est pas diagonalisable. Trouvez

quand même T
(

a 1
0 a

)
et P inversible vérifiant M.P = P.T (déjà, qui est forcément a ?).

/ 10 . ♥ On définit la suite u, périodique de période 6 dont les premiers termes sont les suivants :
(1, 4, 5, 2, 7, 1, 1, 4, 5, 7, . . .). Écrivez un script Python qui pour n donné donne un.

/ 11 . ♥ La suite a vérifie an+2 = 3.an+1 − 2.an avec a0 = 0 et a1 = 1. Trouvez an pour tout n.
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La suite b vérifie bn+2 = 3.bn+1 − 2.bn − 1 avec b0 = 0 et b1 = 1. Trouvez bn pour tout n (que pensez vous de la
suite (bn − n) ?).
La suite c vérifie cn+2 = 3.cn+1 − 2.cn + 2 avec c0 = 0 et c1 = 1. Trouvez cn pour tout n.
♠ La suite d vérifie dn+2 = 3.dn+1 − 2.dn + n avec d0 = 0 et d1 = 1. Trouvez dn pour tout n.

/ 12 . ♣ Construisez une bijection de N dans N sans point fixe.
Soit u une suite réelle et σ une permutation de N (bijection de N dans N). Montrez que si u converge, alors (uσ(n))
converge. Réciproque ?
Conseil : utiliser la quantification ∀ε, ∃Nε, ∀n, |un − a| > ε⇒ n < Nε.
Soit u une suite réelle et σ une injection de N dans N. Montrez que si u converge, alors (uσ(n)) converge. Réci-
proque ?
Construisez une suite u et une surjection σ telle que u converge et (uσ(n)) diverge.

/ 13 .

/ 14 . On rappelle la définition de l’ordre d’un élément dans un groupe (G, ∗) de neutre e : Ord(a) = In f {n > 0 | an = e}
(si un tel n existe).
On suppose que (G, ∗) est commutatif

a est d’ordre 5 et b d’ordre 7.
Montrez que a ∗ b est d’ordre 35.
Montrez que ce n’est plus forcément vrai si (G, ∗) n’est pas commutatif.

/ 15 . ♥ Déterminez la limite quand n tend vers l’infini de

∑
k62.n
k pair

k

∑
k62.n

k impair

k
.

/ 16 . ♥ N est un entier naturel fixé. Montrez que les suites
( 2n

n + 1

)
n∈N

,
( 2n

N + 1

)
n∈N

et
( 2N

n + 1

)
n∈N

sont monotones.

/ 17 . Calculez Sn = ∑
0≤p≤q≤n

2p.3q. Calculez On = ∑
0≤p≤n
0≤q≤n

2q.3p. Calculez Hn = ∑
0≤q≤n

2q.3q. Calculez En = ∑
0≤p≤n

22.p.33.p.

Calculez Ln = ∑
0≤p≤q≤n

2q.3q (attention, q a son rôle, c’est un compteur).
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/ 18 . Lesquels de ces programmes calculent un p.g.c.d. :
A B C

def gcd(a, b) :
....while b != 0 :
........a, b = b, a%b
....return a

def gcd(a, b) :
....while b != 0 :
........a, b = a%b, b
....return a

def gcd(a, b) :
....while b != 0 :
........a, b = a, a%b
....return a

D E F
def gcd(a, b) :
....while b == 0 :
........(a, b) = (b, a%b)
....return a

def gcd(a, b) :
....while b != 0 :
........a, b = b, b%a
....return a

def gcd(a, b) :
....while b != 0 :
........(a, b) == (b, a%b)
....return a

G H I
def gcd(a, b) :
....while b != 0 :
........a = b
........b = a%b
....return a

def gcd(a, b) :
....while b != 0 :
........b = a%b
........a = b
....return a

def gcd(a, b) :
....while b == 0 :
........a, b = b, a%b
....return a

/ 19 . On définit x 7−→ [x] ∗ sin2(π.x). Est elle continue en tout point ?
Est elle dérivable en tout point ?

/ 20 . En quels points l’application x 7−→
{

cos(x) si x ∈ Q

sin(x) si x 6∈ Q

∣∣∣∣ est elle continue ?

En quels points l’application x 7−→
{

cos(x) si x ∈ Q

sin(x) si x 6∈ Q

∣∣∣∣ est elle dérivable ?

En quels points l’application x 7−→
{

cos(x) si x ∈ Q

− cos(x) si x 6∈ Q

∣∣∣∣ est elle continue ?

En quels points l’application x 7−→
{

cos(x) si x ∈ Q

− cos(x) si x 6∈ Q

∣∣∣∣ est elle dérivable ?

/ 21 .

Pour tout n, on pose Hn = (X2 − 1)n et Pn = (Hn)(n).
Calculez Pn pour n de 0 à 3 .
Montrez que chaque Pn est un polynôme, donnez son
degré, son terme dominant et sa parité a

Montrez pour tout k de 0 à n− 1 : (Hn)(k)(1) = 0.
Montrez que pour tout k de 0 à n − 1, (Hn)(k) admet
k + 2 racines réelles distinctes entre −1 et 1.
Déduisez que les n racines du polynôme Pn sont entre
−1 et 1. Calculez leur somme, et leur produit.
Écrivez un script Python qui pour n donné rend la liste
des coefficients du polynôme Pn.

a. et surtout, surtout, ce n’est pas parce qu’on a calculé les premiers
qu’il faut avoir le réflexe “je vais faire une récurrence”

si le polynôme P de degré d admet d racines réelles, alors les racines du polynôme P′ sont intercalées entre les
racines de P.

Le polynôme complexe P de degré 4 a pour racines a, b, c et d. P′ a pour racines α, βet γ.

Montrez pour z dans C−{a, b, c, d} :
P′(z)
P(z)

=
( 1

z− a
+

1
z− b

+
1

z− c
+

1
z− d

)
=

z− a
|z− a|2 +

z− d
|z− b|2 +

z− c
|z− c|2 +

z− d
|z− a|2 .

Déduisez qu’il existe quatre réels positifs λ1 à λ4 vérifiant α =
λ1.a + λ2.b + λ3.c + λ4.d

λ1 + λ2 + λ3 + λ4
.
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Déduisez que le triangle de sommets α,β et γ est inscrit dans le quadrilatère de sommets a, b, c et d.
Montrez que les deux racines de P” et la racine de P(3) est aussi dans ce triangle.

Soit f n fois dérivable de I (intervalle de R) dans R, admettant la même valeur en n + 1 points, alors il existe au
moins un point où f (n) s’annule.

On définit pour tout n : Pn =
(
(X2 − 1)n

)(n)
Montrez que chaque Pnest un polynôme, donnez son degré, son

terme dominant, sa parité, et montrez qu’il a n racines, toutes entre −1 et 1.

/ 22 . Soient A et B deux ensembles. On définit A b B si il existe une application injective de A dans B.
♥Montrez que cette relation est transitive et réflexive, mais pas symétrique ni antisymétrique (contre-exemples).

♠ 0 ♠ On veut maintenant montrer que si il existe une application injective f de A dans B et une application
injective g de B dans A alors il existe au moins une bijection de A dans B.

On rappelle

pour X ⊂ A on définit f (X) = { f (x) | x ∈ X} = {b ∈ B | ∃a ∈ A, y = f (a)}
X partie de A f (X) partie de B
pour Y ⊂ B on définit f−1(Y) = {a ∈ A | f (a) ∈ Y}

Y partie de B f−1(Y) partie de A
On rappelle que la notation f−1(Y) ne s’applique qu’à une partie et qu’on ne peut écrire x = f−1(y) que si f est
bijective, ou à la rigueur y dans f (X) (ensemble image, y a au moins un antécédent) et f injective (pour qu’il n’y
ait pas d’ambigüité sur le choix de x).

Montrer que si g(B) est égal à A alors g est une bijection de B dans A.

♠ 1 ♠ On suppose donc g(B) 6= A. On pose X0 = A− g(B) (c’est à dire X0 = {a ∈ A | ∀b ∈ B, g(b) 6= a}).
Justifiez l’existence de la suite d’ensembles (Xn) définie par ∀n, Xn = g( f (Xn)). Montrez que chaque Xn est une
partie non vide de A non vide, de même que X =

⋃
n∈N Xn.

♠ 2 ♠ On pose enfin X′ = A− X. Quantifiez a ∈ X′ .

♠ 3 ♠ Montrez : ∀x ∈ X, g( f (x)) ∈ X.

♠ 4 ♠ Justifiez ∀a ∈ X′, ∃!b ∈ B, a = g(b).

On définit alors ϕ sur A par ϕ(a) = f (a) si a ∈ X et ϕ(a) est l’unique antécédent de x par g si a est dans X′ (voir
question précédente).
♣ 0 ♣ Pour se mettre en situation le temps d’une question : A = B = N et f = g = n 7−→ n + 1 pouvez vous

déterminer X, X′ et ϕ ?

♠ 5 ♠ Justifiez : ϕ(X′) = g−1(X′) et ϕ(X) = f (X).

♠ 6 ♠ Montrez : ϕ(X) ∩ ϕ(X′) = ∅.

♠ 7 ♠ Montrez par disjonction de cas ∀(a, α) ∈ A2, ϕ(a) = ϕ(α)⇒ a = α

a ∈ X a ∈ X′

α ∈ X
α ∈ X′

♠ 8 ♠ Montrez par disjonction de cas : ∀y ∈ B, ∃a ∈ A, ϕ(a) = y g(y) ∈ X′ g(y) ∈ X

♠ 9 ♠ Concluez.

/ 23 . Une suite de Skolem d’ordre n, du nom du mathématicien norvégien Thoralf Skolem qui les a étudiées en 1957,
est une suite finie de 2.n entiers, constituée des entiers de 1 à n répétés chacun deux fois, les deux occurrences d’un
entier k étant distantes de k.

Une suite de Langford, du nom de C. Dudley Langford qui a posé le problème de leur construction en 1958, en est
la variante où les occurrences de k sont distantes de k+ 1 (autrement dit il y a k nombres entre les deux occurrences
de k).
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Par exemple, (4,2,3,2,4,3,1,1) est une suite de Skolem d’ordre 4 et (2,3,1,2,1,3) une suite de Langford d’ordre 3.

Donnez une suite de Skolem et une suite de Langford d’ordre 12.

Ecrivez une procédure Python qui teste si une suite est de Skolem.

Il existe une suite de Skolem d’ordre n si et seulement si n est congru à 0 ou 1 modulo 4. (Cette restriction tombe
dans le cas des "suites de Skolem étendues", comprenant en plus l’entier 0).

La restriction analogue pour les suites de Langford est : n congru à 0 ou 3 modulo 4.

/ 24 . Tous les polynômes sont constants. On va prouver que (Pn)′ = 0 pour tout n et tout polynôme de degré n..
On initialise à 0 : les polynômes de degré 0 sont constants. Ils ont une dérivée nulle.

On se donne n et on suppose que tous les polynômes de de degré inférieur ou égal à n ont une dérivée nulle.
On prend P de degré n + 1. On va montrer que sa dérivée est nulle.
On l’écrit sous la forme P(X) = (P(X)− P(0)) + P(0).
Le polynôme P(0) est constant, sa dérivée est nulle.
Le polynômes P(X)− P(0) n’a plus de terme constant et se factorise sous la forme X.Q(X) avec X et Q de degré
inférieur ou égal à n.
On dérive avec la formule (U.V)′ = U′.V + U.V′, chaque terme U’ et V′ est nul, la somme est nulle.
On somme : P′ est nulle.
Trouvez l’erreur.

/ 25 . ♥ Inversez

 2 1 5
1 −1 3
2 1

, après l’avoir complétée par un entier, sachant que son inverse est à coefficients entiers

(que vaut son déterminant ?). Oui, il y a deux solutions.

/ 26 . ♣ On pose A =


0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0

. Calculez son déterminant puis son inverse (pensez à la voir comme matrice d’un

changement de base).
Calculez det(A + I6).
♣ Quelles valeurs peut prendre det(A + I6) quand A décrit l’ensemble des permutations de taille 6 ?
♣♠Même question en taille n.

/ 27 . On sait : A =

 1 2
1 0

1

 et Com(A) =

 1
3

2 −1

. Retrouvez les coefficients qui manquent.

/ 28 . Rappel : on inverse les matrices carrées en calculant leur comatrice : M−1 =
tCom(M)

det(M)
où la comatrice est la

matrice des cofacteurs pondérés.

Utilisez cette méthode pour inverser


−1 2 1 0
0 1 2 0
1 0 1 1
0 1 1 2

 en calculant déjà sa comatrice (attention aux signes de-

vant les comatrices) et le produit M.t(Com(M)).

/ 29 . ♥ Complétez ce qui manque :

 1

1

 ∧
 3
−1

 =

 −5
2

.

/ 30 . ♥ Dérivez cette application (comptez bien) (x 7−→

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 4 5
x 2 3 1
0 x 1 1
1 0 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣)
′.

/ 31 . ♥ Complétez (
−→
i − −→j ) en base de R3 sachant que sur cette base,

−→
i a pour composantes (1, 0, 1) et que

−→
i +
−→
j −
−→
k a les mêmes composantes sur cette base que sur la base canonique.
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/ 32 .


1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 1 1
1 0 0 0 1

 est elle inversible ?

On se donne 9 points A1 à A9 dans le plan complexes,
d’affixes z1 à z9. Montrez qu’il existe une unique famille
de points M1 à M9 tels que les Ak soient les milieux des
côtés du polygone (M1, . . . M9).
A-t-on le même résultat pour dix points ?

Un vendangeur m’a véhiculé. Il shootait en priant. Les fées sont légion ! Le latiniste spécialiste de Crassus enquète
beaucoup. Ils a des escargots lents (translation). Fidèles à Sion au présent (translation). La nausée est russe. J’ai
croqué bien des galettes. Les phobies perturbent les ames. A-t-on des tenues pour caté ? Des belles hôtesses en
France passent en montrant une belle assurance. L’arène pistée. Il n’a plus de foot, c’est pas un crado (translation)
! Les astronautes contrôlent l’orbite quand ils veulent. Vous aimez les rixes ? Plutôt céder !

/ 33 . Soit (G, ∗) un groupe et A un sous-groupe de G. On définit :
N(A) = {x ∈ G | ∀a ∈ A, x ∗ a ∗ x−1 ∈ A} et C(A) = {x ∈ G | ∀a ∈ A, x ∗ a ∗ x−1 = a}.
Montrez que ce sont des sous-groupes de (G, ∗).
Déterminez N(A) et C(A) pour A = {e} (sous groupe réduit au neutre).

/ 34 . (G, ∗) est un groupe. On enlève un élément, ça reste un groupe. Qui est G ?
(G, ∗) est un groupe. On enlève deux élément, ça reste un groupe. Qui est G ? (deux solutions)
On pourra utiliser le théorème de Lagrange : le cardinal d’un sous-groupe divise le cardinal du groupe.

/ 35 . Pouvez vous trouver un groupe (G, ∗) et trois sous-groupes stricts de (G, ∗) E, F et H vérifiant E ∪ F ∪ H = G ?
(indication : cardinal 4 devrait suffire, si si).

/ 36 . Montrez que (A, B) 7−→ Tr(AT .B) est un produit scalaire sur l’espace des matrices de taile 2 sur 2.

On définit les quatre matrices suivantes : : (
(

2 1
1 1

)
,
(

1 2
1 1

)
,
(

1 1
2 1

)
,
(

1 1
1 2

)
).

Déterminez leur angle deux à deux.
Déterminez l’angle de chacun avec leur moyenne.

Rappel : produit scalaire : application qui prend deux éléments −→a et
−→
b dans un espace vectoriel et calcule un

réel
forme : (E, E)→ R, (−→a ,

−→
b ) 7−→< −→a |

−→
b >

symétrique : ∀(−→a ,
−→
b ) ∈ E2, < −→a |

−→
b >=<

−→
b |−→a >

bilinéaire : ∀(−→a ,
−→
b , −→c ) ∈ E3, < −→a |

−→
b +−→c >=< −→a |

−→
b > + < −→a |

−→
b >

et ∀λ ∈ R, < −→a |λ.
−→
b >= λ. < −→a |

−→
b >

défini positive : ∀−→a ∈ E, < −→a |−→a >> 0 (sauf pour −→a =
−→
0 ).

Pour le passage −→a 6= −→0 ⇒< −→a |−→a >> 0 (qui dit aussi < −→a |−→a >= 0⇒ −→a =
−→
0 par contraposée),

on pourra utiliser suivant l’exercice :
• une somme de carrés de réels est nulle et et seulement si chacun est nu
• l’intégrale sur [a, b] (a < b) d’une application continue positive est nulle si et seulement si l’application est identiquement
nulle
• un polynôme de degré inférieur ou égal à n qui a plus de n racines est nul
• un polynôme qui est nul sur tout un intervalle non réduit à un point est nul partout

/ 37 . Montrez que (A, B) 7−→ Tr(AT .B) est un produit scalaire sur l’espace des matrices à deux lignes et trois colonnes.
Montrez que les six matrices de la base canonique forment une famille orthonormée.
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(

(
1 0 0
0 0 0

)
,
(

0 1 0
0 0 0

)
,
(

0 0 1
0 0 0

)
,
(

0 0 0
1 0 0

)
,
(

0 0 0
0 1 0

)
,
(

0 0 0
0 0 1

)
)

/ 38 . ♥ Montrez que (X, Y) 7−→t X.S.Y est un produit scalaire sur (R3,+, .) sachant S =

 2
−1

1 3

 et

|−→i +
−→
j | =

√
5 et cos(

−̂→
i ,
−→
k ) =

√
6/3 (retrouvez déjà la matrice).

/ 39 . (P, Q) 7−→
3

∑
k=0

P(k)(k).Q(k)(k) est il un produit scalaire sur (R3[X],+, .) ?

Qeulle est la norme de chacun des trois vecteurs 1, X, X et X3 ? Quels angles font ils entre eux

/ 40 . L’application (P, Q) 7−→
4

∑
k=0

P(k).Q(k) est elle un produit scalaire sur (R3[X],+, .) ?

L’application (P, Q) 7−→
4

∑
k=0

P(k).Q(k + 1) est elle un produit scalaire sur (R3[X],+, .) ?

/ 41 . Montrez que ( f , g) 7−→
∫ 1

1
f (t).g(t).dt est un produit scalaire sur l’espace des fonctions continues de [−1, 1]

dans \R .

Montrez que ( f , g) 7−→
∫ 1

1

f (t).g(t)√
1− t2

.dt est un produit scalaire sur l’espace des fonctions continues de [−1, 1]

dans \R .
Montrez que l’angle entre Id et t 7−→ 1 est le même pour les deux produits scalaires, mais que les deux vecteurs
n’ont pas la même norme.
Donnez un vecteur (une fonction) dont la norme augmente quand on passe de la première norme 2 à la seconde.
Donnez une fonction dont la norme diminue par cette transformation.
Montrez que les polynômes de Tchebytchev forment une famille orthogonale pour l’un des deux produits scalaires
(changement de vriable dans l’intégrale).

/ 42 . On définit φ(

 x
y
z

 ,

 x′

y′

z′

)= x.x′ + 5.y.y′ + 6.z.z′ − 2.(x.y′ + x′.y) − 4.(y.z′ + y′.z) + (x.z′ + x′.z) pour tout

couple de vecteurs de (R3,+, .). Montrez que φ est un produit scalaire sur R3.

Pour la positivité de φ(−→a ,−→a ), pensez déjà à développer(x− 2.y+ z)2 puis à voir si ce qu’il reste n’est pas aussi une somme de deux carrés.

Donnez la norme de chaque vecteur de la base canonique. Donnez un vecteur non nul orthogonal à
−→
i et
−→
j . Don-

nez un vecteur non nul du plan Vect(
−→
i ,
−→
j ) faisant le même angle avec chacun des deux vecteurs

−→
i et
−→
j .

Donnez un vecteur colinéaire à
−→
i mais de norme 1.

Donnez un vecteur dans l’ensemble des vecteurs de la forme
−→
j + λ.

−→
i un vecteur orthogonal au premier vecteur

trouvé.
Donnez un vecteur dans l’ensemble des vecteurs de la forme µ.

−→
j + ν.

−→
i un vecteur de norme 1, orthogonal au

premier vecteur trouvé.
Donnez un vecteur de la forme

−→
k + λ.

−→
i + λ′.

−→
j orthogonal aux deux premiers vecteurs trouvés.

Donnez une base orthonormée de (R3,+, .) dont la matrice de passage vers la base canonique soit triangulaire
supérieure.

2. ou plutôt de la norme issue du premier produit scalaire


