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a0

Q A est une matrice carrée de taille 2 de trace 7 et de déterminant 10. Montrez alors : A2 = 7.A — 10.1.
Onpose B= A —2.I) et C = A —5.I,. Montrez : B.C = C.B et exprimez B?> comme multiple de B et C> comme
multiple de C.

Exprimez A comme combinaison de B et C.

Une bonne fois pour toutes : A2 — Tr(A).A + det(A).I, = 0p,. C'est toujours vrai.
a b
c d

(a b) a*+b.c b.(a+d) :(a—l—d).(Z Z)—(a.d—b.c).(é (1))

c d
c.(a+d) b.c + d?
C’est la formule de Hamilton et Cayley. Et elle admet une généralisation en taille # sur 1, mais évidemment avec
n termes, et c’est le polyndme caractéristique qui revient.

On développe B.C = (A —2.I;).(A —5.I)) = A> —2.A —5.A+10.I, = 0 et de méme C.B = 0.
B et C sont permutables mais en plus, les produits seront nuls.

B> = A —4.A + 4.1, car A et I, commutent.
B2=(7.A—-10.)) —4.A+4.
B2=3A-6.I

B2 =3B

De méme C2 = A2 —10.A 4+ 25.1,

= (7.A—10.I) — 10.A +25.I,
=-3.A+151,

C?=(-3).C

On combine ensuite B = A — 2.1 avec C = A — 5.1 pour arrivera A =

(DN
NN
[l

5B-2C
5 5 2
On peut appliquer la formule du binéme car B et C sont permutables (de méme que =.B et —.C).

3 3
n -k ,— —k
On obtient a priori 7 + 1 termes : A" = k;) (Z) . (g.B)n .(%.C)n .

n -2 n
Mais il n’en reste que deux car B.C et C.B donnent la matrice nulle : A" = (§B> + (?C) (k=0etk =n).

De plus, en mettant en boucle B> = 3.B, on obtient B” = 3"~!.B. Et de méme C" = (—3)"~1.C.
n 21’1
Il reste cette fois A" = %.B +—=.C

Et de fait, c’est encore la diagonalisation de A présentée d'une autre fagon...

a2

a3

O Montrez que les matrices de taille 2 sur 2 & déterminant non nul forment un groupe pour la multiplication,
non commutatif.

Montrez que I'ensemble des matrices de taille 2 sur 2 a coefficients entiers et a déterminant 1 en forme un sous-
groupe.

En est il de méme pour les matrices de taille 2 sur 2 a coefficients entiers et a déterminant 1 ou —1.

Montrez que (A, B) — Tr(* A.B) est un produit scalaire sur (M, (R), +, .).
Déduisez Tr(M?) < Tr(*M.M) pour toute matrice M. Cas d’égalité ?
Déduisez Tr(M?) > —Tr(* M.M) pour toute matrice M. Cas d’égalité ?

— - = = —
& Existe-t-il un produit scalaire de (R?, +,.) pour lequel i  est orthogonala i + j,et i — j est orthogg)nal

a4.i + j ?Sioui, choisissez en un, et construisez une base orthonormée de premier vecteur colinéairea i .

On raisonne par analyse et syntheése. On écrit tout ce qu’on peut, et ensuite, on regarde si ce a quoi on est arrivé
est cohérent.



On veut ¢( i 7 , i i)_ig 4’(7> TaT+T
Ceci condultagb( i,7)=—¢(

i i) (symétrie...).
On sent que tout ceci est défini «a ¢( i,

: - = , , , o .
On va s’imposer ¢( i, i ) = 1, ce qui ne restreint pas la généralité (ce qui serait idiot, ce serait de poser
47(7), ?) = —3 pour un produit scalaire).
1 -1
-1 7
Mais est ce bien une matrice de Gram ? Je vérifie la positivité des termes diagonaux et du déterminant, en taille 2
cela suffit.

. x x! 1 -1 x! L e )
Pas convaincus ? : | ( A D—(x y). Ay est évidemment bilinéaire symé-

On complete la matrice de Gram :

y y -1 7
trique.
Pour défini-positive, on calcule ( x y ). ( _11 ;1 ) ) ( ; ) = (x —y)? +6.y%, Clest
positif, et ce n’est nul que pour x =y = 0.
On a un produit scalaire.
On vérifie quand méme (méme si on a tout fait pour) :
1 -1 1 0
(1) (4 S )(1)=(ro)(g)=0
1 -1 4 3
(1 1).<1 . ).<1>:(1 1).<3>=0
o : ;
J'ai choisi i normé,j’en profite. N
Il me faut un second vecteur : j . Pardon. Un second vecteur orthogonala i : i j.

i+ 0 )
On le norme : uisque ( 1 1 ). . = 6.
Ve Puiswe ) ( ) ( ) b < 6
Vérification : On a une matrice de passage P = (

Onlinverse : T = (1 1)

sl 2

1
0

a4

g 0 _ 1 -1\
On vérifie : IT.T = 1 \@ ) ( ) = < 1 7 ) =G.
4

- —
O Montrez que l'équatlon T /\_() i i i) :_) i} ) n’a pas de solution.
Montrez que I'équation @ A (i + k)= (i — k) ades solutions.
-
Parm1 les solutlons l'équation @ A (i + j) = (i — j )y en a-t-il qui sont solutions de @ /\( N =
(4. 7 4F ] +2. k)

’ Rappel : pour @ et b donnés dans R, qui est TAD? ‘

S.LL Physique Mathématiques
x x'

( y ) A ( v ) =1 le Vecteur p051t1V1ement orthogo- | l'unique VecteB)r vérifiant : V¢ €
z Z nal a 7@ et b dont la norme est | R3, det(7,b,¢) = (7 A
yz —zy l'aire du parallélogramme défini | 7 ).
zx' —x.2 —

, , par a et b
x.y — y X
= = = = = = = =
Pour que @ A (i + j) = (j + K) ait une solution, il faut déja que ( j + k) soit orthogonal a (i + j )
(et auss1 a 7 et que la norme soit correcte, mais qu’importe).
- =
( j+ 4 Jet (i + j)ontpour produit scalaire 1 et pas 0.
7/\(?—1—7) (_) k)aaumoinsunesolution 7/\(7—0—7):(_1)—7)

Je la qualifie de solution particuliére.

- o
On a aussi des solutlons « homogenes » (i +a.k)AN(i +k)=0.
On trouve que les ] +a. ( i+ k ) sont une famille entiére de solutions.

Ce sont méme toutes les solutions.



Peut on choisir & pour avoir aussi

(T +a(T+ ) A (T -2%)= @7+ 7 +27)

1 1 4
On veut ( o ) A ( 0 ) = ( 1 ) conrésout —2.x =1, +2 =1et —a = 1. C’est incohérent.

o -2 1

25c || Montrez : EQ A ﬁ = zﬁ A R + R A zﬁ + zﬁ A zﬁ (juste avec la relation de Chasles et la multilinéarité).
Partons de ﬁ A ﬁ) avec l'aide de Chasles et de ses relations :

BEABD = (AC — AB) A (AD — AB)
BCABD = (AC A AD) — (AC A AB) — (ABA AD) + (AB A AB)
B%/\ﬁ:(R/\zﬁ)—l—(zﬁ/\zﬁ)—}—(zﬁAz@)—l—(z@/\ﬁ)

en jouant sur les signes moins

WZAB?:(RA@)JF(@ARH(I@A@)

puisque (ﬁ N AB ) est nul.

Q Montrez que (A, B) — Tr(*A.S.B) est un produit scalaire sur (M (R), +,.) sachant S = (

, 10 0 0
langleentre(0 0>et(0 1).

3 2
2 5 ).Calculez

- — — — —
27 1| Construisez un produit scalaire dans (R3,+,.) pourque (1, i + j +2.k, i + j + k

7

— —
J ]

) soit orthonormée.

/
=8¢ 1] © Montrez que (( ; > , ( ;, )) — 34.x.x —12.xy — 12.x".y + 41.y.y’ est un produit scalaire sur (R?, +,.)
(noté ¢).

& Donnez deux vecteurs non nuls, orthogonaux a la fois pour ce produit scalaire et pour le produit scalaire
usuel (C’est a dire ¢p( @, 7) -7 = 0).

On prend deux vecteurs, on calcule un réel.

Par commutativitité de la multiplication dans R, on a bien 34.x.x" — 12.x.y — 12.x".y + 41.y.y’ = 34.x".x — 12.x".y —
12.xy +41y .y.

En écrivant 34.x.x’ — 12.xy —12x" .y +41lyy = (x y ). (

uW) = A.(*U.G.V) 4+ u.(*U.G.W), on a la bilinéarité.
Pour la positivité, on prend x et y et on calcule :

3402 — 24.x.y + 4197 = 34. (x - E)z + (41 _ g)_yz — 34 (x E)z 4 85 )2

34 12

x/ 1 t
—12 41 > . ( % ) et en utilisant 'U.G.(A.V +

34 34 34 17 °
on reconnait une somme de carrés de réels, c’est gagné.
Si de plus on suppose 34 (xfg)z @ 2 = 0,onaboutitax =y =0

[On a bien une forme bilinéaire symétrique positive, défini—positive.}

x.x +yy =0
3.xx —12.(xy+y.x) +4lyy =0"
+yy =0

. / / Y r_
12.xy+vy'.x) +7yy =0

/ /
On cherche un couple (( ;, ) , ( ;, )) vérifiant a la fois

/

On raisonne par équivalences car on est en sciences et pas en bidouillages

d’équations sans cervelle.
Comme 1'orthogonalité des vecteurs se définit & proportionnalité pres, on peut imposer par exemple x = x' =1
(diviser chaque vecteur par sa premiére composante).

X . +yy =0
Le systeme devient “12.(y+y) 74y =0
On connait le produit : y.y/ = —1 et lasomme : y 4y = —.

12



£ N ! (A Afrei - 7% /I3
On récupeére y et y' (roles symétriques) : y = 3 ety = 3.

On a un couple de vecteurs possible : (( _41/3 ) , ( 3}4 ))

On pourra préférer 6 ( _3 4 ) , < g ) ﬁ et vérifier :

(3 —4).<§>:Oet(3 —4).(_3;12 _4112)<§):(3 —4).(17()5()):0.

| Pour le professeur de mathématiques : il suffisait d’aller chercher deux vecteurs propres de la matrice réelle symétrique... |

Parés coté tennis, des taupins frichent sur les maths. Des fessées, ca fait mal & la nuque. Ce vieux crd
gdte le gout du blanc. Des parrains se butent, et ces brutes sont privées de Paques. Que fait ce verrat
das ce champ ? Confinés, il faut remonter la pente |

Les confinés sont ils a I'abri des pannes ? Face aux ados dans les lycées, aux pions et aux confinés, Blanquer prétend rectifier
les notions. Grosse peine a Sucy. Le feu a la Nievre. Combien de kinés confus ? Des confinés ont du mal a piger. Faut il
confiner les porteurs ?

On I'a frop gaté a la taule. Ce jus sent le coing. Faut il évacuer I’élu ? Train de Puteaux. Les cheminofts
doutent des gares. Ce viticulteur a vu éclater bien des fats. On observe des bruits entas. Ce climat frop
chaud c’est a Thonon ? La dessinatrice quéte des maquettes. Cette Buzin n’arréte pas de péter.
L'employée qui fait des colis s’attend a étre fouillée. Je laisse passer ma belle-mére. J'ai explosé quelques
bulles sur le quAl. Qu’est ce qui étonne du climat ? La braise échauffe le tout. Coup de foudre dans
I"éther, hier. Tu es bienvenu, tu peux décoller. Manille aime les feux. A cause des carences, on ne veut
plus des BéDés.

Gérard Durand Gérant du Rare (spécialiste des palindromes) :

Luc note : «Taré, tu palis sila .... rate ton ... I »,

Ami, Sheila pompa Papon, I& chez Mia. (syllabes).

Alec a soif : Ed (rapporte Luc, né ici, ... trop, par défi ?) osa cela. (Retrouvez le mot qui manque dans ce palindrome).
Oui, Dora !l .... au gourbi, ce bi, gourd obese. 1l adore, oui. (celui 13, il est syllabique).

Mon Edmond, rare génie, venu a Noél a Segré, va ..., ... répé parLuc, regu, sa ..... sale ! On a une veine,
Gérard, nom de nom !

J'ai enlevé quelques mots, mais comme ce sont des palindromes, vous pouvez retrouver les lettres qui manquent.

2
Montrez que (P, Q) — Y_ P(k).Q(k) est un pro-
k=0

duit scalaire sur (Ry[X], +,.). Montrez que la famille o-51

(X(X—-1), X.(2—-X), (X—1).(X—2)) est orthogo- » o >

nale pour ce produit scalaire. a5 |

Qui sont les polyndmes orthogonaux au sous-espace _ |

vectoriel des polynémes constants ? Donnez une base

de ce plan. Donnez méme une base orthonormée. e

Montrez que P(X) — P(X + 1) (notée T) est un auto- -2 - . " . . u
morphisme de (R[X], +,.). x

Forme, bilinéaire, symétrique. Tout ¢a c’est cadeau.
2
Positive car ) _ (P (k))? est positif... ou nul.
k=0
Mais comment voulez vous que ceci soit nul ? En imposant P(0) = P(1) = P(2) = 0.
Alors que P est de degré inférieur ou égal a 2. Pauvre P, le voila nul.
C’est bon, on a une forme bilinéaire symétrique positive défini-positive.

En nommant A, B et C les tris polyndmes, quand on calcule quelquechose comme A.B, on a un polyndme factori-
sable par X.(X —1).(X —2).



Ilestnulen0, 1 et 2. la somme A(0).B(0) + A(1).B(1) + A(2).B(2) est nulle.
C’est bien pareil avec A.C et B.C.

Pour étre orthogonal a tous les polynémes constants, il suffit d’étre orthogonal & 1.

La condition devient P(0) + P(1) + P(2) = 0.

pas grand chose a dire de plus.

On a le noyau d’une forme linéaire non nulle. C’est un sous-espace vectoriel e 1’espace de départ, de dimension
3 — 1. Ce qui fait 2.

Une base ? Il suffit de deux polyndmes non colinéaires.
X — 1 est parfait comme premier polynome (P(1) est nul, P(0) et P(2) sont opposés).

5
X? + a avec a bien ajusté : X? — 3 par exemple.

On la veut orthonormée ?

7 car ¢(

X-1,X-1)=2
5

On renorme le premier :

5 X—-1\y X—-1
O truit 1 d sthode de Schmidt : X? — = — ¢(X? — =, == ).=—= (oui, & — ¢(&3, ¢7).77.
n construit le second par méthode de Schmi 3 4)( 3 3 ) 7 (oui, e — (€3, e1).e1
3.X2-6X+1 5 , ,
On trouve S a— Autant prendre 3.X* — 6.X + 1 qui est bien dans le sous-espace, et orthogonal au pre-

mier.

_ 2 _
On le norme et on colle les deux [(Xﬁl , 3.X \/%X +1 )]

Montrez que P(X) — P(X + 1) (notée T) est un automorphisme de (R [X], +,.).

Existence : pas de probleme.

Image : P(X + 1) est un polyndome de méme degré.

Linéarité : P(X+1)+ Q(X+1) = (P+ Q)(X +1) et pour A.P.
Bijectivité : on donne l'application réciproque : Q(X) — Q(X —1).

Vrai ou faux : cos(a) = cos(b) = a=b+2kmoua+b=2krmn
(a=b+2km (Vk € Z)) = sin(a) = —sin(b)

Vrai ou faux : si A commute avec B et C alors B commute avec C (matrices de taille 2 sur 2).

Vrai ou faux : x — [ f(t).dt a pour dérivée t — f(t).
Vrai ou con : x — x. [ f(t).dt a pour dérivée x — [ f(t).dt + x.f(t).
1 2x—2 1| | 3x, Rx]=2[x] [ | Vx, 2.x] #2.[4]

Lesquelles sont bonnes

|
12 x] | | 3y, 2x] A2.[x] | | Vx, [2.0] # 2.[x] |
cos(a) = cos(b) =a="b+ 2.k.7r oua+b=2krm

Mais k n’est pas quantifié ! Il est peut étre complexe !

(a=b+2km (Vk € Z)) = sin(a) = —sin(b)

On ne peut pas avoir (a = b + 2.k.7t pour tous les k a la fois !
On ne quantifie pas n’importe comment.

C’est donc de la forme (Faux = Truc). C’est donc vrai.

Mais il ne faut pas confondre avec Vk € Z, (a = b+ 2.k.7t) = sin(a) = —sin(b) qui est faux...
sauf si a et b sont bien choisis.

Vrai ou faux : si A commute avec B et C alors B commute avec C (matrices de taille 2 sur 2).

Faux. I, commute avec ( (1) % > et [, commute avec < 00 >

01
Mai 1 2 " 00
ais { ; ; |necommutepasavec| o ; ).

Vrai ou faux : x — [ f(t).dt a pour dérivée t — f( )
Vrai. Méme si on a plus envie de dire x — jo ).dt a pour dérivée x — f(x).




Mais une fois que 1’énoncé n’a pas figé x et t, on a (t — f(t)) = (x — f(x)) (qu’on appelle aussi f).

Vrai ou con : x — x. fo t).dt a pour dérivée x — [ f(t).dt + x.f(t).
Con ! Dans x — i f( dt—l—xf()qulestcet?
Ce qui est vrai c’est x — x. fo t).dt a pour dérivée x — fo t).dt + x.f(x) (et encore, pour fcontinue).
[2.x] = 2.[x] dx, [2.x] = 2.[x] Vx, [2.x] # 2.[x]
qui est x? oui :x =10 faux :ilexistex =0
[2.x] # 2.[x] dx, [2.x] # 2.[x] Vx, [2.x] # 2.[x]
qui est x je le redis vrai :x = % encore ?

Retrouvez sans effort que (dans (R3,+,.) pour le produit scalaire usuel) I'orthogonal du plan d’équation

— =
x+y—3z=0estVect(i + j —3.k).
x+y — 3.z = 0 est 'équation d’un plan.

X 1 SN N
Mais elle s’écritaussi | v | . 1 = 0. Et c’est alors I’équation de 'orthogonal de Vect( i + j —3.k).
z -3

C’est tout. Ces ensembles ont la méme équation, ils sont égaux.

Ex1ste t-il . produit scalaire sur (IR%,+,.) pour lequel l'orthogonal du plan d’équation x +y —z = 0 soit

Vect(z + ])7

On prend une base du plan : (

> 7 . N
— j, i + k).Onveut que ces deux vecteurs soient orthogonaux a i ] -
—> —
l

R —
Il suffit de demanderque (i — j, i + k, i + j ) soitorth¢nomee.
1 11 1 1 -1 -1
On écrit la matrice de passage P = —1 0 1 |.Onlinverse :T = 5 0o 0 2 (calcul, ou expression
1 0 1 1 -1

AT .
de i, j et k al’aide des tris vecteurs.

1 0 -1

-1 0 3

OncalculetT.T:;( 0 1 0

La construct1on assure que c’est la matrice de Gram d’un produit scalaire. Et on vérifie que « étre orthogonal a

_>
i+ ] C’est vérifier

1 0 -1 1
(x y z).| 0 1 0 |.[1 |=0soitx+y—z=0!
-1 0 3 0

Ex1ste t-il i produit scalaire sur (R3,+,.) pour lequel l'orthogonal du plan d’équation x +y —z = 0 soit
Vect( i+ X )?

- T A i 174 .
Le vecteur i + k est dans le plan ; il vérifie I'équation.
Ceci reviendrait alors a imposer que ce vecteur soit orthogonal a lui méme...
C’est impossible.

11 1 1 0 1 10
gonale pour le produit scalaire (A, B) — Tr(*A.B) ?
Donnez une matrice orthogonale aux trois premiéres pour ce produit scalaire.
Construisez un produit scalaire sur (M, (R), +, .) pour lequel cette base est orthonormée (en définissant par exemple

O Montrez que (( 01 ),( 1o ),( 1 ),( b )) forme une base de (M(RR), +,.). Est elle ortho-

le produit scalaire de ( ? Z > et ( j‘; g ) ). Calculez la norme de la matrice unité.

Existe-t-il S telle que ce produit scalaire soit (A, B) — Tr(*A.S.B) ? Donnez une base orthonormée de 1’espace
vectoriel des matrices de trace nulle. De toutes les matrices T de trace nulle, laquelle est la plus proche de I (cest
a dire, laquelle minimise | T — Lp|? ?).

A faire.



{1 Calculez pour tout N~ ) (n> 2K,

0<ksn<N k
norn\ (nA1\ T m (1) q
OzCalculezI;J <k>< P > etlg) <k>( P > .
<3 On rappelle la table de la loi de la multiplication dans (Z 7.z, +, x) : 16
1 2 3 4 5 6

1117]2 4

212 6 5

3[3]6 . 12

414 5

5 3 4

6 3 Retrouvez le rayon
Complétez. On note M la matrice obtenue (de colonnes C; a Cg). Calculez sa d [
trace. Calculez C; — C3 — C4 + Cg. Calculez det(M). u cercle.
La somme Z ") 2 est une somme multiple qu’on découpe en tranches conditionnelles

k

0<k<n<N

y (g).zk: 5 (Z<k>2) Yty

0<ks<n<N n=0 n=0
3N+1 _ 1
On a ensuite une série géométrique, de somme 31
On commence par compléter Ia matrice/le tableau, sachant 14 = 0, 12 = 5 et autres formules agréables
1123 |4|5]|6
1]1]2]3]4]5]6 La trace vaut 14 et si on réduit modulo 7, on trouve 0.
21241681315 La combinaison C; + C¢ — C3 — C4 donne une colonne
3|3|6]2]5|1)]4 nulle (méme sans notre modulo 7).
4/4]1]5]2]6]3 Je 'ai sans calcul (quoique). En ligne i, le coefficient de
5[5]3]1]6]4]2 Cyest i.k. On calcule donc dans la combinaison i.(1 — 3 —
6654321 4+46).
112(3|4|5]6 1 0
2|14(6[8|3]|5 0 0
3|16[2]5|1|4 -1 0
L T _
A quoi ceci sert il ? A dire T 5 2 Ts 3 x 1 =101 de la forme M.U = 0s.
5131|642 0 0
615|413 |2]1 1 0

Si la matrice M était inversible, on multiplierait & gauche par M~! et on aurait U = M~1.05 = 0s. C’est donc que
M n’est pas inversible. Et son déterminant est nul.

On commence par simplifier

<n)(n+1>_1_k|(n! K.(n+1-k! (n+1—k)

k)" k Lin—k)!" (m+1)! — n+1
1 n n+1
Quand on somme, on peut sortir o etil reste Z (n+1—k).Onla renverse en Z i. la somme vaut finalement
k=0 i=1

(n+1).(n+2) 1
2 ‘n+1

et on la simplifie en nt

. 1 . . .
Pour le produit, on a p—] dans chaque terme du produit. Agissant comme un compteur, il nous reste

n

; o Te+1-k
H <Z>(nz1) 1 = k:(on +_Z)1n+1k = (::_Jrl;n)il

k=0

|

On préferera —. Et on trouvera ca assez satisfaisant.

(n+1)




On va juste appliquer le théoreme de Pythagore avec q
nos données et avec deux notations : R pour le ayon et x
pour le coté non mesuré.

Onaalors R> = 92 + (16 + x)? et RZ = (9 4 12)2 + 2. 16
On compare et on élimine R? puis x? :
81 + 256 + 32.x 4 x% = 441 + x2 et donc 32.x = 104. R a 12

On est dégu : x n’est méme pas entier mais au moins il X

85
est rationnel : x = - puis Rvaut —. Pythagore 21

Soit ¢ un produit scalaire sur (M(R),+,.) tel que la famille suivante soit une base orthonormée

(( 2 } >,( } (1) >,< (1) 1 >,< } é >). Calculez la norme de la matrice unité. Calculez I'angle entre

< (1) 8 ) et ( 8 (1] ) Existe-t-il S telle que ce produit scalaire soit (A, B) — Tr(*A.S.B) ?

Que cette famille soit une base de (M;(RR), +,.) me semble normal ; elle a le bon cardinal, et elle permet de re-

construire la base canonique !.

On ne va pas expliciter ¢ plus que ¢a. On va dire que ¢existe.

L. 1 0\_ (01 2 (10 2 (1 1\ /11 N R
Etonecrltalors(o 1)— 3.(1 1>+3.(1 1)—1—3. 01 01 o0 (systéme ou tatonnements).

-122 -1
Le «vecteur » I a pour composantes (?, 33 ?) sur une base orthonormée, sa norme vaut 4/ % + % + % + %. Ce qui fait
v10
=5

Pourquoi pas...

0 0

() ()

1
3
Si on calcule le pr¢duit scalaire des deux vecteurs, les termes e 4)((

On décompose aussi ( 1o ) =-2 (
0
1

contre elle méme) valent 1.
10 0 1 _ _ _
onadonco((§ 5 ).(5 5 D=FAeRI+L L=

On a aussi ¢( (1) 8),((1) 8)):%—&—%—&—%—I—%:%pareilpourl’autre.

| o~

On effectue

Q Montrez que (A,B) —— Tr(*A.B) est un produit scalaire sur (M3(R),+,.). Calculez la norme de
2 -1 =2
2 2 1 (notée R). Donnez une matrice non nulle orthogonale a R.

1 -2 2

La premiere question est une question de cours.

Forme : formats compatibles.

Symétrique : Tr(*A.B) = Tr(*(*A.B)) = Tr('B.A).

Bilinéaire : Tr(*A.(B.B+7.C)) = B.Tr(*A.B) + .Tr(*A.C).

Positive : Tr(*A.A) = }_(al)?.
ij

Défini positive : (Z(a]-)2 =0) = (Vi,V], af =0.

i
i,j

2 2 1 2 -1 -2 9 0 O
Pour la norme, on calcule le produit -1 2 =2 2 2 1 = 0 9 0 (seuls les termes dia-
-2 1 2 1 -2 2 0 0 9

gonaux nous intéressent).

1. additionnez les toutes, divisez par 3, vous avez < i i >, et ensuite, soustrayez une a une les matrices de la famille



QO Construisez urL?roduit scalaire sur (R?, +,.) tel que la base (
> 5

1
Ilyaun 3 dans R etundans 'R : 'R.R = L.
Onadonc||R|| =3

On veut une matrice vérifiant Tr(*A.R) = 0.
Inutile de poser des coefficients partout. On met plein de 0. Quand méme pas 9, mais pas loin :

1 -1 0 2 -1 -2 0?2 2
0O 0 0 ].12 2 1 = | 0 0 0 | .Latrace estnulle.la transposée de la matrice écrite est « or-
0 0 O 1 -2 2 0 00

thogonale a R ».

Montrez que M — R.M et M —— M.R sont deux isomorphismes de (M3(IR), +,.) qui préservent les normes.

Existence de I'application (et endo) : formats compatibles.
Linéarité : distributivité de la multiplication matricielle.
Bijectivité : on connait 'application réciproque : N — R~1.N pour la premiére et N — N.R~! pour la seconde.

On doit ensuite comparer la norme de M (1/Tr(*M.M)) et celle de son image.
On calcule donc /Tr(*(R.M).(RM) = \/Tr(!M.IRR.M = \/Tr(!M.M) car {R.R = I.

De méme /Tr(f(M.R).(M.R) = /Tr({R.IM.M.R = \/Tr(RIR.IM.M = /Tr(*M.M) en utilisant aussi cette fois
Tr(P.Q) = Tr(Q.P).

i+ g, i

%
— 2. j ) soit orthonormée (calculez
parexemple | i |, | j | etle produit scalaire de i et j).
i+ j, i —2.j)estunebase.

— - ) - = -y = >
On a d’ailleurs les formules de changement de base : x. i +vy.j = 2 x3+ L i+ 7))+ N '

La chose semble cohérente, (

. . . 1 1
systéme ou inversion sans se prendre la téte de ( 1 2 )).

On va nommer e_f et e_z> nos deux nouveaux vecteurs de base.

On calcule alors pour deux vecteurs

x x! o 2x+1 X—Yy — 2x+1 X—Yy = £ e el
(p(( y ),( Y ))_gb( 5ol 3 %3 e + 3 .ez).Ondeveloppeparmultlhnearlte.

Les deux termes ¢(e7, Ei) et ¢(§, §) valent 1.
Les deux termes ¢(e1, €3 ) et ¢(e3, ef ) sont nuls.

e 2 ). . )= BEIEY D) | (6o =)

R : ) x X\, 5ty + (Ky+xy) 1 5 1 x!
On51mp11f1eaumax1mum.gb((y),(y,)) 5 f§.(x y).(l 2)( ,)

On a construit une matrice symétrique, c’est bien parti. Et ses valeurs propres sont positives.

\Ol—=

i) R 621 ) BN FIERY ) S ) Y (R L SV

7 7
Onpouvaitaussipartirde(j)(( ; ),( ;, )) =(x vy )( Z IZ )( ;, )

etimposer | §.( 1 1).(2 i’)(i):l 5-(1 1)~<Z IC]>~<,12>:0 5-(1 —2)~<Z ?>~<jz>:1

Trois équations, trois inconnues, c’est bon, surtout que le déterminant 3 sur 3 est non nul...

n

Montrez que (P, Q) — ) _ P®(0).Q%)(0) est un produit scalaire sur (R, [X], +,.). Donnez une base orthonor-

k=0
mée.
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Forme La somme est un réel.
Symétrique La multiplication est commutative dans R.
n n
(Bi)linéaire La dérivation est linéaire ) PO 0).(x.Q + R (0) = w Y P®(0).0%(0) +
k=0 k=0
n
.Y P®(0).R™(0)
k=0
Positive Quand on calcule y-7_ P*)(0).P*)(0) on a une somme de carrés de réels.
Défini p. On prend P, on suppose que cette somme est nulle.

C’est forcément que chaque terme est nul.
Chaque P®) (0) pour k de 0 a  est nul. Et alors ?
n

Mais si on écrit P(X) = ) | a;. X', on trouve P®) (0) = kl.ay.
i=0
C’est donc que chaque aj est nul. Et P est le polynéme nul.

Question : qui s’est arrété fierement a « tous les P®)(0) sont nuls, alors que le but est bel et
bien « P est nul ».
D’autre part, vous voyez le rapport entre P() (0) = k!.a; et la formule de Taylor ?

Si on regarde les polynomes 1, X, X2 jusqu’a X", ils sont deux a deux orthogonaux pour ce produit scalaire.

En effet, quand on met X' face a X/, leurs dérivées en 0 sont toutes nulles, sauf la i

iieme

€M pour 1'un et la ™ pour

I'autre. mais ces deux termes ne seront pas e »en vis a vis » dans la somme de 0 a .

1

. X .
Mais ces vecteurs ne sont pas normés. C’est —.'qu’ll faut prendre. .
i!

NG

3
(P, Q) — )| P® (k).QW (k) est il un produit scalaire sur (R3[X], +,.) ?
k=0

Le lot de propriétés élémentaires passe bien.
Tout ce qui pose probleme est « défini positif ».

3
On prend P et on suppose Y | (P%)(k))? = 0. 11 faut aboutir a P = 0.

k=0

Déja, la somme de carrés de réelles nulle donne que chacun des quatre P%) (k) est nul.

On écrit P(X) = a+b.X + ¢.X? + d.X5.

La condition P®)(3) = 0 donne 6.d = 0. P s’écrit P(X) = a + b.X + ¢.X?

On reporte dans P(?)(2) = 0 donne ¢ = 0.On continue, et finalement, P est nul (systéme triangulaire).

Vérifiez que ces formes bilinéaires symétriques sont des produits scalaires
et dites moi si la dérivation est un produit scalaire pour celles sur Vect(sin, cos) :

(a.cos +b.sin, a.cos+p.sin) ax+b.p

(a.cos +b.sin, a.cos +p.sin) a.x+2.b.

(a.cos+Db.sin, a.cos+p.sin) a.q ++a.f+bux+3.b.B
(f, &) f(O)-§(79)+f’(0)-g'(0)
(f 8) | res.a

Vect(sin, cos) est I'espace des applications de la forme t — a.cos(t) + b.sin(f) .

Toutes ces formes existent (pour l'une, il faut évoquer la continuité).
Elles sont symétriques (commutativités...).
Elles sont linéaires par rapport a la premiere fonction, puis bilinéaires.

On teste ensuite une fonction 4. cos +b. sincontre elle méme :

a® + b? positif
> +2.0’ positif
> +2.a.b+3b> | (a+Db)*+2.b” positif ) .
(£(0))* + (f(0))? ( ) positif P mot clef : carrés de réels »
2.1
/ (f(t))*dt positif
0

2. je me dis qu’appeler i la variable de sommation va peut étre vous induire en erreur ; quand certains croisent i! ils voient la factorielle de

la racine de —1
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On suppose cette quantité nulle.

Les trois premieres donnent a = b = 0, la fonction est nulle.

La quatrieme donne f(0) = f/(0) = 0. Et en écrivant 4. cos +b.sin on a encore a = b = 0.

La derniere est un classique, f par continuité est nulle sur [0, 2.77] puis nulle partout car périodique (combinaison
de sinus et cosinus).

Nos formes sont toutes les produits scalaires.

La dérivation est un endomorphisme de Vect(sin, cos), puisqu’elle est linéaire et transforme a.sin +b.cos en
—b.sin+a. cos.

Reste a voir si les produits scalaires sont préservés.

A-t-on ¢(f, g) = ¢(f', &)

Par bilinéarité, on n’a as besoin de le vérifier pour toutes les applications, il suffit de le vérifier pour une base :
¢(cos, cos) = ¢(— sin, —sin), ¢(sin, sin) = ¢(cos, cos), ¢(cos, sin) = ¢(— sin, cos).

Les deux premiéres donnent deux fois la méme chose, et la derniére impose ¢(cos, sin) = 0.On regarde alors :
] | ¢(cos,cos) = P(sin,sin) | P(cos,sin) =0 |

ax+b.p oui oui ©)
a.x+2.b.p non oui
anx++apf+ba+3.b.p non non
£(0).g(0) + f'(0).g'(0) oui oui ©)
2.7t
/ f(t).g(t).dt oui oui ©)
J0
Aftention : | Trois lignes® donnent la méme réponse : la dérivation est une isométrie.

Mais en fait, c’est le méme produit scalaire trois fois (a un facteur 7t pres), sur l'espace
Vect(sin, cos).
Faites le calcul...

<182 1{On va faire de V'arithmétique (diviseurs, p.g.c.d., Euclide) sur un ensemble plus gros que Z, contenant /2.

I~0) On commence par redémontrer que /2 est irrationnel, mais en évitant le raisonnement que tout le monde
fait”.

Onpose A = {n € N* | n.//2 € N}. Montrez : Vn € A, n.v/2—n € A.Concluez que A est vide. Concluez pour
V2.

a. le site CutTheJKnot a référencé trente preuves, pourquoi tout le monde donne la méme et fait semblant de croire qu’il faut retenir la
méme pour tous et pas une autre...

On suppose (peut étre a tort) que n est dans A.

On regarde alors V/2.n — n. Comme n est dans A, c'est la différence de deux entiers. C’est un entier.

Il est non nul, puisque v/2 ne vaut pas 1 et n est non nul.

On le multiplie par v/2 : v/2.(v/2.n — n) = 2.n — v/2.n. C’est encore la différence de deux entiers, c’est un entier.
On a bien tout pour dire : v/2.n — 1 est dans A.

Mais ce nouvel entier est strictement plus petit que 1 (c’est (v/2 — 1).n avec /2 — 1 plus petit que 1).
On est parti pour avoir dans A une suite strictement décroissante d’entiers naturels. C’est étrange.

Plus simplement, on arrive a : « A est vide ».
S'il ne I'était pas, on noterait a son plus petit élément (toute partie de N non vide admet un plus petit élément). Et /2.0 — a
serait encore dans A, ce qui contredirait la « minimalité » de a.

Il n’existe pas d’entier non nul n vérifiant n.4v/2 € N.
Il n’existe pas de couple d’entiers non nuls (1, m) vérifiant n.,/2 = m.

Il n’existe pas de couple d’entiers non nuls (1, m) vérifiant % = /2. C’estbon, v2 ¢ Q.

Déduisez que si un réel x s’écrit a + b.\/2 avec a et b entiers, alors a et b sont uniques.

C’est l'irrationalité de v/2 qui sert ensuite a garantir l'unicité d’écriture des éléments de E qui sert mine de rien
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dans la suite.

Vous n’avez peut étre pas conscience qu’on en a besoin pour dire « on prend x = a + b./2 on pose (x) = |a*> — 2.b?| ».
11 faut en effet qu’on sache pour x donné qui sont a et b. Si un élément pouvait avoir plusieurs écritures x = a +b.\/2 =
a' 4+ ' \/2, que poserait on ? (x|) = |a% — 2.b%| ou (x)) = |a'> — 2.b"%| ?
Je ne vous en veux pas de n’avoir pas vu cette subtilité.

On prend donc deux écritures d’un élément de E : x = a + b.v/2 = a’ + b'.4/2. On fait passer de l'autre c6té :
(a—a") =v2.(t' —b).

Si b’ — b est non nul, par quotient, v/2 est rationnel.

Forcément b’ — b est nul, et en reportant ' — a aussi.

On abienobtenua =a’etb =1’

Onpose E=2Z+\22Z = {a+b~\2]|(a, b) € Z%}, ay = (V2+1)" et By = (V2 — 1)" pour tout n de N.
Montrez la suite d’inégalités pour les éléments suivants de E :
0<17-12/2<53-37./2< —194+14./2 <97 - 68./2 <8 —5./2 <42 -29.v/2 < 1°

a. Au fait, on est en maths. Il est donc hors de question que votre preuve passe par v/2 ~ 1,4142135623... (mnémotechnique : J’ AIME
L'EIL DE L’AMI NICOLAS, GARCON DE SUP). S'il vous plait : aucun symbole ~~, de l'intelligence...

Pour le tri, on va montrer par exemple 97 — 68./2 < 8 — 5.4/2 en étudiant la différence —89 + 63.4/3 eten prouvant
63.4/2 > 89 en élevant au carré : 632.2 = 7938 > 7921 = 892. Qui, tout se ramene a des calculs dans IN.

[0<17-12/2[ <53-37.V/2 [ < —19+14./2 [ <97-68/2 | <8-5.2 [ <42-29/2] <1 |
12.4/2 < 17 25./2 < 36 72 < 51.4/2 8242 <116 | 89 <632 | 2442 <34 | 41 <292
172 = 289 36% = 1296 5122 =5202 | 116% = 13456 | 632.2 =7938 | 342 =1156 | 292.2 = 1682
122.2 = 288 2522 = 1250 727 = 5184 8222 =13448 | 892 =1921 | 24Z72=1152 | 417 = 1681

Ah qu’il est agréable de savoir faire des calculs sans se ridiculiser a appuyer sur des touches.

D’accord, il y a des calculatrices.
De méme qu’il y a des taxis pour traverser le bois de Vincennes, alors pourquoi tant de gens font le tour du Bois de Vincennes
en courant ? Pour le plaisir de l'effort physique. Avec la récompense du muscle qui dit merci.

I~0) Montrez l'existence de deux suites d’entiers naturels (r,) et (i) vérifiant a, = r, + V2., pour tout 7.
Exprimez r,,11 et i, a l'aide de r,, et i, et exprimez 5, a l'aide de r, et i;,.

On va aborder la question par l’astuce de I'algébre. En montrant qu’on a une structure stable, ce qui permettra
ensuite de mettre en boucle cette stabilité pour tout avoir directement.

Dong, le point de départ : [(E, +) est un groupe commutatif.]

On a la stabilité en écrivant des (a + b.v/2) + (c + d\@) =(a+c)+ b+ d).\/2 avec a, b, c et d entiers et aussi
a+cetb+d.
Pour le neutre, la question est : 0 estil dans E? Oui : 0 =0+ 0.4/2.

Si vous affirmez juste « 0 est le neutre », vous n’avez pas répondu a la question.
Pour l'opposé, il faut dire non seulement « c’est —a — b.v/2 », mais surtout « et il est dans E ».
Si vous écrivez juste des formules et ne vérifiez pas oir I'élément est, vous faites de la chimie, pas des maths.
Et l'associativité est acquise sans emplir la page de formules, puisque c’est 'addition dans R !

Mille et mille fois, je vous le redis : je me fiche de savoir si vous savez tartiner des formules sur des pages. Je dois surveiller si
vous savez raisonner. Et ¢a, ca demande un cerveau !

Allons plus loin : ((E, +,.) estun anneau.]
On montre la stabilité par multiplication : (a + b.v/2).(c +d.v/2) = (a.c +2.b.d) + (a.d + b.c).v/2.
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Ensuite, la multiplication est associative, et distributive sur l'addition, on est dans R !

Qui a perdu a la fois son temps et sa crédibilité aupres de moi en développant (a + b.v/2).(c + d./2).(e + f.\/2) sur trois
ou quatre lignes ? Bref, qui a le nez collé dans le guidon au lieu de regarder la route ?

On a un anneau. Commutatif évidemment. Avec un neutre : 1 = 1 + 0.v/2.

Reprenons : (E, +,.) est un anneau.

Les deux éléments 1 + v/2 et v/2 — 1 sont dans E. Par produits successifs, chaque (1 + v/2)" et (v/2 — 1)" est dans
E (récurrence évidente).

C’est tout.

Mais on peut aussi développer (1 + v/2)" par la formule du bindme et séparer les termes en fonction de leur parité

" oIn k /2] n
(1+v2)r =Y (k).lnk.\@ = k=2p Z ( ).ZP c'estry
k=0

=0 2.p
[(n—1)/2] n N 5
k=2p+1 + 212 etiy
i ( p;() (2.p+1> >

On a séparé sous la forme r,, + V2.0,

Si on développe cette fois (v/2 —1)" on a
[n/2]

(V2—1)" = k;) (’Z).(—nnk.ﬁ" k=2 -y (—1)n2-r’< " ).zp Cest (—1).ry

=0 2.p

)2 ,
k=2p+1 —i—( p;) <2.P+1
C’est gagné aussi pour B, et on a [‘Bn = (=1)".(ry — V2.iy )] pour tout 7.

Mais on peut aussi se Iancer dans une récurrence.

).(—1)”2!712!’).\6 et (—1)"*+1.,

Oui, c’est en variant les points de vue qu’on avance en maths. Il n'y a pas un chemin et une méthode a appliquer a chaque
fois. Pas de recette systématique a appliquer comme un automate. Au contraire, il faut apprendre a « penser de travers », « pas
comme les autres », « pas comme la fois précédente ». Pour certains c’est la grande difficulté des maths. Pour d’autres, c’est
leur grande richesse. Si vous mangez toujours les mémes saveurs, c’est fade. Alors que c’est si génial de manger un plat épicé
le lundi, une soupe le mardi, du sucré-salé le mercredi, de I'aigre doux le jeudi, un poisson le vendredi, un falafel a shabbat et
de jefiner un peu le dimanche.

o [1]1+V2 34212 [ 7+5.2]
On initialise[ v, | 1 1 3 7
iy |0 1 2 5

Prenons un entier naturel n et supposons qu’il existe r,, et i, vérifiant a, = r,,. + in.\@. L’objectif est de prouver
I'existence de r;; et ij,.

On multiplie : a1 = . (14 V2) = (14 +invV/2).(1 4+ V2) = (ry + 2:in) + (rn + in).
On pose alors 3[”11—&—1 =rp+2ipetiyp 1 =1, + in}

On constate qu'’ils existent et que ce sont deux entiers. La récurrence s’acheve.

Attention. la récurrence prouve I'existence des deux suites. Et la formule v, 1 = ry + 2.0y et iy = tn + iy est donnée
dans la récurrence. Mais ce n’est pas elle que I'on prouve par récurrence. Elle est morceau de la récurrence et sert a d’autres
récurrences apreés. Ne mélangez pas tout, et cessez de ne vouloir que prouver des formules.

~0) Complétez dailleurs )= (© @Y ([ Tut1 (oui, je I'ai posé dans le mauvais sens).
In (| ] lp+1

r 1 2 r
On écrit T”H = 12 . ;f” et .”Jrl = . N en inversant la matrice ou en
Iyl 11 In ZVl+1 11 In
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résolvant un systeme (c’est la méme chose !).

n
On note qu’on a alors ( ;" ) = ( 1 % > . < (1) > avec le mot « suite géométrique de raison matricielle ».
n

| ~0) Montrez que 7, et i, sont toujours premiers entre eux.

Pour prouver que r,, et i;sont premiers entre eux, le bon réflexe en sortant de Terminale est de faire une récurrence.
On montre que c’est vrai pour les premiers (par exemple 1 et 0 ou méme 1 et 1).

Ensuite, on se donne un entier n et on suppose que r,et isont premiers entre eux.

On cherche qui sont alors les entiers qui divisent r,, 11 et i,,11 (objectif : il n’y a que 1).

Soit d qui divise a la fois 7,41 et i,41. Il divise alors leur différence : d divise 1,11 — i1 = iy. Mais si d divise i, 41
et iy, il divise leur différence r,,. A présent, d divise ret i,. Par hypothese de récurrence, le seul d possible est 1.
741 et i, ont peur seul diviseur commun 1, ils sont premiers entre eux.

Le résultat est initialisé et héréditaire, il est vrai pour tout #.

n
Mais en fait, il y a plus simple : a,,.8, = (1 +v2)".(v/2 —1)" = ((1 +v2).(vV2 - 1)) =1"=1.
OI‘, Ky =Ty + \/E.in et ﬁn - (_1)’1.(7’” - \/E.in). OI’I a dOIlC DCn.‘Bn - (rn)z - 2.(in)2.
On écrit tout ceci [rn.rn — 2.iy.dy = :I:l} et on a une identité de Bézout entre r, et i;. Ils sont premiers entre eux.

C’est 1a que les maths sont plus esthétiques que calculatoires.
Pour certains, c’est flippant.
Pour d’autres, c’est enthousiasmant.

1 1 iy Tn
(rn)? — 2.(in)?. On a encore une identité de Bézout (la méme).

] 1 2 2. i i ]
On peut aussi prouver : ( > = < T tn > par récurrence sur n, passer au déterminant : (—1)" =

~0) Ecrivez un script Python qui prend en entrée n et retourne les deux entiers r,, et i, .

def Fonction(n)

....return(rn, in)

a. quand on dit prend un entrée n et retourne rn et in, on attend et pas des trucs avec des
n = int(input(’Donnez 1’entier n : ’)) jusqu’'a print(rn, in) qui est juste du dialogue gentillet avec l'ordinateur et pas de la
programmation
Pour la procédure Python, on a faire une boucle, avec des def DS2(n) :
..r, i=1, 0

valeurs qu’on modifie au fur et a mesure, et qu’on appelle )
justement r et i. ....for k in range(n) :

C’est facile la programmation. Il suffit d’écrire ce que 'on ferait |-+ -" r, 1= 14241, r+d
a la main. Sans aller imaginer des trucs dans tous les sens. - .return(r, i)

~0) Que pensez vous de l'idée de I'éleve Regercées-Iféfroi : on identifie a + b.v/2 a la matrice ( Z ZL'Ib ), eton

regarde addition, multiplication, division.

Profitons tout de suite de la belle idée :

c ) \(b+d) (a+o)

d ) _ < (ac+2bd) 2.(b+d) )

(a+bvV2)+ (c+dvV2) = (a+c)+ (b+c).V2 (Z 2'b>+(2 24d < (a+c) 2(b+d)
2

(a+bV2).(c +d.v/2) = (ac+2bd) + (ad+bc).V/2 <“ 2b ) ‘

b a c (bc+ad) (a+c)
0=0+0.2 ( 8 8 ) est neutre additif
1=1+0.2 < (1) (1) ) est neutre multiplicatif

a+ b.y/2 a pour module a? — 2.h2 < Z Zb’lb ) a pour déterminant a® — 2.b?

La derniére avec la deuxieme permet de passer de «le déterminant du produit des matrices est le produit des
déterminants » (oui : det(A.B) = det(A).det(B))
a «le module du produit est le produit des modules ».
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I~0) Pour tout élément a + b./2 de E, on définit son module (x) = |a> — 2.b?|. Montrez que le module d'un
élément de E est toujours un entier. Combien d’éléments de E ont un module nul ?
I~1) Montrez que (E, +,.) est un anneau dans lequel le module du produit est le produit des modules.

S'il s’agit de démontrer que (E, +.) est un anneau, c’est fait plus haut. Mais il reste a prouver que le module d'un
élément de E est toujours un entier naturel. C’est évident.

Et il reste a prouver que le module du produit est le produit des modules. Une question gentille et juste calcula-
toire.

Onsedonnea, b, c etd.

On doit comparer |a* — 2.b%|.|c? — 2.d%| et |(a.c + 2.b.d)? — 2.(a.d + b.c)?|.

Les deux valent |a%.c?> — 2.a%.d% — 2.b?.c? + 4.b?.d%|, et les 4.a.b.c.d se sont simplifiés.
On I'obtient facilement avec les déterminants...

Est il possible que le module soit nul ? 11 faut avoir, avec les notations déja prises : a> — 2.b*> = 0.

Mais si b est non nul, ceci revient a avoir /2 rationnel égal & — (au signe prés).
a

La seule solution est donca = b = 0.

Le seul élément de module nul est 0.

| ~0) Montrez que chaque &, et chaque f, est dans E et a pour module 1 (pensez a calculer ay.Bn).
2

Le module de a, est (r,)?> — 2.(iy)? ce qui ne semble pas trés pratique.

Calculons néanmoins : a,.f, = (1+v/2)".(vV2—1)" = ((\/i—b— 1).(vV2 - 1))71 =1"=1.

On passe aux modules : (x,,.B,) = 1. Et par propriété (a,).(B.) = 1.
Comme les deux nombres sont des entiers naturels, on a forcément (x,) = 1 et (8,) = 1.

I~0) Soient u et v deux réels distincts (1 < v) ; montrez que p.B, est dans E et est entre u et v pour

n—= [M} +letp= [i] + 1 (on commencera par montrer : 0 < By, < v — u).

In(v2-1) Bn

On va montrer que tout intervalle non réduit a un point contient une infinité d’éléments de E.

On se donne donclu etvavecu < v.
n(v—u
On définit n = { ( )

In(v2 —1)

produit en croix : 7.In(v/2 — 1) < In(v — u).

In(v — u)

In(v2—1)

} + 1. Par construction de « partie entiere plus 1», onan > et donc par

Non, je ne me suis pas trompé sur le sens | En effet, In(/2 — 1) est négatif, en tant que logarithme d’un réel de |0, 1[. On
croisera souvent cette histoire.

On passe a 'exponentielle, croissante : (v/2 —1)" < (v — u). C’est bien B, < v — u.

On va avancer a petits pas, plus petits que la longueur de l'intervalle v — u.

u

B

Ensuite, on choisit p avec encore une partie entiere : p = { } + 1.

On a donc deux inégalités : ﬁi <p < ,51 +1.

n n
On multiplie par le réel positif f,, : u < p.fn < u+ By.
On exploite ce que 'on a faitavant : u < p.fy <u+ By <u+(v—u)=o.
Le réel p.B, est bien entre u et v.

Par petit pas, quand on a atteint u on ne peut pas avoir dépassé v.

Le réel p.B,, est dans E car c’est B, + Bn + ... + Bn, somme d’éléments de E.
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Et méme si p est négatif, on commence par dire que — By, est dans le groupe (E, ++).

L’ensemble E est a I'image de Q : trés morcelé, mais quand méme présent partout.

I~0) Montrez qu'un élément x de E est inversible d'inverse dans E si et seulement si son module vaut 1 (attention,
il y a deux sens, pour I'un, pensez a (x.x~1)).

On notera U l'ensemble des élément de E de module 1.

I~1) Soit x un élément de U, d’écriture a + b.v/2.0n supposel < x <1+ V2. Montrez alors —1 <a—b.v/2 < 1
et 0 < 2.0 < 2+ /2. Déduisez la valeur de a puis de b.

I~2) Soit x un élément de U plus grand que 1. Montrez qu’il existe un entier k vérifiant a; < x < ayy1. Déduisez
alors 1 < x.Bx < &g puis x = .

I~3) Montrez que les seuls éléments de U sont les «;;, les B, les —a;, et les —B;;.

I~0) Un élément x de E est dit premier si V(u, v) € E?, x = u.v = (u € U ou v € U) (les nombres premiers dans
Z sont caractérisés par ¥ (u, v) € E2, p = u.v = (Ju| = 1 ou |v| = 1)). Montrez que les a,, sont dans P (ensemble des
nombres premiers). Montrez que 3 + ﬁ, 9+ 5.\/5, 5— 13.\/5 sont dans P (calculez leur module).

’ nombre \ 3+2 \ 94542 \ 5—13.4/2 ‘
[norme [ 7 [ 31 | 313 |
On part de 9 +5.1/2 = u.v avec u et v dans E. On doit montrer que u ou v est dans U.

On passe au module : 31 = (u).(v) (propriété du module).

Comme 31 est premier, on déduit (1) = 1 et (v) = 31 (ou le contraire).

Mais on a montré (u) =1 = u € U. C’est donc que u (ou v) est dans U.

On donne quelques nombres, on calcule la norme de chacun

Ce raisonnement s'étend a tout élément de E dont le module est un entier premier. C’est le cas des trois ici étudiés.

Montrez que 8 + 3.4/2 n’est pas dans P.

Passons a 8 + 3.1/2, de module 46.

Et alors ? On n’invente pas une réciproque idiote. Ce n’est pas parce que le module se factorise que 1'élément de E
se factorise.

Mais ¢a nous donne une piste. Si on veut avoir 8 + 3.4/2 = w.v il faut avoir (u).(v) = 46 sans qu’aucun ne vaille 1.
On peut tenter d'avoir (1) = 23 et (v) = 2 par exemple.

On tente v = /2. Et on devine ce & quoi on pouvait penser tout de suite : [8 +3.42= (0+ 1\/2) (3+ 4\/§)j

| ~0) Donnez des éléments de module 7. Déduisez que 7 n’est pas dans P. |

L'entier 7 a pour module 49.

On tente donc de factoriser 7 = u.v avec (u) = 7 et (v) = 7, puisque ce sera la seule fagon de faire.
Par exemple 3 + v/2. On met en face 3 — v/2 et on vérifie : (3 +/2).3—-Vv2) =9-2=7.

C’est un peu étonnant, mais 7 n’est donc plus premier quand on passe a E.

Etaussi7 = (14 2.1/2).(2.v/2 —1).

~0) Montrez :V(u, v) € Z?, u> — 2.0*> =5 = (5|u et 5|v). Déduisez que 5 est dans P.

On doit établir un lemme : V(u, v) € Z?, u> —2.0> =5 = (5|u et 5[0v).
Il faut montrer que si u?> — 5.0? vaut 5, alors u et v sont multiples de 5.
| umodulo5 JO[1]2]
[ #modulo5 [0 ] 1]4]

On dresse la liste des carrés modulo 5

3[4]
4[1]
1
1

u? —2.02 0 2[3[4] umodulo5 |
0 0 414 |1
1 —2=3|-1=41212|4
On dresse la liste des u2 — 2.2 modulo 5 2 -3=2|-2=3[1|1]3
3 —-3=2|-2=3]1]1|3
4 —2=3|-1=4(2]2|4
v modulo 2

On voit qu’effectivement, la somme #? — 2.v° n’est congrue a 0 modulo 5 que pour u et v multiples de 5.
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Passons a la primalité de 5. On suppose que 5 est produit de deux éléments de E : 5 = u.v.

On passe au module : 25 = (u).(v).

Si on refuse que I'un des modules vaille 1 (puisque ceci permet alors de conclure u € U ou v € U), on est obligé
d’avoir (u) =5 et (v) = 5.

Mais alors, en écrivant u sous la forme r + v/2.s, le résultat préliminaire donne r et i sont multiples de 5. On les
écrit 5.7' et 5.i'. On reporte u = 5.(r' +i'.1/2). On vérifie son module : (u) = (5.1/)% — 2.(5.i")2 = 25.(+2 — 2.i"?). 1l
vaut au moins 25, ¢’est une contradiction.

En fait, avec notre résultat préliminaire et ses modulo 5, on a montré que la norme d’un élément de E ne pouvait pas valoir 5.

I~0) Passons a l'existence d'une division euclidienne dans E. On se donne x et y dans E avec y non nul
(x = a+ibety = c+id). Il faut prouver l'existence de g et r dans E vérifiant x = g.y + r et r plus petit
que b. Quel sens donner a «r plus petit que b» : (r) < (y).
Voici des exemples de 'algorithme :
X

x —_

! Yy

5+V2 13-2.2 1 242
5+V2| 3+V2 = =@+ (-5-== 2 -1-v2
3+v2 _ (3+v2).3-+V2) ()(7 7)
7++v2 _ 23+10. 2 3

7+VZ| 3-V2 V2 B+10+v2 = 3+v2)+ (5 + \/_) 3+V2 V2

=5 V2 =
23 138 + 115. 2432
23 | 6+542 e o ——10+8.\/§~|—<T) 104842 | 3422

Divisez 11 + 7.1/2 par 5 + 2.1/2. Divisez 2020 + 2019.v/2 par 7 + 5.1/2. Divisez 2019 + v/2 par 17 + 8.1/2.
Expliquez l'algorithme général, et justifiez.

On décrypte I'algorithme général :
® On partde x = a + v2.bety = c +v/2.d non nul.
a+b2  (a+b2).(c—d.2)

® On calcule le quotient en utilisant la quantité conjuguée : = .
q d 18 c+dv2  (c+dN2).(c—d2)

.c—2.b.
OOnséparezﬁzac b.d \[bc davecc 2 —2.4% non nul.

2 —2.42 + —2.4d2

c—2.bd b. —a.d
® Les deux rationnels acg "o et Czc_ ;dz

ne sont pas forcément entiers, mais on peut les approximer par

un entier.

En pratique, on arrondit un réel r a l'entier le plus proche :
o sirest entre [r] et [r] + 0,5, on prend [r]
osirestentre [r]+0,5et [r]+ 1, on prend [r] + 1

Lentier choisi n vérifie |r — n| < %
—2.bd 1 b.c—ad 1
® —_—— — - - < Z.
On a donc n et m vérifiant ’ >z ‘ 2 ’ >z m‘ <5
—2.b. d .d
OOnsépare:fznan.\fZ—i—( 7 ) ( zadz—m).

Le terme du bout est plutot « petit »...

- a.c—2bd bc—ad
® On pose donc g = n + m./2 et on remultiplie par y : x = y.q + <(W - n) + ﬁ(m -
m))(c+d\/§)
a.c—2b.d bc—ad o
® Le terme ((67 - n) + ﬁ(czfi - m)).(c +d.\/2) est il bien le reste ?

2242 2.42
e Déja, est il dans E ? Sous cette forme, ce n’est pas gagné, mais sous la forme x — y.4, ¢’est normal, car on a un
anneau.
e On calcule sa norme : ((”Cf:%:g'zd - n) +2. (fzc:z”d‘i - m> ) .(c +d./2)) en rappelant que la norme du produit

est le produit des normes :
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q((% )+ ﬁ(% —m))le+dVD)) = (u+0v2) e +dV2) = (u+ 0.V ()
ac—2bd 1 a.d—b.c 1
avee ul = |55 —n| < g etlol = |5 Sy

e On éleve au carré —% <u? g

W< g
e On somme : 7% <u? - 2.07 < §
N 42 b.d b d 3
) af(0c—2bd c—ad 3
e On revient au module : (]<<7C2 P n) + \/5.(7(:2 P m))(c +d.V2)) < 4.(]y[) < (y)-
C’est ce que I'on voulait.
On applique I'algorithme :
X
x y ? n+ .. m+ .. q r
7 4
11 54242 11”'\@:2”1173'\@ 2-= | 1-4 2+2 —3-2.2
_’_7.\/5 54242
2020 7153 | 220E0V2 o uosaa | 6050 4033 6050 0
+2019.1/2 7+5v2 —4033.1/2
— ) 2 5
019 | 17482 | 209+ V2_ 4901 0 V2 o134 = |00 2l 213-100.v2 | —2-3.v2
+2 17 +8.v2 ~100.v/2

Il manque un détail : 'unicité de la division euclidienne.

Onpartdex =y.q+retx =y.q + 1 avecr et v' de module plus petit que celui de y.

On va prouver :q=q' etr =7

On fait passer d'un coté :y.(q' —q) =r —7'.

On passe au module : (y).(9' — q) = (r — 7).

Or, le membre de droite a un module strictement plus petit que celui de y. C'est donc que q' — q a un module plus petit que 1.
C’est donc que son module est nul. On déduit g = q'. On reporte :r =17'.

Donnez le p.g.c.d. de 91 + 49.\/2 et 37 — 4.4/2.

On part de deux nombres et on applique 'algorithme d’Euclide (divisions euclidiennes successives) jusqu’au dernier
reste non nul

(914+49.4/2) = (3+22)x (37 —4.2) +(—4—13./2)
(37 —4.42) = (1-22)x (—4—-13.v2) +(15+5.4/2)
(—4—13/2) = (0—-1./2)x (154+5+2)  +(6+2.2)
(15+542) = (2+0.v2)x (6422 +(3+V2)
6+2v3 = (2+0.2) (3+2) +0
Le dernier reste non nul est 3 + /2. C’est lui le p.g.c.d.
%@ :25+8.\f2etmf —17-7./2.

On peut vérifier que 25 + 8.0/2 et 17 — 7.1/2 (de modules 497 et 191) sont premiers entre eux.

On vérifie :

On peut ensuite écrire une identité de Bézout. Mais on n’a pas que ¢a a faire.

<192 I[Pouvez vous trouver deux matrices A et B de taille 2 sur 2 telles que les spectres soient
IS N 521 O O 1159 O [ |A+B|(tr0isexercicesdontune
(LI L5 &6 ] (L[ (25 [ (L4 ({03 (25 | (46]]
réponse NON).

Les matrices de spectre {1, 3} sont diagonalisables (deux valeurs propres distinctes, chaque valeur propre apporte
un vecteur propre, on a deux vecteurs propres indépendants, donc une matrice de passage). Elles sont donc de la

10 1 o 10 30
formeP.( 0 3 >.P ,avecenpartmuher(o 3>et<0 1 )

On raisonnement de méme pour «spectre {1, 5} », avec cette fois les Q.

5 0
et(0 1).

W o

) .Q~ ! et en particulier (

O =
) e}
N——

(e o




On tient une solution facile :

10

Los)

|

50
01

)

| spectre {1,3} |

{5 1}

|
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. 10 1 50 1 6 0 1
On peut ensuite cacher les choses avec Ej ( 0 3 ) P+ P. ( 0 1 ) P~ =P. 0 4 P | Ca,
c’est I'art du « poseur d’exercices ».

. A | B [A+B] . .

Pour le trlplet’ , la méme idée ne convient plus.

({13} [ {25} [ {14} ]

[ matrice [ A [ B [A+B]
D’ailleurs, aucune idée ne convient. Et c’est rapide. Regardez la trace| spectre | {1, 3} | {2, 5} | {1, 4}
trace 4 7 5

Onn’apas Tr(A + B) = Tr(A) + Tr(B). Le probleme n’a pas de solution.

a méme idée av A ‘ B ‘AJFB‘?
La méme idée ec’ 10, 3] ‘ 7, 5] ‘ 2 o] ‘
[matrice| A | B [A+B]|

spectre | {0, 3} | {2, 5} | {6, 4}

trace 3 7 10

Il faut vraiment construire une solution.

Cette fois, ce n’est pas avec des jeux sur

Il faut jouer sur P. < 8 g ) P letQ.

(T31053)
BRI
(HIRIIE)

c’est cohérent. Mais ¢a ne prouve pas qu’il y a une solution>.

qu’on trouve une solution.

0 0 50
-1 -1
Ousur Q .P.(O 3>.P .Qet(o 2).
. . . 00 1 . . 5 0
On va donc prendre une matrice R inversible, et poser A = R. 0 3 .R™" avec R inversible et B = 0 2 )
] matrice | trace | déterminant | polyndme caractéristique | spectre |
A=R. 8 g R 3 0 X?-3.X {0, 3}
Par construction, =0
B:<O 2> 7 10 X?-7.X+10 {2, 5}
A+B 10 ? X? —10.X+? {4, 6}
La condition nécessaire et suffisante est det(A + B) = 24.
Si onn’arrive pas a avoir ¢a ! Prenons méme R assez simple pour commencer : ( 31 ; > .
s . 1 8a—5b —3a
Le calcul «a la main » donne A + B = o ( 3b 24—5b >
16.a —25.b
On effectue : det(A + B) = AT AT
C’est faisable, avec 2 = 1 et b = 8 par exemple.
matrice | trace | déterminant | polyndme caractéristique | spectre |
1 1 -1 2
A—3.<_8 8 > 3 0 X -3X {0, 3}
Onré :
n resume B={ 27 7 10 X2~ 7.X +10 (2,5}
1 16 -1 2
A+B3'(—8 14> 10 24 X —10.X +24 {4, 6}
D’autres réponses sont possibles.
3. Point important a nouveau : montrer qu’il n’y a pas d’incohérence ne montre pas qu'il y a une solution, on est d’accord ! L'incohérence

peut étre ailleurs. On raisonne !
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On a posé : n = 88 825 et p = 7 267. Votre voisin a écrit : 192 171.p — 15 722.n = 7. Vous en déduisez :
p.g.cd.(n, p) =7.

Vous avez tort. Pourquoi ?

C’est une identité de Bézout ?

Elle dit que 7 est dans {a.n + b.p | (a,b) € Z?}.

Ce qui signifie que 7 est dans «le plus petit sous-groupe de (Z, +) contenant n et p ».
Mais ce n’est pas forcément un générateur de cet ensemble (plus petit élément non nul).

7 est un multiple du p.g.c.d.
Etici, le p.g.c.d.vaut1 :27453.p —2246.n = 1.
Et on a tout multiplié par 7.

| Le cours dit : | sid estle p.g.c.d. alors il existe a et b vérifiant a.n + b.p = d. \

Etil ajoute tout nombre de la forme a.n + b.p est un multiple du p.g.c.d. (mais pas forcément «le

g.c.d. »).

O Montrez que ¢ = (a, b) — 2°.(2.b + 1) est bijective de N x IN dans IN*.
Ecrivez un script Python qui prend en entrée n et retouve son antécédent par ¢.

¢ = (a, b) — 2°.(2.b+ 1) prend eeux entiers et définit un entier.
Elle va de IN x IN dans IN.

On n’atteindra jamais 0. Im(¢) C IN*.
Si vous me dite tout de suite Im(¢p)) = IN*, vous n’avez rien compris. Il y a tout le boulot de la surjectivité.

Prenons deux couples (a, b) et (¢, d) et supposons qu’ils ont la méme image.

Onadonc2®.(2b+1) =2°(2d+1).

On étudie cette égalalité modulo 2.

Proprement, on suppose a # c. Par symétrie des roles, on peut aupposer a > c¢. On divise alors de chaque c6té par
20:207C(2b+1) = (24 +1).

Le membre de droite est impair. Celui de gauche est pair. Il y a une contradiction.

On a donc foércément a = c.

On reporte :2%.(2;b+ 1) = 2°.(2.d + 1). On aboutit sans efforta b = d.

Du travail « évident ». Mais trop d’éléves se perdent dans les variables, faute de s'étre demandé « je démontre quoi ? ».

Pour la surjectivité, il faut trouver un antécédent (a, b) a tout entier naturel N donné.
On se donne N et on le décompose en produit de facteurs premiers : N = 2¢.38.57. ... (produit fini, mais moche a
indexer hormis en [ [(p;)™).

1
Le produit 38.57.. .. est impair. On peut I'écrire 2.b + 1.
Etona alors N = 2%.(2.b +1). On pose a = « et c’est fini.

L’application est donc bien bijective de IN x IN dans IN*.

Qui sont les crétins qui avec des réflexes de « j'ai des théoremes, mais pas de vision géométrique » ont essayé a tout prix de
sortir un truc du type « application strictement croissante donc injective ». On n’a pas de relation d’ordre sur N X IN |

Un exemple : 2022 est pair et non multiple de 4, il a pour antécédent (1, 505)
2023 est impair, il a pour antécédent (0, 1012)
2024 est multiple de 8, il a pour antécedent (3, 126)

Démarche : pour N donné, trouver I'exposant de 2 en divisant par 2 tant que c’est possible (e en incrémentant un
compteur).
Une fois qu’on a un nombre impair, on I'écrit 2.b + 1.
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def Reciproque(N) : #int->intxint
..n = N #pour ne pas abimer N
..a = 0 #compteur
....while N%2 == 0: #tant que n est pair
........ n = n//2 #on divise par 2
........ a+=1
..b = (n-1)//2 #pourn =2.b+]
..return (a,b)

1 1 1
Résolvez | x 4 7 | =0 (devrez vous développer ?).
3 43 73
x> 4 7
. B} R - , . . . 4 7 1 1
Si on développe par rapport a la premiere colonne, c’est une équation de degré 3 : 1. PRI C I B 2% R +
11
3
oy
1 1 1
Une racine évidente est x = 4 (deux colonnes égales, déterminantnul | 4 4 7 | =0).
43 43 78
Une autre racine est x = 7 pour la méme raison.
Et comme la somme des racines est nulle (pas de coefficient en x?), on a les trois racines : 4,7 et —11.
Inutile d’en chercher d’autres : S = {—11, 4, 7}.
1 1 1
Lanullitéde | —11 4 7 |saute moins aux yeux, mais je compte sur certains d’entre vous pour saisir quand
-11% 43 73

méme la combinaison a faire...

J'ai tracé un quadrilatere (A, B, C, D) dans le plan. J’ai mesuré ses quatre cotés et une de ses diagonales. Jai
trouvé les mesures suivantes, triées par ordre croissant :
Dites moi laquelle est la longueur d'une des diagonales (et prouvez le).

Indiquez comment retrouver alors la longueur de l'autre diagonale. Combien de valeurs peut prendre cette
longueur de l'autre diagonale ?

Point de départ de cet exercice : si on a un triangle, on mesure les longueurs des c6tés ; mais si on a les longueurs
des cotés, on n’a pas forcément un triangle.

Par exemple, il est impossible d’avoir un triangle (A, B, C) vérifiant AB =1, BC = 2 et AC = 15, on est d’accord.

Or, un quadrilatére dont on a tracé une des diagonales est fait de deux triangles accolés. Il y a donc des relations
entre les cinq longueurs données.

Alors, quelles sont les conditions sur les trois longueurs d'un triangle ?

On considéré un triangle de sommets A, B et C et de cotés a, b et ¢ (notation canonique : AB = c et ainsi de suite). Quitte
a ordonner, on suppose a4 < b < c¢. On a trois inégalités triangulaires a écrire et manipuler (sachant a < b < c¢) :

AB < AC+ BC c<a+b c—b<a formule 1
AC < AB+ BC a<b+c peu utile
BC < AB+ AC b<a+c b—a<c formule 2

Quitte maintenant a choisir le nom des quatre sommets du quadrilatere, on les nomme dans 1'ordre A, B, C et D,
et on consideére que la diagonale mesurée est AC.

La question est : de 4 8 11 20 30, qui est AC ? On raisonne en étudiant chaque cas, un par un. On élimine ceux qui
sont incohérents, et s’il n’en reste qu'un, c’est le bon.

On suppose AC = 4. On a alors deux triangles (ABC) et (ACD) dont le plus petit coté vaut 4. La formule (1)
nous dit que la différence des deux autres cotés ne peut pas dépasser 4. C’est possible avec un triangle de mesures
(4,8,11), mais on n’a plus de possibilités pour l'autre : (4, 20, 35) n’est pas cohérent.

On élimine AC = 4.



22

e On suppose AC = 8. La encore, il faut deux couples
de cotés dont la différence ne dépasse pas 8. C’est encore
possible avec (4, 8, 11) mais pas avec (8, 20, 30) (et je ne parle
pas des (4, 8, 20) et autres).

On élimine AC = 4.

e On suppose AC = 11. On peut assembler un triangle
(4,8,11) et un triangle (11,20,30). Il n'y a aucune incohé-
rence.

On peut garder AC = 11.

e On suppose AC = 20 (une grande diagonale !). Les cOtés
du quadrilatere valent 4, 8, 11 et 30. On a donc deux tri-
angles dont un c6té vaut 20. L'un d’entre eux est de la forme
(x,20,30), et l'autre prend les deux longueurs qui restent.
Mais, qu’il s’agisse de (11, 8, 20), (4, 8, 20), (4, 11, 20) c’est
incohérent.

On élimine AC = 20.

e On suppose AC = 30. C’est encore pire. Comment pouvez vous alors avoir deux triangles de grand co6té 30, avec
les longueurs 4, 8, 11 et 20 ? Déja, 4 + 8 + 11 + 20 n’atteint pas 60.

Bref, [par élimination, il ne reste que AC = 11)

L'un des c6tés du quadrilatere vaut 30. Il faut donc avec un c6té de longueur au moins 30 — 11. La seule solution
est donc 20.

Les deux derniers cotés sont 4 et 8.

On a deux solutions (a symétrie et rotation pres) :

[AB=8[BC=4|CD=20]DA=230]

[AB=4|BC=8|CD=20| DA=230|

On va chercher & mesurer I'autre diagonale dans le
premier cas. Mais il y a 'autre cas.
On choisit un repere associé a notre probleme, comme
toujours en géométrie cartésienne.
On place l'origine en A qui a alors pour coordonnées
(0,0).
On oriente 1’axe Ox pour que C soit dessus : C(11, 0).
On doit alors placer B a distance 8 de A (x? + y? = 64)
et a distance 4 de C ((x — 11)2 + y? = 16). On résout et
on choisit ’orientation de Oy pour que y3 soit positif :
B 169 22./2415

(5’ 484 )
On fait de méme pour placer D : x? + y> = 900,

621 66.1/5551

227 484 )
\/ 128 339 + 21.4/273 585

(x — 11)2 + y? = 400 :D(

soit environ

I1 ne reste plus qu’a calculer la distance BC (application numérique totalement inutile :
24).
Mais il y a d’autres solutions [quatre quadrilateres dont deux convexesj en changeant des signes...

w24 [si a,b,c,d, e, f et gsontsept nombres, écrivez avec une formule la plus courte (avec 21 symboles #) qu’ils sont
tous distincts.

On visualise si nécessaireavec un graphe complet a sept sommets a a g et on doit passer une fois (et une seule) par
chaque aréte.

On peut partir du sommet qu’onveut, on finira sur le méme.

Chaque fois qu’on arrive sur un sommet, il reste une aréte pour repartir.
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25> I

le patron du développement du cube ci contre : 144

Un polygone convexe régulier a 527 diagonales. Calculez le plus petit angle non nul entre deux diagonales (étape intermédiaire
: calculez le nombre de sommets).

Prenons un polygone a n sommets (et 7 cOtés).

De chaque sommet partent n — 3 diagonales le sommet voit n — 1 autres sommets

mais quand on le relie a I'un de ses deux voisins, on n’a

pas une diagonale

mais un coté
Mais avec n.(n — 3), chaque diagonale A; Ay est comptée deux fois (une fois par A; et une fois par Ay).

On adoncici : @ = 527.

On a une équation du second degré n> — 3.n — 1054 = 0.
Les deux racines sont —31 et 34. On gardera 34.

Et maintenant, que est I'angle entre deux diagonales (issues d"un méme sommet, c’est ambigu).
Par théoreme de I'angle au centre.

55

L’angle en S est a chaque fois la moitié de ’angle en O.

3 L2, . . .
Et tous les angles en O sont égaux a -, Puisque le disque est découpé en n parts.

. . LTt
Les angles entre les diverses diagonales valent donc tous ici TR

Placez aux huit sommets d"un cube les entiers de 1 a 8. 280
Il faut ensuite que pour chaque face, le produit des quatre
196 | 1344 42030

entiers aux quatre coins de la face soit la valeur imposée sur

C’est déja un probleme de factorisation.

2.2.2.5.7
12.2.2.2.2.312.2.2.2.2.2.3.7[2.2.3.5.7]2.3.5]
2.2.2.2.3.3

Aprés c’est du repérage dans 'espace pour comprendre qui sont les sommets communs a trois faces dans le patron
du dé.
Par exemple, le 5 est facile a placer.

2.2.2.2.2.3) [2.2.2.2.2.2.3.7] [2.2.3.5.7] [2.3.5

Il en est de méme du 7.
Autour de la face 2.3.5, il ne peut y avoir que le 2, le 3, le 5 et... le 1. Et par exemple, le 3 ne peut pas étre a coté de
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la face supérieure qui n’en contient pas...
Autour de la face 2.2.3.5.7 on a déja le 5 et le 7, il reste au choix : 4 et 3 ou alors 2 et 6.
Je vous laisse finir.

&) On pose T = (1 2) et = (12345;. Décomposez (1 3

et (2 3) uniquement avec des ¢ et des 7.

@1 Le polyndme X° + p.X + g a pour racines 4, b et c. On
définit &« = a+b.c, p = b+a.cety = c+ a.b. Exprimez
x+ B+ veta.f.yalaide de p et g. Donnez le polynéme de
racines &, 3 et 7.

&1 Un Rubik’Cube est formé de vingt sept cubes articulés, et
donc aussi soixante quatre « sommets » numérotés de 0 a 63
oude (0,0,0) a (3,3,3), c’est comme vous voulez. Combien
de carrés de coté unité pouvez vous tracer ayant pour som-
mets quatre de ces points ? Combien de carrés pouvez vous
tracer ayant pour sommets quatre de ces points ? 2018

Le polynome X3 + p.X + g a pour racines a, betc. Onadonca+b+c = 0,a.b +a.c + b.c = peta.b.c = —q. Plus
d’autres relations comme a? + b? +c? = (a +b+c)? —2.(a.b +a.c+b.c) = —2.p.
On définite = a+b.c, p = b+ a.cety = c + a.b. Les roles sont symétriques.
sans aucun effort :LIX +B+vy=(a+b+c)+ (ab+ac+bc)= J
On y va courageusement : a.f.y = (a.b + a®.c + b*>.c + a.b.c?).(c + a.b)
puis @ fy — abc +a*.c? 42 +ab.cd
A a®b*> +adbc +abdc +a’b .
On regroupe par symétrie : «.f.y = (a.b.c) + (a%.b? + a®.c> + b%.c?) + (a.b.c® + a.c.b® + b.c.a®) + (a>.b>.c?).
On traite ce qu’on peut directement : (a.b.c) + (a®.b%.c?) = ¢*> — g.
On a aussi rapidement (a.b.c3 + a.c.b® + b.c.a®) = (a.b.c).(a> + b* + c?) = 2.p.q.
Pour (a%.b? + a®.c?> + b%.c?) on développe (a.b + a.c + b.c)? auquel on doit soustraire des termes en 2.(a.b).(a.c).
On a donc (a2.b? 4 a2.c? + b2.c?) = (a.b +a.c + b.c)? — 2.(ab.c).(a+b +c) = p2.

On regroupe : [0(.5.’)/ = qz —q+2.pq+ pz J(bon, ¢a n’a rien de spécial, hormis (p + q)% — q).

ab +ca®> +cb? +ab.c?
Pour la suite, on va calculer la somme des doublets a.f +a.y + By : ac +ab®> +cb*> +a.ch?
bc +ba®> +ca®> +b.ca?

Dois je encore vous dire qu’en mettant les calculs sous forme de tableau, on n’y perd rien et on est efficace ?

On a des termes simples : a.b+a.c+b.c=p,

puis a.b.c2 + a.c.b?> + b.c.a’> = (a.b.c).(a+b+c) =0

etenfin a?.c +a%.b +b2a+b>.c+c?a+c2b = (a+b+c).(ab+ac+bc)—3.abc=34q.
On termine [txﬁ +ay+py=p+ 3.6[]

On peut conclure avec le polynéme
(X—a).(X—B).(X—7) =X>—pX>+ (p+39). X +q— (p+0)?)

On a deux outils : T qui échange deux éléments, et ¢ qui fait tourner tout le monde d’un cran.
On veut échanger 2 et 3. On les place en 1 et 2 par ¢, on permute alors 1 et 2 avec T, puis on les remet en 2 et 3.

1 2 3 45
12345) | | 1 1 |
51 2 3 4
Onvadoncessayeraoroa_l:(1234550(1250(12345): (12 1L L Ll =23
5 2 1 3 4
(12345 | | | L |
1 3 2 45
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Si les exposants négatifs sont interdits : [(2 3 ) =cotoo ! oTOoCr 4]

W e W Q

Etsionamaljoué :0 lotoo = 12345)0(1250(12345 =

Ul4— =4 N4 =
N4 W W N
B4 U4 U14— i
R N e

Il

—

-

6]

Ca ne sert a rien.

Il faut échanger le 1 et le 3. On ne peut pas le faire avec juste 7 ; ils sont trop loin I'un de l'autre.
Mais on sait échanger le 2 et le 3. Si on échange alors 1 et 2 et qu’on remet en place, on doit avoir gagné :

1 2 3
12 4 4 4
2 1 3
(12)0(23)0(12)= (23} | | 4 =(13
3 1 2
12y | L
3 2 1

On peut donc écrire [(1 3 ) =TocgoTocr lo T} Mais il y a d’autres solutions.

On a bien des points, et si on prend le repére, ils ont des coordonnées (i, j, k) avec i, j et k pouvant valoir 0, 1, 2 ou

3. On a quatre choix pour chacun, d’ot1 effectivement 4 x 4 x 4 points possibles.

On regarde les carrés de coté 1. Ce sont les faces des petits cubes.

On peut s’y prendre mal, quoique.

Il'y a 27 petits cubes (neuf par tranche). Chacun a six faces carrées. On a donc 6 x 27 carrés.

Mais beaucoup sont comptés deux fois. Tous, sauf les faces a 1’extérieur du grand cube. Il y en a neuf par face du

| mini faces carrées | mini faces carrés compt

] 27 X 6 \ 6x%x9

grand cube, et donc 9 X 6 carrés qui ne sont pas comptés deux fois, mais une seule,

27 — P A1z
On arrive a la formule w + 6 x 9. Tous calculs faits : [108 carrés de coté 1]

Si vous n’avez compté que les carrés visibles : 54.

Autre approche : on regarde dans chaque plan de coupe du cube. De tels plans sont similaires a chaque face visible
du cube, mais ils sont plus nombreux.
Sur un tel plan, on voit neuf carrés.

Il reste & compter ces plans. Il y en a de trois types : ho-
rizontaux, verticaux comme xOz ou verticaux comme
yOz.

Pour chaque type, il y a quatre niveaux de coupe : par
exemple pour les horizontaux : équation z = 0, équa-
tion z = 1, équation z = 2, équation z = 3.

On a donc douze plans de coupes, avec a chaque fois Y
neuf carrés.

Le total est (14 encore) de 108 carrés.

Mais il y a plusieurs formats de carrés possibles : taille 1, taille 2, taille 3.

taille 1 sur 1 | taille2 sur 2 | taille 3 sur 3
On regarde dans chacun des douze plans de Coupe; - egsur } - e4sur } - el il }
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On multiplie donc par 12.

Mais on a oublié des carrés. Si si ! Ceux de coté /2. 11
ne fallait pas les oublier ceux la.

Il y en a quatre par plan de coupe. On peut les nommer
Nord-ouest, Nord-Est, Sud-Est et Sud-Ouest.

Sur le schéma ci-contre, on voit Nord-ouest et Nord-
Est de deux plans de coupe paralléles.

Ft on a aussi des modeles de coté /5.

coté V5

’ ‘ taille 1 sur 1 ‘ taille 2 sur 2 ‘ taille 3 sur 3 ‘ taille v/2 sur v/2 ‘ taille /5 sur /5 ‘

par plan de coupe 9 4 1 4 2
au total 108 48 12 48 24

On a un total de [240 Carrésj qu’on ne tracera pas.

D’autant qu'il faut se poser une autre question. Peut il exister des carrés qui ne soient pas dans des plans de coupe ?

A
A4
AR A4

Peut on avoir des carrés « inclinés » ?
Dans un Rubik’s cube de taille 4 sur 4, on peut aller chercher les
quatre points suivants :
] A0, 2, 1) \ B(2, 3, 3) \ C4,1,2) \ D(2, 0, 0) \
Les quatre vecteurs sont alors

2 2 -2 -2

AB| 1| |BE| 2 | |cB| -1 | |DA| 2
2 -1 -2 1
OnaAB = —CD :onaun parallélogramme.
Onaaussi AB L BC :onaun rectangle.
On a enfin |zﬁ| = |1¥| :ona un carré.

Mais il faudrait justement des vecteurs deux a deux orthogonaux, de méme norme, pas trop longs pour qu’on ne
sorte pas du cube. On pourrait par exemple prendre le modéle ci dessus, mais il nous fait déborder du cube 3 sur
3 a cause des 2 qui s’additionnent.

X D
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Montrez que ce sont des sous-groupes de (R, +) :

a 2.b 5 a 2.b 3 2
z {§+?|(a,b)ez} {§+?+c|(a,b,c)ez} {ava+b.v25| (a, b) € 22}
Q| {e+v2bl@bez?}| {a+v2b+cV3|(a b, c)c2?}

Lesquels peuvent s’écrire sous la forme {a.p | p € Z} pour au moins un réel a bien choisi ?

Les inclusions dans R sont acquises.

Le neutre est présent en prnanta =b =0oua =b =c = 0.

!/

2.b 2.’ 2.(b+V

5 7 5 5

Le passage au symétrique repose sur le fait qu’on peut passer d"un couple (a, b) a un couple (—a, —b) tout aussi
dans Z2.

a+a
7

deis sa s a
La stabilité s’écrit par exemple 7 +

B a 2D 2 1 a 2b 31 1 2\
Z =17 {7+5|(a2,:)ez}—35.2 1{7+ - +c|(a,b,c)€Z}—35.Z {a.\/zl+b.\/25|(a,b)ez}—1.z
a,4b 2l — ~ 77
Commentprouver{7+ = | (a, b)eZ} SS'Z'

Par double inclusion.

Tous les éléments de la forme ; + 25—b sont en fait des 3£ avec k de la forme 5.2 + 14.b.

k . 14.
Tout élément de la forme — avec k entier sont de la forme % en écrivant k = 5.a + 14.b avec a et b bien
choisis. C’est Bézout qui le dit : 5.Z + 14.Z = Z.
, a Zb 3 . a Zb 2
L'ensemble {; +g te |(a,b,c)eZ } est inclus dans {; t5 | (a, b) € Z }

En effet, chaque 7 + % + ¢ s’écrit aussi <€ + %

2.b

2.
L’ensemble {; + ?b | (a, b) € ZZ} est inclus dans {; + 5

En effet, chaque £ + % s’écrit aussi 25/ + 2 +0.

+c|(a, b,c)ez3}

L'ensemble d’écriture étrange {a.\/ﬁi +b.v25|(a, b) € Zz} est2.Z + 5.Z. Et c’est Z puisque 2 et 5 sont premiers
entre eux.

Q {a+ﬁ.b| (a, b) eZZ}

Aucun de ces ensembles ne peut s’écrire {a.k | k € Z}.
Un ensemble de la forme a.Z cotient « le premier élément apreés 0 » (et c’est a).
Or, dans Q il n’y a pas de plus petit rationnel strictement positif.

{a+\@.b+c.\f3| (a, b, c) € ZZ}

Une jolie preuve par 1’absurde pour {a +V2.b|(a, b) € ZZ}.

Supposons qu'il soit de la forme {k.a | k € Z} pour un a bien choisi (« générateur de I’ensemble).
Alors 1+ v/2.b est dans cet ensemble, et s’écrit donc p.a pour un entier p bien choisi.

De méme 0 + 1.1/2 est dans cet ensemble, et s’écrit donc 4.« pour un entier q bien choisi.

O—i-l.ﬁ_ﬂ_q

1+02 pa p

On calcule alors v/2 = b
Le réel /2 serait rationnel ! Impossible !




On définit sur Z x Z* une relation et deux lois :| sietseulementsi | estégala | estégala |

Q La relation « ne pas étre inclus dans » est elle réflexive, symétrique, antisymétrique, transitive sur P(RR) ? Est
elle compatible avec N ? Est elle compatible avec U ?

Soit (G, *) un groupe a onze éléments, et 2 un élément de G différent du neutre e. Montrez, en étudiant p — a”
de N dans G qu'il existe deux exposants p et g distincts vérifiant a? = a7 (a? désigne a x a * ... a p fois). Déduisez
qu’il existe r dans IN* vérifiant a” = e.

Déduisez que a~! (inverse de a) est une puissance de a. Montrez qu'il existe méme r dans IN* vérifiant a” = e et
ak # e pour toutkde1ar — 1.

Quel est alors le cardinal de {a* | 0 < k < r} (noté A) et montrez que cette partie est un sous-groupe de (G, *).
On définit sur G le relation < par (x < y) <> (3k € N, y = x *a¥). Montrez que c’est une relation d’équivalence.
On suppose qu'il y a un élément b de G qui n’est pas dans A. Montrez qu’alors {b * a* | 0 < k < r} (noté B) ale
méme cardinal que A et aucun élément en commun avec A.

On suppose qu’il y a un élément ¢ de G qui n’est ni dans A ni dans B. Montrez qu’alors {c * a* | 0 < k < r} (noté
C) a le méme cardinal que A et aucun élément en commun avec A ni avec B.

En notant que l'on “tranche” G en parties ayant toutes le méme cardinal, concluez que le cardinal de A vaut 1
ou 11 (mais on a déja éliminé 1).

Concluez que G est égal a A et est commutatif.

Par quoi pouvez vous remplacer 11 ?
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[ @ b)R@p) | @bald | @beld |

a.p=bu | (ad+bc, bd) | (ac, bd) |
Montrez que ce sont des lois internes sur Z x Z*, commutatives, associatives.

Donnez le neutre de chacune.
(a, B)R(w, B) } { ((a, b) & (c, d))R((2, B) & (7,9)) }
= 0

Montrez que les deux lois sont compatibles avec J et et

(¢, d)R(7, 9) ((a, ) ® (¢, d))R((a, B) @ (7,9))
Montrez que tout élément de Z x Z* admet (modulo ®) un symétrique pour 'addition (c’est a dire pour tout q il existe
q' vérifiant g ® q'R(0,1)).
Montrez que tout élément de Z* x Z* admet (modulo R) un symétrique pour la multiplication (c’est a dire pour
tout q il existe q' vérifiant q ® q'R(1,1)).
Est il vrai que la multiplication est directement distributive sur 1’addition ?
Montrez que tout élément est en relation par R avec un élément irréductible (a,b) avec a et b premiers entre eux
et b positif.
Que venez vous de construire ? Etait ce passionnant ?

On a construit (Q, +,.) & partir de (Z, +, .).

On donne des contre-exemple.

| propriété | contre-exemple | justification | conclusion
Réflexive. A=0 Ona A C A.Onn’adoncpas A ¢ A. raté
Symétrique. A={1,2}etB={1} Ona A ¢ Bmaisonn’apas B ¢ A. raté
Antisymétrique. A={1}etB={2} Onaalafois A ¢ BetB ¢ A.Maisonn’apas A = B. raté
Transitive A={1],B={2},C={1} OnaA ¢ BetB ¢ Cmaisonn’apas A ¢ C raté

Elle n’a rien pour me plaire.

Peut on passeracoupsirde A Z BaANC Z BNC?
Non : A = {1}, B= {2} etC = {3}.

Peut on passer acoup sirde A ¢ BAaANC ¢ BNC?
Non : A = {1}, B = {2} etC = {1, 2}.

Elle me plait de moins en moins.

Tout groupe de cardinal premier est engendré par un élément. Et il est donc forcément commutatif.
C’est ce qu’on va prouver ici.

On s’est donné a.. Par stabilité du groupe (= «loi interne »), les éléments a, a * a, a * a * a et ainsi de suite sont tous
dans G.

Mais G est un ensemble fini.

On est donc obligé de retomber au bout d"un moment sur un élément déja pris.
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Proprement, si tous les 4" étaient différents, la liste [a, a2, a3, .al

ce qui n’est pas possible.

2] serait faite de douze éléments distincts de G,

IT existe donc deux indices distincts p et g vérifiant a? = a¥.

Par symétrie des roles, on va supposer p < g.Onadonca*a*a...xa=a*ax*...¥a%...aavec p éléments d'un
coté et g de l'autre.

On simplifie par a de chaque c6té (en composant par a~! qui existe puisqu’on est dans un groupe).

Quitte a avoir méme posée g = p + r, on simplifie p fois de suite par a.

Il reste e du c6té gauche (le neutre), et a” de I'autre.

On a donc obtenu a” = ¢ (avec r strictement positif, sachant que par convention naturelle on avait déja a° = e).

Onaaxaxa...xa= e (avecr termes). On en met un de coté :
axal=a"lxa=e
On reconnait la définition du symétrique de a. Et c’est donc a” ! qui tient ce role.

Prenons un exemple avec les entiers de 0 a 10 pour 'addition modulo 11 (la loi x est donc I'addition).

On part de 3 et on calcule ses « puissances » successives : 3,33 =6,3%3%x3=9,3%x3+x3+%3=1,3+%3%x3x3x3 =4,
3%3%3%x3x3%x3=73x3x3*%x3%x3x3x3=10,
343+3+3%3%3%3%3=23+3+3+%3%3%3%3%3%x3=>53x3%x3%x3%x3+3%3%3%3x%3 = 8pour l'instant
toutes les valeurs sont distinctes.

Mais si on continue :3+%3*3%x3x3%*3%x3x3%3%x3x3=0ef3%x3+%3%*3%x3x3%*3%x3x3%x3%x3%x3=3.

On vient de retrouver un élément déja présent dans la liste.

Onadonc3 =3%3%3+x3%x3+%3%x3%x3+%3%x3%3x%3.

On simplifie :0 =333 %33 %333 %3 %3« 3 (on le savait, mais bon...).

On déduit que le symétrique de 3 est 3% 3% 3 % 3% 3% 3 % 3 % 3 % 3 x 3 (avec un terme de moins).

A ce stade, il existe un entier r vérifiant 4" = e. Mais est ce Ie plus petit?

Pas forécement. Mais si on regarde I'ensemble {g € IN* | a7 = e}, c’est une partie de IN* non vide (on y a trouvé
unr).

I1 suffit de prendre ensuite le plus petit élément de cet ensemble (vous auriez dit « prenons le premier r tel que
a" = e, mais auriez vous pensé a dire qu’il en existait au moins un ?).

En tant que premier, il vérifie a” = ¢. Et comme il ny en a pas avant, on a a* # e pour tout k entre 1 et r — 1.

Les élémentsaf avec k entre 1 et r sont différents de e.
Mais sont ils tous différents entre eux ?

Si tel est le cas, la liste [ao, al, a?,.. .ar’l] sera faite de r éléments distincts.

Et justement, si pour deux d’entre eux, p et g (avec 0 < p < g < r par symétrie des rdles) on avait a¥ = a7, on
aurait 47" P = e avec g — p entre 1 et r — 1 ce qui est contradictoire.

2

L’ensemble {ao, al, a?,. .. a”l} contient donc bien r éléments exactement.

r est appelé « ordre de a », et I'ensemble {a°, a', a?,...a" =1} est un sous-groupe de (G, *). C'est méme le plus petit sous-

groupe de (G, ) contenant a.

On l'appelle sous-groupe engendré par a.

Si le grupe (G, ) est celui des entiers de 0 a 11 pour I'addition modulo 12 (donc 4 12 éléments attention), le sous groupe en-
gendré par 0 est {0}, le sous groupe engendré par 1 est {0,1,2,3,...11}. Le sous-groupe engendré par 2 est {0,2,4,6,8,10}.
le sous groupe engdneré par 3 est {0,3,6,9}. Celui engendré par 4 est {0,4,8}. mais celui engendré par 5 reprand tous les
entiers de 0 a 11 (dans I'ordre [0,5,10,3,8,1,6,11,4,9,2,7] si vous y tenez. Et si vous avez deviné, tout va dépendre de « a
et 12 sont ils premiers entre eux ? ».

On va ensuite construire Ia relation d’équivalence « modulo ce sous-groupe ».
On se donne x, y et z (histoire de tout quantifier).

o On vérifie x 1 x. E, effet (Fk € N, x = x ak), il suffit de prendre k = 0 (ou r).

5 On suppose (x > y). On traduit (3k € N, y = x * a¥). Quitte a réduire modulo 7, on peut supposer 0 < k < .

On aalors (y *a"~%) = x % ak x "% = x). On a I'entier r — k qui vérifie (x = y.a" ). On reconnait y > x .
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o7 On suppose a la fois x > y et y 1 x. On traduit : (3k € N, y = xxak) et (K € N, z =y *a¥).
On enchasse (3g € N, z = x *a7) avec tout simplement g = k + k.
On reconnait x < z .

La relation est réflexive, symétrique et transitivie, c’est une relation d’équivalence et elle va permettre de découper
G en tranches.

L’erreur sur ce type de question des éleves sans compréhension mathémtique.

Vouloir passer de (3k € N, y = x xa¥) et (3k € N, z = yxa¥) a (3k € N, z = x % a¥), sans comprendre que Ik signifie
qu’il existe au moins un k mais qu’il doit changer a chaque fois qu’on change de x et de y.

Bref, un probleme fondamental de variables.

Donc de maths.

Combien d’éléments dans chaque classe d’équivalence ?

Dans la classe d’équivalence de x, il y a tous les y s’écrivant y = x * a* pour k dans IN.

Mais en fait, k va juste de 0 (inclus) a r (exclu), puisqu’ensuite, ce snt les mémes valeurs qui reviennent.
Et les r éléments de la forme x * a¥ sont tous distincts.

k

Si on avait x * ak = x x aP on aurait a* = aP en composant par le symétrique de x, puis a* P = e et donc k — p = 0.

On a découpé G en classes d’équivalance (disons qu’il y en a c), toutes de méme cardinal 7.
Comme elles forment une partition, on a Card(G) = ¢ x r (nombre de classes fois cardinal de chacune).

Mais comme Card(G) est un nombre premier *, on déduit que ¢ vaut 1 et r vaut 11.
La solution ¢ = 11 et r = 1 donne x = e qu’on a refusé de prendre.
IIn’y a donc qu'une classe. Et comme le neutre est dans une d’entre elles, on peut dire que cette classe est celle de e.

Au fait, avez vous reconnu ici la démonstration du théoreme de Lagrange : le cardinal d’un sous-groupe divise le cardinal du
groupe.

Et ici, comme le cardinal du groupe est premier, aa ne nous laisse que deux sous groupes possibles : le neutre tout seul (cardi-
nal 1), le groupe tout entier (cardinal 11).

On a donc finalement
G =classedee = {exa" |k € N} = {exa" |0<k <71}

Notre groupe de cardinal premier est donc de la forme «les puissances d'un quelconque de ses éléments, autre
que le neutre ».

On appelle ceci un groupe monogene (engendré par un élément).
Et en tant qu’ensemble des a*, il est commutatif : x ¥y = ak ¥ a? = a7 = aP* =g pxak =y*x
Bilan : tout groupe de cardianl p premier est monogene et donc forcément commutatif.

Il n’y aura donc qu’un modele de groupe de cardinal 2. De méme, un seule modele de groupe de cardinal 3. De méme pour 5
et 7. Et a chaque fois, ils sont commutatifs.

En revanche, on peut construire un groupe de cardinal 4 qui n’est pas monogene. Mais il est commutatif.

Et pour un cardinal 6, le groupe (S3, o) est un groupe ni monogene, ni commutatif.

Je vous laisse chercher les groupes de cardianl 8 puis 9 et 10.

On notera qu’un groupe de cardinal 10 peut contenir des sous groupes (commutatifs) de cardinal 2 et de cardinal 5.

11'y a plein de choses passionnantes li dessus, mas patience.

<322 ] Combien le groupe (Z5 7, ) a-t-il de sous-groupes ?

Q Pour tout groupe (G, *), on note Z I’ensemble {a € G | Vb € G, axb = b xa}. Montrez que Z est égal a G si
et seulement si (G, *) est commutatif. Montrez que Z est un sous-groupe de (G, *).

Z est ce que I’on appelle le centre » du groupe G.

4. oui, je vends la eche, on peut remplacer 11 par n’'importe quel nombre premier
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Z est égal a G si et seulement si tous les a de G sont dans Z, ce qui revienta dire Va € G, Vb € G, axb =bx*a.

Les éléments de Z sont ceux qui « commutent avec tout le monde ».
Par définition, ce sont des éléments de G.

Le neutre est dans Z.

On prend a et « dans G (on traduit : :Z g g: Z IZ _ ZIZ ).

On veut savoir si a * « est dans G.

On se donne b quelconque, et on calcule (axa) xbetb* (a*a) :sontils égaux :
(axa)*b=ax(ax*Db) par associativité
(axa)xb=ax(bx*wa)car a est dans Z
(a*xwa)*xb = (ax*Db)xa par associativité
(axa)*b= (bxa)*wacaraestdans Z
(axa)xb=0bx(axa)

On reconnait que a * a est dans Z.

On se donne a dans G (on traduit : Vb € G, axb = b*a).
On s’interroge : a~! (dont I'existence est assurée car on est dans G) est il dans Z.
On se donne b quelconque et on veut comparer a~! xbetb*a~l.
On prend l'initiative de partirde axb = b *a
et de multiplier & droite et a gauche par a~
a s (axb)yxat=alx(bxa)xal
on simplifie par associativité (a ! xa) xbxa ' =a lxbx(axa"l)
et c’est pile poil ce que 'on voulait

1.

Remarque :

Un type d’exercice qui peut étre fatal.

11 est hyper simple, il demande juste a ce que vous posiez correctement vos variables et surtout vos questions.
Mais il montre si vous avez compris ou non.

Il n'y a aucune connaissance encyclopédique, aucune capacité a calculer vite bien, a sortir le bon théoréme au bon moment, a
avoir appris par couer trente huit méthodes et quatre cent trente sept exercices du livre.

Juste la question « savez vous raisonner ». Et c’est terrible de s’entendre dire « non ».

Ou pour le moins « pas encore, car tu n’as pas passé le cap de tes blocages ».

Quel est le plus petit sous groupe de (range(2019), + 04 2019) contenant 51 ?

Raisonnons déja par conditions nécessaires pour commencer.

Si un sous-groupe de (range(2019), +,,04 2019) contient 51, il contient 51 + 51, 51 4 51 + 51 et ainsi de suite.
I1 contient tous les multiples de 51. Jusqu’a 2040. On réduit : 21 est dans le sous-groupe.

Le sous-groupe contient 51 et 21, il contient leur différence : 30.
Il contient 30 et 21, il contient leur différence : 9.
I1 contient 9, 18 et 21, il contient 3.Et I’algorithme d’Euclide s’arréte ici (car c’est bien lui !).

Le sous groupe contient 3, il contient tous ses multiples.
Et si on s’arrétait a ? Et si on passait a la condition suffisante ?

L'ensemble {3.k | k in range(673)} est une partie de 2019, contenant 0.

Elle est stable par addition. La somme de deux multiples de 3 reste un multiple de 3, méme quand on la réduit
modulo 3 x 673.

Et I'opposé de 3.k est (673 — k).3, ’est encore un multiple de 3.



Remarque : puis-je sanctionner 'éléve qui se contentera de répondre {(51.k) mod 2019 | k in range(2019) }
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34 > I

liste des inverses si vous en avez le courage).

Montrez que {7F | 0 < k < 6} en est un sous-groupe. Est-ce encore le cas pour {2F |0 <k < 6}?
Montrez que {12% | 0 < k < 3} en est un sous-groupe. Est-ce encore le cas pour {2 | 0 < k <3} ?
Montrez que {5° | 0 < k < 13} en est un sous-groupe. Est-ce encore le cas pour {2¥ | 0 < k < 13} ?

Quelle est la probabilité que vous ayez eu envie de traiter cet exercice si vous avez le profil a aller en P.S.1. avec ou sans étoile

On prend 'ensemble des entiers de 1 a 28 pour la multiplication modulo 29 (on rappelle que c’est un groupe, donnez la

Bon, quelle valeur de g faut il prendre pour que {2° | 0 < k < g} soit un sous-groupe de I'ensemble initial ?

A faire.

35> I

valeurs particuliéres bien choisies.

Trouvez le reste (et juste le reste) de la division euclidienne de X" + 1 par X2 — 3.X + 2, en donnant a X des

On imagine la division :
X" +1=(X*-3X4+2).Q(X)+aX+b

avec g et b a déterminer. On calculeen leten 2 :
1"4+1=(12-31+2).Q(1) +a+b 2" +1=(22-32+2).Q(2) +2.a+b

a + b = 2
2a + b = 2"4+1
Sans effort :a = 2" — 1 et b = 3 — 2". On écrit la formule définitive

On trouve un petit systeme rapide a résoudre :

X"4+1=(X>-3X+2).0(X)+(2"—1).X+3-2"

On vérifie pour négal a0 :1+1= (X>—3.X+2).0+(1-1).X+3—-1et X+1=(X>-3X+2)0+(2—-1).X+

3-2

Autre approche :

X"+1 _ « B
CENNE AR e i e
et on calcule a et § par la méthode des poles
X" 41 2 241
X—-1).(X-2) QX+ x4+ %x=3
X"+1 B 2(X=2)+(2"+1).(X—-1)
x-nx-2y ¥+ ——xox=2

I ne reste plus qu’a multiplier par X2 — 3.X + 2.

-~

0 2 -1

A Onpose A=| —1 3 —1 |.Calculez son polyndme caractéristique.

-1 2 0
Montrez que A n’admet qu'une valeur propre, que 'on déterminera.
A est elle diagonalisable ?
Trouvez un polynome P de degré le plus petit possible (mais quand méme non nul) vérifiant P(A) = Opy, (R)-
Déterminez pour tout n donné le reste de la division euclidienne de X" par (X — 1)2.
Déduisez la forme de A".
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9 -15 —4
#Onpose A= 6 —11 -3 |.Calculez la trace et le déterminant de A. Complétez : A3 = Tr(A).A% +
-2 6 2

LA H det(A).I3.

Donnez les racines du polyndomes X° — 3.X + 2.

On note R, le reste de la division euclidienne de X" par X2 — 3.X + 3 (caractérisé par X" = (X3 —3.X +
2).Qu(X) + Ry (X)). Calculez R, (1) et Ry, (—2).

Calculez aussi R),(1). Déduisez la forme de R, (X). Indiquez comment terminer pour obtenir A”.

1 0 0
& Un éleve prétend que A est semblable & D —( 01 0 ) Montrez qu’effectivement ces deux matrices
0 0 -2

ont méme trace, méme déterminant. Montrez aussi Tr(A?) = Tr(D?), et méme Tr(A") = Tr(D"). Mais un autre
éleve explique que si A et D étaient semblables, alors les trois colonnes de A — I3 devraient étre proportionnelles.
Concluez qu’effectivement A n’est pas diagonalisable.

A faire.

Q J'ai appliqué l'algorithme d’Euclide a deux polyndomes A(X) et B(X). Les quotients sont dans l'ordre X2 + 1,
X + 2 et X + 1. Le dernier reste non nul est X — 3. Pouvez vous retrouver A et B ?

AX) = B(X) .(X2+1) +R(X)
On a une suite de divisions : B(X) = Ri(X) .(X+4+2) +Rx(X) .
Ri(X) = Re(X) (X+1)

Le dernier reste non nul est X — 3. C’est lui Ry(X). On trouve donc Ry par la derniére ligne : Ry = X? — X — 6.
On retrouve B(X) par la précédente : X3 + X% —7.X — 15.

Et la premiére donne A(X) = X° + X* — 6.X3 —13.X> — 8.X — 21.

On ne sait pas forcément si c’est A(X) = X° + X* - 6.X3 —13.X2 - 8.X —2let B(X) = X3+ X2 - 7.X —150ule
contraire, mais on connait « A et B ».

| L’exercice peut étre posé niveau bac, avec des entiers.

239: 1O En appliquant l’algorithme d’Euclide, j'ai trouvé les quotients successifs
1,34,2,2,2,1et2
et le dernier reste non nul valait 3. Qui étaient les deux nombres initiaux ?
Méme question, avec le méme dernier reste et pour quotients 0, 4, 1, 1, 30 et 11.

<402 1| © Déterminez le p.g.c.d. de 22015 et 2531,

Déterminez le p.g.c.d. de 22915 et 22015 _ 1,

Déterminez le p.g.c.d. de 22015 _ 1 et 2531 _ 1 (divisions euclidiennes successives ?)
22015 o 9531

Les diviseurs de ne sont que des 2X et le plus grand est 2! lui méme.
Drailleurs, dés que 1'un est multiple de l’autre, leur p.g.c.d. est le plus petit des deux !

Si un nombre divise 22015 et 22015 — 1, il divise leur différence et ne peut valoir que 1.
Le plus grand diviseur commun et méme unique diviseur de 22915 et 22015 — 1 est 1.

2015 = 3 x531 +4
531 = 1 x422 1
422 = 3 x109 +9
109 = 1 x9 +1
On commence (parce qu’on connait la réponse) par écrire un algorithme d’Euclide surlesexposants : 95 = 6 x14 +1
14 =1 x11 4
1 = 3 x3 +:
3 =1 x2 +
2 =2 x1

On écrit alors 22015 — 1 = 235314422 _ 1
22015 _ | _ 935314422 _ 422 | 9422 _
22015 —1= (23.531 _ 1)'2422 + 2422 -1
22015 1 = (2531 —1).(225%1 42531 1 1) 42422 _ 1 (formule a® — 1 = (a — 1).(a> + a + 1))
On a une formule du type 220> — 1 = (21 —1).Q + 242 — 1.
Ceci prouve que tout nombre qui divise 2201 — 1 et 2531 — 1 devra diviser 2%3! — 1 (évidemment) et 24?2 — 1.
Et que tout nombre qui diviser 23! — 1 et 2422 — 1 devra diviser 2201 — 1 et 293! — 1.
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En notant DC(a, b) 'ensemble des diviseurs communs de a et b, ona DC(2%015 — 1, 2531 — 1) = DC(2%%! —1, 2422 —

1).

Et parmi ces diviseurs communs, il y a le plus petit : pged (22015 — 1, 2531 — 1) = pgcd(2%3! — 1, 2422 — 1),

2531 1= 21.422+109 -1

2531 —1= 21.422+109 _ 2109 + 2109 -1

2531 —1= (2422 o 1)_2109 + 2109 —1

Cette fois, tout diviseur de 2°3! — 1 et 2422 — 1 est un diviseur de 24?2 — 1 et 219 — 1 (et vice versa).
On a donc cette fois DC(22915 — 1, 2531 — 1) = DC(2%% — 1, 2%22 — 1) = DC(2*?2 — 1, 219 — 1),

On recommence avec

On en refait une : 2% — 1 = 26:14+11 _ 1
295 1= 26.14+ll _ 211 4 211 -1
295 —1= (26.14 _ 1)‘211 4 211 —1
295 -1 = (214 o 1)_(214.5 + 214.4 + 214.3 + 214.2 + 214 + 1) + 211 -1 (formule ﬂ6 -1 =
(a—1).(a®+...+a+1))
Ceci nous donne DC(2%° — 1, 2! — 1) = DC(2"* — 1, 211 —1).

En mettant tout bout a bout : DC(22015 — 1, 2531 — 1) = DC(2%! -1, 2*2 — 1) = DC(2*2 -1, 21¥ — 1) = ... =
DC(23 -1, 22 -1).

Et parmi tous ces diviseurs communs, il y a le p.g.c.d.

Etil vaut 1.

Généralisation : si a et b sont premiers entre eux, alors 27 — 1 et 2% — 1 sont premiers entre eux.

a41> I

& J’ai calculé tous les restes des divisions euclidiennes de 2018 par les entiers de 1 a 2018 ([2018%k for k in
range (1, 2019)1). Quel est le plus petit obtenu ? Quel est le plus grand obtenu.
Ca se traite sans Python.

0 est dans la liste, c’est 2018 % 2018.
Mais méme 2018 % 1 ou 2018 % 2.

Le maximum est atteint pour 1010 et il vaut 1008.
On a en effet 2018 = 1 x 1010 4 1008. Donc la valeur est atteinte (milieu de liste).

Pour k plus petit que 1009, le reste est inférieur ou égal a k, et ne peut donc pas atteindre 1008.
Pour k plus grand que 1009, le quotient vaut 1 et le reste vaut 2018 — k, et il ne peut plus atteindre 1008.

42> I

O Donnez le p.g.c.d. de 1 234 et 4 321, et donnez une identité de Bézout.
Donnez le p.g.c.d. de 12 345 et 54 321, et donnez une identité de Bézout.

1234 et 4321 sont premiers entre eux, et ona —1082 x 1234 + 309 x 4321 = 1.

12345 et 54321 ont pour diviseur commun 3 (et c’est tout %)
Et on a 3617 x 12345 — 822 x 54321 = 3.

43> I

| O Donnez une identité de Bézout entre 270 et 105 dont un coefficient soit plus grand que 1000. |

270 = 105 x2 +60 15 = 60 45
15 = 60 — (105 — 60)
105 = 60 x1 +45
On en trouve déja une : 60 — 45 x1 415 °0 remonte 15 = 2 x 60 ~105
45 = 15 x3 15 = 2x (270 —105 x 2) 105
~ 15 = 2 x 270 —5 x 105

Cette décomposition n’est pas valide, car les coefficients sont « petits ».
Mais on en trouve d’autres : 15 = (2 4 105.k) x 270 — (5 4 270.k) x 105
Reste a prendre k égal a 4 par exemple.

Si vous les vouliez toutes 15 = (2 + 7.k) x 270 — (5 + 18.k) x 105

5. pardon, il y a aussi 1
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Combien y a-t-il d’entiers entre 1 et 2020 dont le p.g.c.d. avec 2020 est 2 ?
Combien y a-t-il d’entiers entre 1 et 2020 dont le p.g.c.d. avec 2020 est 10 ?

De tels entiers doivent étre pairs.

Mais pas multiples de 4 sinon le p.g.c.d. vaudrait 4 (dans 2020 il y a un 4).
Pour I'instant, en gros, un quart des entiers.

Mais il faut éliminer aussi les multiples de 5, sinon le p.g.c.d. vaudrait 10.
Et les multiples de 101.

Mais il ne faut pas pousser. Il ne faux pas par exemple décompter deux fois 1010 qui est multiple de 2, de 5 et de 101.

Et pour les flemmards :

def pgcd(a, b):

....while b!= 0: c=0

........ a, b ="> alb for k in range(1, 2021) :
....return a ....C += int(pgcd(k,2020)==2)
#plus classique que ¢a, tu meurs... print(C)

Réponse : 400.

Et pour un p.g.c.d. del0 :il y en a cent.

w452 ]| Le théoreme de BeZout c'est V(a,b) € Z2, ((El(u, v) €Z% au+bv=1)< (anb= 1))

Mais on a aussi BelNout et BeQout ¥(a,b) € IN?, ((El(u, v) EN?, au+bo=1) < (Be]Nout))
Y(a,b) € Z, ((El(u, v) €Q% autbo=1) (Berut))

Dans N, siona 3(u, v) € N2, au+bov=1onn"a guere le choix.
Comme les entiers valent au moins 0 et ensuite 1,
la seule fagon d’avoir 1 est d’avoira =u =1letb =0ouv =0.

oub=v=1leta=00uu=0
Bref, I'un des deux vaut 1 et 'autre vaut ce qu’il veut.

Avec des coefficients dans Q, il me semble que tout couple d’entiers vérifie Ie théoréeme de BeQout.

1
11 suffit, pour a et b donnés, d’écrire a.— + b.0 = 1 si a est non nul

1
1.0+ b.— = 1sibestnonnul

Et sia et b sont nuls, impossible d’avoir a.u + b.v = 1.

I&I Peut on trouver trois entiers naturels g, b et ¢ vérifiant le systtme a A b = 12 (p.g.c.d.), b V ¢ = 120 (p.p.c.m.) et

cANa=>5"?
La formule a A b = 12 (le plus grand diviseur commun de a et b est 12) nous dit que a et b sont des multiples de 12.
b est de la forme 12. avec B entier.

Mais 120 est un multiple commun de b et c.

C’est donc que b est un diviseur de 120, en méme temps que multiple de 12.

b peut valoir 12, 24, 60 ou 120.

Mais en plus, a et ¢ sont multiples de 5 (a cause de c A a = 5).
Et a est multiple de 12. Il est donc multiple de 60.
b ne peut valoir 60 ou 120. Sinon, le p.g.c.d. de a et b ne serait plus 12 mais 60 (ou 120).

Prenons b = 12. ¢ doit contenir un facteur 10 pour avoir b VV ¢ = 120. Mais alors le p.g.c.d. de a et ¢ ne vaut plus 5
mais 10.

Prenons b = 24. ¢ doit contenir un facteur 5, comme a.
[Le triplet (60, 24, 5) Convient.]

<472 1| On veut résoudre (p.g.c.d.(a, b))? + a.b = 101. Montrez que le p.g.c.d. vaut 1. Résolvez.

Et pour (p.g.c.d.(a, b))? +a.b = 400?
Onnotedlep.g.c.d. deaetb, et on écrit : a = d.a eth = d.p avec « et B premiers entre eux.




L’équation devient d? + d%.a.8 = 101.

d? divise 101. mais 101 est premier. La seule valeur possible de d est donc 1.

L'équation s’écrit alors 1 4 a.f = 101 avec « et B premiers entre eux.

36

«.f vaut 100. On a des possibilités, dont on élimine celles qui donnent des entiers ayant un diviseur commun non

trivial
1 2 4 5 10
100 | 50 25 20 10

[ oui | non | oui [ non [ non | ‘

(Sap = {(1,100), (100,1), (4,25), (25,4)}]

symétrie des roles

A48 > I

Appliquez un algorithme d’Euclide.

Calculez le p.g.c.d. etle p.p.cm. de X° — X* +2.X% + 1etde X° + X* +2.X2 — 1.

On ne devine pas de racines commune, on va appliquer

I'algorithme d’Euclide tel qu'on le pratique sur les en-

tiers.

Des divisions euclidiennes successives jusqu’a avoir un|

reste nul.

Rappel sur les entiers :

154 | = | 334 | + | 18
34 | =118 |+ |16
18 | =|116 | +| 2
16 | =| 82

le pged vaut 2

(X>+ X +2.X%2 1)

Ix (X°—-X*+2X3+1) +

(2.X*—2.X3+2.X% -2)

5 _ x4 2 _
Donc ici (X°—X*+2.X"—1)

(%) 2.X*—2.X*+2.X2-2) | +

(X3+X+1)

(2.X*—2.X3+2.X2 -2)

(2.X —-2).(X°+ X +1) +

0

le PGCD vaut (X° + X +1)

Et les divisions sont

x> +x* +2.X2 -1 | | X —-x* +2Xx3 +1
—(x5 -x* +2.x8 +1) | | - - — - -
- - - - - — |11
2.X4 —2.X% +42.X? -2 | |
x> Xt x +1 | | 2.x* —2X% f2x%7 2
(x> -x* +x3 -X ) || - - - - -
- - = - = -] %
X3 +X +1 | |
2.x4 —2.x% 42.Xx? -2 | | X +X +1
—(2.x* +2.X2 42X ) || - = = =
— - - — - || 2x =2
-2.X3 -2.X -2 | |
—(2.x3 -2.X -2) | |
- = = =]
0 | |

II ne reste qu’a factoriser en posant de nouvelles divisions :



(X°—X*+2X04+1) = (X3 + X +1).(X2 - X+1)
X5 -x* +2.x8 +1 | | X +X +1
— (X5 +X3  +X?) || - - - =
— - - — - - || X -x +1
-x*  +x3 -x? +1 | |
—(—x* -X2 -X) i I
X3 +X 41 | |
—(x3 +X  +1) I I
0o [ |

(X°+ X +2X2-1)= (X3 +X+1).(X2+X-1)
x> +xt +2.X2 -1 | | X* +X +1
-(x® +X° 0 4X?) - - -
- - — - - - | ] X +X -1

Xt X3 4X -1 | |

—(x4 +X2  +X) ||

- - - - = ||

-Xx3 -X -1 | |
—(x3 +X  +1) | |
- - - = ||

o [ |

On note que sur C on peut factoriser d’avantage :

(XP—Xxt42X341) = (x3+X+1),(X_#)'<X_¢>
(X x +2.x2 1) = (X3+X+1).(X_—1%\/5)_(X_—1+\/5)

et il faut encore e factoriser X> + X + 1 par les formules de Cardan :

trouver la racine réelle :

o factoriser par celle ci

e trouver les deux racines complexes conjuguées du trindme du second degré

sl —1+/% 5| -1—/3%
PR 2
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<49: 1| © Donnez une liste de onze entiers consécutifs dont aucun n’est premier.

Montrez que de 2019! 4 2 a 2019! 4 2018, il y a 2017 nombres, et qu’aucun d’entre eux n’est un nombre premier.
# Ecrivez un script Python qui pour N donné trouve la premiere liste de N entiers consécutifs dont aucun n’est
premier (on supposera qu’on dispose d'une fonction qui teste si un nombre donné est premier).

[114, 115, 116, 117, 118, 119, 120, 121, 122, 123, 124]
Vous pouvez vérifier, aucun n’est premier.

Un classique pour trouver de telles Iongues Iistes sans nombres premiers (méme si ce n’est pas la plus simple.

® 2019! + 2 est pair, il n’est pas premier

® 2019! + 3 est multiple de 3, il n’est pas premier (dans 2019! il y a des facteurs 3)

® 2019! + 4 est pair, il n’est pas premier
© 2019! + 4 est multiple de 5, il n’est pas premier

© 2019! + k se factorise en k.(1 4+ 1.2019.3... (k —1).(k + 1) ...2019019) : il n’est pas premier.

Et cette liste est faite de 2017 nombres.

J’en veux 11.

Je crée une liste.

Tant qu’elle est trop courte, un entier n avance.

Si il est compose je le colle dans la liste qui s’agrandit (sera-t-
elle un jour assez longue ?)

Si il est premier, je remets la liste a vide, et on continue.

n=3

L=11

while len(L)<11:
....if not(TestP(n)) :
........ L.append(n)
....else:

L’exécution pas a pas donne
n=3, L =[]
n=4, L = [4]



n=5, L =[]

n=6, L = [6]

n=7, L =[]

n=8, L = [8]

n=9, L = [8, 9]

n=10, L = [8, 9, 10]

n=11, L = [ ]

n=12, L = [12]

n=13, L = [ ]

n=14, L = [14]

n=15, L = [14, 15]

n=16, L = [14, 15, 16]

n=17, L = [ ]

n=18, L = [18]

jusqu’a

n=109, L = [ ]

n=110, L = [110]

n=111, L = [110, 111]

n=112, L = [110, 111, 112]

n=113, L = [ ]

n=114, L = [114]

n=115, L = [114, 115]

n=116, L = [114, 115, 116]

n=117, L = [114, 115, 116, 117]
n=118, L = [114, 115, 116, 117, 118]
et ainsi de suite

n=123, L = [114, 115, 116, 117, 118, 119, 120, 121, 122, 123]
n=124, L = [114, 115, 116, 117, 118, 119, 120, 121, 122, 123, 124]

et la c’est fini.
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x50 I Jai calculé le p.g.c.d. de 2017 (premier !) et a par algorithme d’Euclide. Evidemment, j’ai trouvé 1.
Les quotients successifs ont été 4, 2, 4, 1,3, 3 et 3.
Quiesta?
a = 2017x4 + b
2017 = bx2 + ¢
b = x4 + d
Onécrit ¢ = dx1 + e ,avecledernierrestenonnulégalal :g=1.
d ex3 + f
e = fx3 + g
f= 8x3
a = 2017x4 + b
2017 = bx2 + ¢ ah non
b = x4 + d b = 205
On remonte de ligneenligne ¢ = dx1 + e c=43
d = ex3 + f d=33
e = fx3 + g e=10
f = gx3 donc g=1letf=3
C’est donc que le pged a été calculé dans 1’autre sens :
2017 = ax4 + b
a = bx2 4+ ¢ a =453
b = cx4 + d b =205
c dx1l 4+ e c=43
d = ex3 + f d=233
e = fx3 4+ g e=10
f = gx3 donc g=1letf=3

On confirme.
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def gcd(a, Db) :

....while b!= 0:

........ print(a//b)

........ a, b =Db, alkb
return b

<512 I Résolvez dans N2 le systeme « p.g.c.d.(a,b) = 84 eta+b = 2016 ».
Comme on nous donne le p.g.c.d., on factorise : 2 = 84 x a et b = 84 x B avec a et B entiers premiers entre eux.

L'équation donne alorsa A f =1eta+ p = 24.

Par symétrie des roles, on va jusqu’a moitié et on élimine les cas « non premiers entre eux » (pas de méthode uni-
verselle, on y va « a l’arrache ») :

] \ 1 \ 2 \ 3 \ 4 \ 5 \ 6 \ 7 \ 8 \ 9 \ 10 \ 11 \ 12 \
23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12
oui oui oui oui

On a huit couples : (84, 1932), (420, 1596), (588, 1428), (924, 1092), (1092, 924), (1428, 588), (1596, 420),
(1932, 84)



