LYCEE CHARLEMAGNE

Lundi 10 février
MP.SI.2

<02 I Combien y a-t-il d’entiers entre 1 et 2020 dont le p.g.c.d. avec 2020 est 2 ?
Combien y a-t-il d’entiers entre 1 et 2020 dont le p.g.c.d. avec 2020 est 10 ?

<12 I Pour combien d’entiers n plus petits que 2025 le nombre p.p.c.m.(n, 9) est il un carré parfait ?

2>

Le carré (A,B,C,D) est
découpé en trois

15| 19 14 | vectangles de périmetres
15, 19 et 14.

Qp Sachant 23 = 9,320 = 10, 10° = 11 et 114 = 12,
calculez a.b.c.d.

% Sachant que A = < 1 13 > et
e ( —14

% Pour la matrice A plus haut, j’ajoute que

Retrouvez ['aire de

34

), retrouvez det(A) et Sp(A). chacun.
; est un de ses vecteurs propres. Trouvez alors la matrice A
(deux possibilités) et diagonalisez la (choisissez une des deux possibilités).

I<13_>|Onsait5"+5yz630etx;y

= 1. Retrouvez x et y (pour information 630 = 625 + 5, si si).

1 2 x 2 1 x 1 1 x 1 X
e i1 3 y |3 -1 y||-11y||2 y
2 1 z 1 0 z 0 2 z 11 z
Existe-t-il (x, ¥, z) non nul tel que les deux premiers déterminants soient nuls ?
Existe-t-il (x, y,z) non nul tel que les trois premiers déterminants soient nuls ?
Existe-t-il (x, y,z) non nul tel que les trois derniers déterminants soient nuls ?

2
1

<52 JEntre 1 et1 105, il y a 221 multiples de 5 ; il y a 65 multiples de 17, et enfin 85 multiples de 13.
Dois je en déduire que entre 1 et 1 105, il y a 1105 — (221 + 65 + 85) nombres premiers avec 1105 ?

n = 3 [5]
QO Résolvez le systtme ¢ n = 7 [9] || d’inconnue entiere n.
n = 1 [4]

Ze O En appliquant l’algorithme d’Euclide, jai trouvé les quotients successifs
1,34,2,2,2,1et2
et le dernier reste non nul valait 3. Qui étaient les deux nombres initiaux ?
Méme question, avec le méme dernier reste et pour quotients 0,4, 1, 1, 30 et 11.

<82 | Exprimez le p.g.c.d. de a? et b? a l'aide du p.g.c.d. de a et b,
Exprimez le p.g.c.d. de 2.a et 2.b al’aide du p.g.c.d. dea et b.
Exprimez le p.g.c.d. de a! et b! & 1’aide du p.g.c.d. de a et b si nécessaire.

<92 I Peut on avoir p.g.c.d.(a, b) = 2016, p.g.c.d.(b, c) = 2017 et p.g.c.d.(c, a) = 2018?
Si oui, combien de solutions ?
Information : 2°.32.7, tandis que 2017 et 673 sont premiers.

<102 Jon pose A = {a, b, c} et B= {b, ¢, d}. Donnez un élément qui est dans P(A U B) mais pas dans P(A) U P(B).
Combien y a-t-il d’éléments dans P(A) U P(B) ? Combien y a-t-il d’éléments dans P(A x B) ?Combien y a-t-il
d’éléments dans P(A) x P(B)?




Un théoréme affirme : pour tout couple d’entiers (a, b) distincts, il existe une infinité d’entiers naturels n vérifiant

a+ n et b + n sont premiers entre eux.

Ecrivez un script Python qui pour a et b donnés cherche une liste de cent entiers n vérifiant ceci.
Donnez le couple (a, b) avec a et bentre 1 et 1000 pour lequel le dernier terme de cette liste est le plus grand.

<122 I Peut on trouver trois entiers naturels a, b et c vérifiant le systtme a Ab = 12 (p.g.c.d.), bV c = 120 (p.p.cm.) et

cANa=>57?

150 235 195
164 23 3
246 41 27

Q Avez vous besoin de calculer

pour me prouver qu’il est multiple de 30 ?

14> I

Montrez que est A inversible (indication : calculez son déterminant
modulo 2).
Justifiez Com(A?) = (Com(A))? :

A:

NE&EDNDN -
N O W
O U1t O
= W O o W
W ooN BN

<115>I

Le colleur doit il sanctionner 1’éléve qui a écrit ces formules au tableau ?

def Samy(a) :

def Vera(n) :

n=20

while not(Vera(n)) :
c...n +=1

print(n)

....return(sum(int(c) for c in str(a)))

....return(Samy(n) > Samy(n*n))

La réponse est 39. Expliquez.

IM Q On pose a9 = 5 et by = 2. Pour tout n, on pose a1 = 3.a,, + 4.b, et b, 11 = 2.a, + 3.b,. Montrez que pour tout

n, azet by, sont premiers entre eux.

Propagez la propriété ou essayez d’obtenir une identité de Bézout avec le déterminant de (

an  App1
by bn+1

w172 © Résolvez (n — 1) divise n® + 1 d’inconnue 1 dans Z.

a
relatifs ? (oui, la notation est étrange pour la valeur absolue d'un déterminant !)

Quelles sont les deux plus petites valeurs que peut prendre | ’

2014 2945

| sachant que a et b sont des entiers

b

19212019 et 752 sont évidemment premiers entre eux. Pouvez vous donner une identité de Bézout qui les lie avec au

moins un des entiers plus grands que 5000.

151 = 3x 42 425
42 = 1x 25 +17
On veut calculer le p.g.c.d. de 151 et 42. Euclide dit : 25 = 1x 17 48
17 = 2x 8 +1
8 = 8x 1
Regardez et commentez ce qui suit :
151 25 1 1 1 1 1
— =3+ 5=3+57=3+—77=3+ =3+ =3+
42 42 42 17 1 1 1
17 1+ —= 1+ ——=
17 1
— 24+ =



151 1 1 1 1
On oublie le dernier :i:3+7:3+7:3+f:i8
42 1 1 5 5
1—i—71 1+5 3
1+ = 2
+2

Et maintenant, que vaut le résultat du produit en croix : 151 x 5 —42 x 18?
Testez sur d’autres exemples. Justifiez le résultat obtenu.

<212 J O Trouvez tous les entiers qui sont a la fois congrus a 2 modulo 7, a 7 modulo 13 et a 13 modulo 2.:

w2221 & Quelle est la liste d’entiers naturels de somme 2018 dont le produit est le plus grand possible ?
Q@ Quelle est la liste d’entiers naturels de somme 2018 dont le produit est le plus petit possible ?

<232 11 y a cinq arbres en rond dans la cour. Sur chaque arbre, un corbeau. Toutes les dix secondes, deux corbeaux
passent de leur arbre a un arbre voisin (droite ou gauche). En combien de temps est il possible que tous les cor-
beaux soient rassemblés sur un méme arbre ?
Cette fois, il y a dix arbres, un corbeau par arbre, et deux corbeaux qui bougent a chaque fois. Combien de temps
pour (peut-étre) les rassembler tous sur un méme arbre.

n n n
Peut on dire que ) | +k est égal a + ) _ k par linéarité ? Et si on considérait que cette somme est ) _ ¢;.k (quand
k=0 k=0 k=1
. 1 . 1
(€1,...€n) est choisi comme on veut dans {—1,1}") ? Elle peut aller de — & (n2—|— ) al (n2+ ) en ne prenant que

des valeurs entieres. Mais prend elle toutes les valeurs entieres ?
Pour quelles valeurs de n existe-t-il un choix de signes (¢j, .. .¢€,) tel que la somme donne 0?

25> I

def Scooby(n) :

....def gene(i, k) :

........ if i+k < n:

............ return(2)

........ return(1)

....return([[gene(i, k) for k in range(n)] for i in range(n)])

15

Exprimez le déterminant de Scooby (n) en fonction de #. 12

Calculez 'aire du carré ci contre. (pas de rapport entre les deux exercices)

26> I

Un enchainement de questions préliminaires indépendantes les unes des autres ! vous permettra ensuite, en les
emboitant, de démontrer des résultats d’arithmétique sur la piste des entiers friables 2. Méfiez vous de la question

piege.

I~0) f est une application continue, positive et décroissante sur [ng, +oo[ (ng est un entier naturel non nul donné). On

n n
pose Sy = Y f(k)ety, =S, — / f(t).dt. Montrez que la suite (y,) est positive, décroissante et convergente.
k:no 1o
1
k. In(k)

n
I~1) Déduisez l'existence d’un réel C vérifiant ) = In(In(n)) + C 4 o(1) quand n tend vers 'infini.
2

e dt . (o1 S
I~2) Calculez /2 (D)2 et déduisez que la série (k;z W) converge quand N tend vers I'infini.
In(t) = In(k)

400
[I~0) Calculez / (sa somme sera notée K, et ne me demandez pas a la fin
J2

(t—1)?

du devoir « c’est qui K ? »).

.dt. Prouvez l'existence de k; m

n
III~0) Montrez pour tout 1 supérieur ou égala2 : ) In(k) > n.In(n) —n+1.
k=2

1. I'espérance du produit de vos notes aux questions sera le produit des espérances des notes aux questions
2. un entier est dit friable si ses facteurs premiers sont nombreux et petits



IlI~1) Déduisez : In(n!) = n.In(n) + O(n) quand n tend vers l'infini. C’est ’anniversaire de Sucri, venez au bu-
reau, embrassez le sur son front vert et vous gagnez un point.

IV~0) Soit A strictement positif. Justifiez que pour tout n il existe un unique réel x de |0, +oo[ vérifiant
x.In(x) — A.x = In(n) (ce réel x sera noté ry,).

IV~1) Montrez que r, tend vers +oo quand n tend vers l'infini, prouvez r, = o(In(n)) et prouvez enfin
. In(n)
" In(In(n))

quand 7 tend vers I'infini.

Card(E
V~0) Si E est un de partie de N*, on pose E, = EN[1, n] etd,(E) = Card(En)
dit que E a une densité (et cette densité sera la limite de cette suite (d,(E))). Prouvez que toute partie finie a une densité
(valeur de la densité ?). a est un entier naturel donné, montrez que 1’ensemble des multiples de a a une densité (valeur ?).
L’ensemble {k? | k € IN} des carrés parfaits a-t-il une densité (si oui, quelle valeur ?).

V~1) Montrez que si deux parties disjointes A et B ont une densité, alors A° et A U B ont une densité et donnez
leur valeur.

. Si cette suite d,,(E) converge, on

2. 1
VI~0) Montrez pour tout m de N* : 2.( mm—i- ) < 22mHL

2r+1
VI~1) Montrez que I'entier ( H p) divise ( r:_ ) (P est I'ensemble des nombres premiers).

r+1<p<2r+1
peP

VI~2) Montrez par récurrence forte sur n supérieur ou égala 2 : H p < 4" (on distinguera suivant que n + 1 est ou non
psn

peP
un nombre premier, de la forme 2.r + 1 et on coupera alors p;g;—l en p;g;l et r+1<pp€<Pz 1), Déduisez : Z In(p) < n.1n(4).
psn
peP

n

VII~0) (a,) et (e,) sont deux suites réelles. On pose A, = ) _ ay.

k=1
n—1
Montrez Z ag.€f = Z Ag.(ex — €xs1) + €n.Ay pour tout n.
k=1 k=1

VIII~0) Pour tout entier naturel n et tout nombre premier p, on note v,(n) la « valuation p—adique de 7, c’est a
dire 'exposant de p dans la décomposition en produit de facteurs premiers de 7.
[ [ 1] 2] 3] 4] 5[ 6] 7] 8] 9] 10] 11] 12] 13] 14| 15] 16| 17| 18] 19[ 20!|

21 0 1 0 2 0 1 0| 3 0 1 0 2 0 1 0 4 0 1 0 18
3 0 0 1 0 0 1 0] 0| 2 0 0 1 0 0 1 0 0 2 0 8
5 0 0 0 0 1 0 0| O 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 4
71 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 2

On note pour tout entier naturel k non nul & (respectivement f) le nombre d’entiers d de N, tels que p* divise d
n

(respectivement tels que v,(d) = k). Montrez : aj = [—k} La II-1 est un piege, Sucri n’est jamais né en février !
p

Exprimez les By a l’aide de 0(1 et vice versa.
—+o00
VIII~1) Justifiez : v,(n!) Zk,Bk Déduisez : vy (n!) = Z [—k}
k=1 k=1 "-P
n n n
VIII~2) Déduisez : — —1<v,(n) < — = -+ ———.
p ’ p=1 p plp-1

Finis les préliminaires, on passe au probléme.

IX~0) Montrez pour tout 7 : In(n!) Z vp(n!).In(p
<n
pep

! !
Déduisez 'encadrement In(m) _ K<), In(p) < In(nt) +1In(4).
n pgn p n
peP
IX~1) Déduisez ) | In(p) _ In(n) + O(1).
ber
1 si k premier

X~0) On définit I'application x (fonction indicatrice de P) : x (k) = { 0 sinon



- i k ‘ n-1 n(l+1/k) Ap
On pose a; = x (k). . ; - Montrez : ; 2 ln ).In(1+k)" At In(n)
peP
CIn(+1/k) 1 L
X~1) Montrez : In(k). In(k+ 1) k=1 In(k) + O(k.(ln(k))z)

X~2) Déduisez : ) 1_ In(In(n)) +O(1).
p<n
peP

XI~0) Pour tout entier naturel 1, on note w(n) le nombre de diviseurs premiers distincts qui divisent .
Ecrivez un script Python qui prend en entrée 1 et retourne w(n).

XI~1) L'une de ces données est erronée : laquelle ?
| n [2020 [ 2021 [ 2022 [ 2023 [ 2024 [ 2025 [ 2026 | 2027 | 2028 [ 2029 |

(w3 [ 2 [ 3 [2 3 [5[2]1[]3]1]

;
XI~2) Soit n un entier dont la décomposition en produit de facteurs premiers est n = H (px)** avec les py distincts

k=1
et les ay strictement positifs. Montrez : w(n) =r < }EEZ;
r—1
XI~3) Montrez : n > 2. [ [(2.k +1) = 2".(r — 1)! et prouvez l'inégalité In(n) > (r —1).In(r — 1) — (r — 1). Dédui-

P
—_

In(n
sez la domination w(n) = O (ln(hS(Zl)))
XI~4) N est fixé dans IN* et on met sur range(1, N+1) (noté Ey) la probabilité uniforme (« chacun des N entiers est pris
avec la probabilité % »). On définit alors la variable aléatoire (fonction de Ey dans R) Xn »(d) = { (1) sirszion rdivise d
etXy = ) Xy, JustifiezVn € Ey, Xy(n) = w(n).
pEE,NP

1
XI~5) Montrez : E(Xy,) =

N’

N
[ } (voyez I'espérance comme une valeur moyenne de la fonction, c’est tout).

XI~6) Prouvez E((Xn)?2) = E(X) + ;{.U\;]Déduisez  Var(Xy) = O(In(In(N))).
1<pg<N .
(prq)gl’qu p#q
XI~7) Montrez : lim l.Card{n € Ex | |w(n) —In(In(N))| > (ln(ln(N))2/3} =0.
N—+4o0o N

Théoreme — La fonction 7t qui & un réel x associe 7(x) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a x,

In(x)"
Le théoreme des nombres premiers a été conjecturé dans la marge d’une table de logarithmes par Gauss en 1792

ou 1793 alors qu’il avait seulement 15 ou 16 ans (selon ses propres affirmations ultérieures) et par Adrien-Marie Legendre
(ébauche en I’An VI du calendrier républicain, soit 1797-1798, conjecture précise en 1808).

est équivalente lorsque x tend vers +oco, au quotient

Le Russe Pafnouti Tchebychev a établi en 1851 que si x est assez grand, 71(x) est compris entre 0, 92129.% et
1,10556.1-7-

n(x)
Le théoreme a finalement été démontré indépendamment par Hadamard et La Vallée Poussin en 1896 a 1’aide de
méthodes d’analyse complexe, utilisant en particulier la fonction { de Riemann.

Source : concours BECEAS.
Concours pour cing écoles d’actuariat et statistiques (ISFA Lyon, Dauphine, Strasbourg, ISUP-Paris Sorbonne (la
ol deux ex-MPSI2 sont partis I’an dernier)).

L’actuariat, c’est la branche dans laquelle les ingénieurs continuent a faire des maths de haut niveau (plutotdes sta-
tistiques, c’est vrai, mais pas comme au lycée).

Un actuaire est un professionnel spécialiste de 1’application du calcul des probabilités et de la statis-
tique aux questions d’assurances, de prévention, de comptabilité et analyse financiére associée, et de
prévoyance sociale. A ce titre, il analyse I'impact financier du risque et estime les flux futurs qui y



sont associés. L'actuaire utilise des techniques issues principalement de la théorie des probabilités et
de la statistique, pour décrire et modéliser de fagon prédictive certains événements futurs tels que, par
exemple, la durée de la vie humaine, la fréquence des sinistres ou I'ampleur des pertes pécuniaires
associées.

Salaire de 35.000 euros a ’embauche, jusqu’a 150.000 ensuite pour les actuaires passés par Poytechnique.

<272 IMontrez 7.2 + 8.2 = Z.
Montrez 7.Z + 8N = Z.
Montrez que tous les entiers a partir de 42 sont dans 7.IN + 8.IN.

(w280 ] Les suites a et b sont définies par a9 = 5et by = 2 eta, 11 = 2.4, + 3.b, etenfin b, 1 = 5.4, + 8.b, pour tout n.

. . g ag o . .
Montrez que ayet b, sont toujours entiers. Trouvez «g et B vérifiant det ( 0 =0 ) = 1. Trouvez M (carrée de taille

bo Po
2) vérifiant [ "1 ) = M. ( 9" pour tout n. Montrez alors D) = M (90 pour tout n. Montrez en
bpt1 by by bo
regardant le déterminant de M". Zg gg que a, et bysont toujours premiers entre eux.
29.] a 1 u 1 a u
22221 On donne —- =3 + et — =3+ . Calculez - — —.
b 1 v 1 b v
3+ 3+ —m———
1 1
2+ 2+
1 1
3+ —— 3+ -
NP "2
x 4y +z = 3 x  ty  +z
O¢ x +2y —z = 2 apoursolution (1, 1, 1). De combien augmente x pour lesysteme{ x 42y —z
2x -5y 43z = 0 2x -5y +3z

Bonus : Ces macaques font malotrus. Il boucle I'édito. I nest pas utile au poste. Ote ta lampe que je puisse guetter.
Elle aime les boites de Hongrie. Sable minus. La pinéde sent la braise. Oh le sot greffier.

3t ] O Montrez que dans range(83) il y a 82 entiers premiers avec 83 (qui est premier).
Montrez que dans range(83%) il y a 82 x 83 entiers premiers avec 832 (qui n’est plus premier, lui !).
Montrez que dans range(1411) il y a 1312 entiers premiers avec 1411 (qui contient un facteur 83).

32217 et b sont deux entiers naturels. On suppose : 3(u, v) € N?, a.u + b.v = 1. Montrez que a divise b ou b divise a.
A et B sont deux entiers relatifs de somme non nulle. Montrez : 3(u, v) € R?, Au+ Bov=1.

I&l Si on vous donne une idéntité de Bézout entre a et b (a.u + b.v = 1), trouvez une identité de Bézout entre a? et b.

: 2 _
On définit f = x — { (1) sirslim ab)eZ® x=a+ b2 . Acceptez vous de représenter graphiquement
£?

Montrez que f est périodique de période 1.

1
Montrez que f n’est pas périodique de période .

2
I&l Q On veut montrer que pour 7 entier, /7 est soit entier (comme +/16), soit irrationnel (comme V7).
On suppose /n = g avec p et g entiers premiers entre eux. Montrez qu’il existe a et b entiers vérifiant
an.g+b.p=/n.
Concluez.

<362 Jon rappelle : U, = {z € C | zF = 1}. Montrez : U, N Uy = Uppg.

w3z ] () est une suite réelle. Vrai ou faux : si ((u,)'®) et ((u,)””) convergent alors (u,,) converge ?
Si ((un)'®) ou ((un)””) diverge alors (u,) diverge ?

N W



1 2 3 4
Q Dérivez x — 1243
x 2 1 3
1 2 31
Bonus :

Admirez les parts des dineurs. Treize a table et pleins de fric. Elle boude le phare. Ce malus fou mérite-t-il une
telle pub ? Ils aiment les criis cotiteux. IIs dinent avec des rapaces. Cuvées de prix. C’est un expert en gaffes avec
projet. Ils aiment les menus cachés. Des sinistres mastiquent.

<39: 01 parait que le critére de divisibilité par 7 est de la forme
si on part de abc def ghi par exemple, on calcule abc — def + ghi
si on part de ab cde fgh ijk par exemple, on calcule ab — cde + fgh — ijk
et on regarde si le nombre est multiple de 7.
Cette démonstration est elle aussi valable pour la divisibilité par 13 ?

<402 J Un nombre sur divisible est un nombre « divisible par le nombre de ses diviseurs ».
Montrez qu’il y a exactement 6 nombres sur divisibles ayant justement 70 diviseurs.
Montrez que tout nombre sur-divisible impair est congru a 1 modulo 8.
Montrez qu'un nombre sur-divisible ne peut pas valoir 6 modulo 8.

Bonus

Ce gant est assoupLi. Il est PRéEmuni face aux Doutes. Sans Péze, il manque de Bouffe. Les vieux Masques évitent
la FLotte. Pas de Bouffe, pas de Tabac. On manque de CHaises pour attirer les corBeaux. Ne faites pas craMer votre
CHambre. Ces SPoliés sont pleins de Germes. J’ai CHIné un gros CALIbre. Les Bars s’enDettente.

<4ielon suppose qu’il n’y a qu'un nombre fini de nombres premiers congrus a 3 modulo 4 : notés de p; a py. On
définit alors 4.p; ... pn — 1 (noté Q). Montrez que Q admet au moins un diviseur premier. Montrez que Q admet au
moins un diviseur premier congru a 3 modulo 4. Montrez que ce diviseur ne peut pas étre 1'un des p;.
Déduisez : il y a une infinité de nombres premiers congrus a 3 modulo 4.

x = 2 [3] x = 1 [3]
(2420 Y Résolvez les deux systtmes suivants : ¢ x = 1 [7] |puisq 2x = 1 [7]
x = 4 [10] 3x = 1 [10]
w32 Jo Appliquez I'algorithme d’Euclide et trouvez une identité de Bézout pour
les entiers 2022 et 143
les polynomes X* 4+ X® +1et X> — X + 1.
[Lae] . n = a [7] | . n 1 [7] n = 0 [7]
<==21Montrez que pour résoudre no= p [12] il suffit de savoir résoudre " 0 [12] et 1 [12]
Trouvez l'inverse de 12 dans Z.; 7 et déduisez les solutions de Z z (1) [[172}] ’
Trouvez l'inverse de 7 dans Z1, 7 et déduisez les solutions de Z z (1) [[172}] l
n = a [7] n = 1 [7]
Montrez que pour résoudre | n = p [15] | il suffit de savoir résoudre | n = 0 [15] | et deux autres sys-
n = v [16] n = 0 [16]
temes similaires.
n =1 1[7]
Trouvez l'inverse de 15, de 16 et de 15.16 dans Zy et déduisez les solutionsde | n = 0 [15]
n = 0 [16]
n =1 [7]
Résolvez | n = 2 [15]
n = 4 [16]

<452 ] Un nombre dernier est un nombre qui a beaucoup de diviseurs ; c’est a dire qui a plus de diviseurs que tous les
entiers plus petits que lui. Ecrivez un programme qui liste des quarante premiers entiers derniers (et pas des quarante
derniers nombres premiers).

<462 I Sachant qu’il y a 168 nombres premiers entre 1 et 1000, lequel de ces quatre nombres est leur somme :



[11569 | 76127 | 57298 | 81744

1
w472 ] Calculez 3 + ———et3+ ! i a 1077 pres.

7+ 1 7+B

15+T
. 1 1 1
Quisont1+ 1 , 2+ 1 et2+ 1 ?

1+ I 2+ I It —a

1+ 2+ 24+ ——F—
1+... 24... 1+ —L
24—

Donnez le dévelmoppement en fraction continuée de /5.

<482 1 Un nombre second est un nombre produit de deux nombres premiers distincts. Ecrivez un script qui pour N donné
calcule combien entre 0 et N il y a de nombres seconds (en supposant que vous avez un programme prem qui teste si un nombre
est premier).
L’ensemble des nombres seconds est il stable par addition ? Par multiplication ?

100
& Montrez que [ [(k!) n’est pas un carré parfait.
k=0
Pouvez vous effacez un des termes du produit pour en faire un carré parfait.

<502 I Pour tout n, on appelle “suite de Farey d’indice n” la liste triée des rationnels de [0, 1] de la forme irréductible g
avec g < netonlanote F,.

Déterminez Fs.

Montrez : Card(F,) — Card(F,_1) = p — 1 (p est un nombre premier).

Montrez : Card(F) — Card(Fo_) = p? — p (p est un nombre premier).

Montrez : Card(Fy ) — Card(F,5-1) = p.g — p — q + 1 (p et g sont deux nombres premiers distincts).

. a c oy a a+c c
Montrez que si 5 et P sont deux termes consécutifs de F, alors on a 5 < ﬁ—i_d <7 etad—b.c=1.

I&I & Soit p un nombre premier. On note (Fp, +, ) le corps des entiers de 0 & p — 1 pour 1’addition et la multiplication
-1
modulo p. Montrez que les polynémes h (X — k) et XP~!1 —1 ont le méme degré, le méme coefficient dominant
et les mémes racines. Déduisez qu’ils s?);lt égaux. Que donnent les formules de Viete pour la somme et pour le
produit des racines (théoreme de Wilson) ? Que donnent elles pour la somme des inverses des racines. Montrez que le
numérateur de Zi % (série harmonique) est un multiple de p (théoreme de Wolstenholme).
=1

<5221 Pour tout n, on pose F, = 2(2") 4 1. Calculez Fya F,. Vérifiez qu’ils sont premiers.
Montrez que Fs est divisible par 641.
n

Montrez : 1_[ Fo=F —2.
k=0

Montrez que si un entier p divise F; et Fy (n < N) alors p divise 2.
Déduisez que F,et Fy sont premiers entre eux.

Pour tout n, on note pj, le plus petit nombre premier qui divise F;.

Montrez que la suite des (p,) est une suite contenant une infinité de termes.
Ecrivez tant qu’on y est un script Python qui détermine p,, pour n donné.

<532 © Pour tout entier naturel n, on note ¢(n) le nombre d’entiers entre 0 et 1 qui sont ptemiers avec n (p.g.c.d.(n,k =
1).
Montrez : ¢(p) = p — 1 si p est premier.
Montrez : ¢(p?) = p*> — p et plus généralement ¢(p*) = p* — p*~1 pour p premier et k entier.
p et g sont deux entiers premiers distincts. Justifiez : ¢(p.q) = pgq—p—q+1.

Démontrez : ¢(2022) = 2022.(1 - %)(1 - 1).(1 L ) ¢(2023) = 2023.(1 - 1).(1 - i) et ¢(2024) =

. ! ) 3 337 7 17
2024.(1— E)‘(l - ﬁ).(1 - 2—3)



<542 I Vous avez les entiers de 1 a 200 (inclus). Vous en tirez cinq. Combien de tirages possibles ?
Combien de tirages contiennent exactement deux nombres pairs et exactement deux nombres premiers.
pour information, le 46" nombre premier est 199.
Les raisonnements qui suivent sont faux,, pourquoi ?

¢, Il y a cent nombres pairs, d’ot1 < OO) et 46 nombres premiers : on additionne (20()) : (200) + (2()0).

100 46 100 46
100 46 100 46
o Il y a cent nombres pairs, d’olt ( 5 > et 46 nombres premiers : on additionne N < ’ ) + ) ) .
46 100 46
o3 Il y a cent nombres pairs, d’ott ( et 46 nombres premiers : on multiplie ( ’ ) : ( 5 ) X ( N >

2
: .. (200 . . s 200
o4 Il y a cent nombres pairs, d’ot1 100 et 46 nombres premiers dans ce qu'il reste : on additionne 16 ) -

)

o5 Il y a cent nombres pairs, d’ott et 46 nombres premiers dans ce qu’il reste, et il faut prendre un dernier

100
1 4 4
élément dans ce qu'il reste encore : < 2O> . < 26) . <51 ) (il y a bien 54 nombres impairs, non premiers).

Trouvez la vraie réponse.



