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a0

Un réel a est dit adhérent a une partie A de R si et seulement si il existe une suite (a,) de points de A qui
converge vers «. Montrez que tout point de A est adhérent & A. Qui sont les points adhérents a Z ?

Montrez que tout points adhérent a A est adhérenta A U B. Montrez que tout point adhérent a A U B est adhérent
a A ou adhérent a B (d’une suite (c,), ne gardez soit que les points de A ou soit que les points de B).

Montrez par un contre-exemple que 1’on peut étre adhérent a A et & B sans étre adhérent & AN B.

Soit 2 un point de A. Alors la suite constante égale a a converge vers a.
a est adhérent a A.

La réciproque est fausse. 0 est adhérent a |0, +oo[ mais n’est pas dans |0, +oo].

Les éléments de Z sont adhérents a Z comme on vient de le dire.

On va montrer qu’il n’y a qu’eux. Soit en effet un élément a dans I'adhérence de Z. Il existe une suite («,) d’entiers
qui converge vers 4.

Mais si une suite d’entiers converge, elle est constante a partir d"un certain rang (écrire |ap — ag| < |ap —a| +[a —

wg| < % + ; a partir d’un rang N¢ ;).

Et étant constante, sa limite est égale a la valeur en question. Ona donca = ay, ,, € Z. a est entier.

Soit a4 un élément adhérent a A. Il existe une suite («,) de points de A qui converge vers a. Mais c’est aussi une
suite de points de A U B. Notre élément a est adhérenta AUB .

Soit a adhérent a A U B. Il existe une suite d’éléments (x,) de A U B qui converge vers a.

I n'y a aucune raison qu’ils soient tous dans A ou tous dans B (exemple O est adhérent a
n

2}’[

] — 00, 0[U]0, 4oo[ en utilisant la suite ((—2) ") ou si vous préférez ( ( )., mais cette suite sautille

sans arrét de A a B.

Mais une suite est faite d"une infinité de termes. C’est donc qu’il y en a au moins une infinité dans A ou une infinité
dans B.

Onnote Ny = {n € N | x, € A} etINg = {n € N | x, € B}. Par construction N4 UNp = N et il
est impossible que les deux ensembles soient de cardinal fini.

Supposons que justement IN 4 est infini. On en liste les éléments par ordre croissant N4 = {¢(n) | n € N}, etona
une sous-suite de la suite initiale (xq,(n) ). Elle converge vers a et tous ses éléments sont dans A. 2 est donc adhérent
aA.

On revient avec 0 adhérent a | — oo, 0] (suite (—1/n)) et adhérent & |0, +oo[ (suite (1/n)).

Mais comment pourrait il étre adhérent a leur intersection. Allez donc me construire une suite de | — oo, 0[N]0, 40|
!




alp

On rappelle les définitions :

A intérieur de A | 1€Ae (Fau>0,[la—a ata]CA) |
| A adhérence de A | ceAs (Va>0,[c—a cta]NA£QD|
LA | 1o1] | Q | (0 1]nQuU([1,2ln(R-Q)) | ZUJo, 1]
A 10, 1[ @ 10, 1]
Complet A [0, 1] R =] — oo, +00| ZJ)o, 1]
ompietes A 10, 1 R 10, 1]
A [0, 1] @ [0, 1]
A-A {0, 1} R Z

Trouvez un ensemble pour lequel les six lignes sont toutes distinctes.

= 8
Pourquoi est ce que je ne demande rien sur A ni sur A ?

Montrez que le complémentaire de l'intérieur de A est 'adhérence du complémentaire de A.
Trouvez une phrase avec complémentaire de I’adhérence.

Lesquelles sont vraies

I'adhérence de la réunion de A est B est la réunion de I'adhérence de A et de I'adhérence de B
I’adhérence  de l'intersection de A est B est l'intersection  de ’adhérence de A et de 'adhérence de B
l'intérieur de la réunion de A est B est la réunion de l'intérieur de A et de I'intérieur de B
I'intérieur  de l'intersection de A est B est I'intersection de l'intérieur de A et de l'intérieur de B

Un peu de topologie, pour qui veut s’amuser a regarder les étoiles.

Soit A une partie de R. On définit intérieur et adhérence (notées aussi A et A) :

[ Int(A) ={aeR|[Fa>0,Ja—a, a+a[C A} [ Adh(A) ={a e R|Va >0, Ja—a, a+a[NA # D} |
Montrez : Int(A) C A C Adh(A).

Montrez qu’un réel a est dans Adh(A) si et seulement si il est limite d’au moins une suite de points de A.
Complétez (et expliquez pourquoi la colonne x est impossible)

| A [RIQJR-QJ[0,1[]2ZU]3/2,5/2]] | 1]
Int(A) 0, 1[0 1
Adh(A) 0,2] [0, 1

Montrez In(Int(A)) = Int(A) et Adh(Adh(A)) = Adh(A).

Montrez : Int(A¢) = (Adh(A))° et Adh(A°) = (Int(A))°.

Montrez : Int(A) N Int(B) = Int(A N B). Montrez Int(A) U Int(B) C Int(A U B), et donnez un exemple pour
lequel il n’y a pas égalité.

a3

Q© On dit que « est une valeur d’adhérence de la suite u si il existe une sous-suite de u qui converge vers a.

1-) Montrez que toute suite convergente n’a qu'une valeur d’adhérence.

2-) Donnez une suite ayant trois valeurs d’adhérence exactement.

3-) Donnez une suite n’ayant aucune valeur d’adhérence.

4-) Montrez que I'ensemble des valeurs d’adhérence d"une suite bornée est borné et non vide.

5-) Un éleve prétend que si a est valeur d’adhérence de u et 8 valeur d’adhérence de v, alors & + B est valeur
d’adhérence de u + v. Montrez qu'il a tort (contre-exemple universel ?).

6-) Montrez que si « est valeur d’adhérence de (1 ,,) alors elle est valeur d’adhérence de (uy,).

& Peut on montrer que si a est valeur d’adhérence de (u,) alors elle est valeur d’adhérence de (u,) ou de
(U2n41)?

Montrez que 0 et 1 sont valeurs d’adhérence de (v/n — [/n]).

& Montrez que la suite (v/n — [y/n]) a une infinité de valeurs d’adhérences.

1-) Montrez que toute suite convergente n’a qu'une valeur d’adhérence.
Si la suite converge, toutes ses sous-suites convergent aussi, mais vers la méme limite.
Les seules limites de sous-suites possibles sont donc la limite A.

2-) Donnez une suite ayant trois valeurs d’adhérence exactement.
. - 2nm W
Prenons une suite périodique de période 3. Par exemple (cos (T + E) ) .
Ch des trois réel (2.n.7r+ T ) (Z.n.n+ n) ¢ <2.n.7r+ 71) t limite d’ .
acun des trois réels cos ( —— + -, Jcos ( —— + —= | et cos — ) est limite d’au moins une sous-
) 3 12 3 12 3 12
suite ((u3.1), (U3.n+1) et (U3 40))-
Aucun autre réel ne peut étre valeur d’adhérence.




a4

En effet, si une sous-suite (u q](n)) converge vers un réel «, alors au moins un des trois ensembles suivants est infini

A{n | o(n) = 03]}, {n | ¢(n) = 1[3]} et {n | p(n) = 2[3]}. Si c’est le premier (sans perte de généralité), on en
2nmw

indexe les éléments par ordre croissante, et la sous-sous-suites (u <P(</>(n))) est constante égale a cos (nT + Pk )

nmwo P : .
(dans le cas « congru a 0, je vous laisse compléter dans

. 2.
La seule valeur possible pour « est donc cos (T + Pk
les autres cas).
3-) Donnez une suite n’ayant aucune valeur d’adhérence.
La suite (n) diverge vers +co. Toutes ses sous-suites divergent donc aussi.
Aucun réel ne peut donc étre limite d"une sous-suite.

Abusivement, direz vous que I'infini est sa seule valeur d’adhérence ?

4-) Montrez que 'ensemble des valeurs d’adhérence d'une suite bornée est borné et non vide.

Si la suite est bornée (disons par M), alors toutes ses sous-suites sont bornées.

Si une certains sous-suite (i,(,)) converge vers une valeur d’adhérence A, alors par passage a la limite dans
Vn, \u¢(n)| < M, on obtient |A| < M.

De plus, si la suite est bornée, le théoréeme de Bolzano-Weierstrass assure qu’il y a au moins une sous-suite conver-
gente. C’est a dire une valeur d’adhérence.

5-) Un éleve prétend que si a est valeur d’adhérence de u et § valeur d’adhérence de v, alors a + 8 est valeur
d’adhérence de u + v. Montrez qu’il a tort (contre-exemple universel ?).

Tiens : (a, = (—1)" pour tout n et b, = (—1)"*! pour tout n.

Les deux valeurs d’adhérence de (a,) sont —1 et 1.

Pareil pour (by,).

Mais (a, + b,) a pour unique valeur d’adhérence 0 (elle est constante).

Et onn’y retrouve pas 1+ 1.

Le probleme vient de « une sous-suite de (a,) qui converge vers a : (a,(,)) »

«une sous-suite de (b) qui converge vers B : (by(y)) »-
Pourquoi aurait on la méme extraction ?

6-) Montrez que si « est valeur d’adhérence de (1, ,,) alors elle est valeur d’adhérence de (uy,).
Si une sous-suite (i 4(,)) converge vers un réel a, alors il suffit de la voir comme sous-suite de (a,) pour que a
soit valeur d’adhérence de (a,).

On suppose qu’une sous-suite (u4,,)) converge vers un réel a (ce sera a la valeur d’adhérence de la grande suite).
Mais alors sionpose A = {n € N | ¢(n) =02} } et B={n e N | ¢(n) =1[2}},ona AUB =N.

Il est impossible que A et B soient de cardinal fini.

L’un au moins est infini.

Sic’est A, on en indexe les éléments par ordre croissant, et on dispose d’une suite de nombres de la forme 114, qui
converge vers . C'est donc une valeur d’adhérence de (u2p).

Si c’est B, on en indexe les éléments par ordre croissant, et on dispose d"une suite de nombres de la forme ;i
qui converge vers «. C’est donc une valeur d’adhérence de (u2 1)

Sion pose u, = \/n — [y/n] comme indiqué (partie fractionnaire ou « derriere la virgule »), alors la sous-suite (,2)
est nulle et converge vers 0.

En revanche (u,2_,,) converge vers 1.

Pour faire converger vers des réels de [0, 1], on prend des (u,_,,,.) et on ajuste truc (exercice trouvable sur le TD).

On rappelle la définition de A estun ouvertde R :Va € A, Je >0, [a —¢, a +¢] C A.
Montrez que si A et B sont ouverts, alors A N B et A U B sont ouverts.
Montrez que chaque | — 27", 27"[ est ouvert. Montrez que ()] —2"", 27"[n’est plus un ouvert.
neN

Montrez que si chaque A; est un ouvert, alors U A; est encore un ouvert.

i€l
Soit A un ouvert et (by,) une suite a valeurs dans A° (complémentaire). On suppose que (b,) converge vers p.
Montrez (par I'absurde) que p est aussi dans A°.




VaecA Je>0, [a—¢g at+e]CA
VBEB, Je>0,[B—¢ B+e CB
Vx€ AUB, 3e>0, [x—¢ x+¢] C AUB
prenons x dans A U B deux possibilités :x est dans A ou x est dans B
esixestdans A :3e >0, [x—¢, x+¢ CAC AUB
esixestdansB : 3¢ >0, [x —¢, x+¢/ CBC AUB
Vx€ ANB,3e>0,[x—¢ x+e CANB
prenons x dans A N B deux possibilités :x est dans A et x est dans B
e puisque xestdans A : Je; >0, [x — &1, x+€1] C A
e puisque x estdans B : Je; > 0, [x — &y, x + €3] C B
considérons ¢ = Min(e1, €3) :[x —¢, x+¢€| C[x—¢e, x+e1| CA
[x—¢ x+¢€ Clx—e x+¢e] CB
on reconnait [x —¢, x+¢] C ANB.
| —27", 27" est un intervalle ouvert, il a intérét a étre ouvert.
Prenons x dans | —27", 27"[.Onaalors —27" < x < 27"
On mesure 27" — x et x + 27" (distance au « bord du segment).
On prend le plus petit des deux : Min (27" — x, x +27"). Il est strictement positif.
On le divise par 2, il est toujours strictement positif. On 1’appelle «.
Onaalors —27" < x —¢ < x +¢& < 27". Lintervalle | — x — ¢, x + ¢[ estinclus dans | — 27", 27"[.

=]

Min(a—x, x—b)
7 .
L'intersection généralisée se réduita 0 : ()] —27", 27"[= {0}.
nelN

Plus généralement, pour x dans ]a, b[, prendre ¢ =

Situm'écris ()] —27", 27"[= 0, je te fais bouffer toutes les feuilles de papier millimétré des labos de physique.
nelN

Ce n’est plus un ouvert.
0 est dedans, mais aucun intervalle |0 — ¢, 0 + ¢[ ne peut étre inclus dans {0}.

Soient A; des ouverts. On prend x dans Ia réunion. Il est donc dans I'un des A;. Disons A;;.

Alors, comme A; est ouvert, il existe un ¢; strictement positif vérifiant Jx — €y, X+ €, [C Ajy.-

Mais alors, par définition de la réunion (plus petit ensemble contenant tous les A;) : |x — €;,, x +¢&; [C A;jy C Ujes Aj-
C’est ce qu’on voulait.

A est un ouvert, chaque b, est dans A°. Et on suppose que la suite des (b,) converge (apres tout, une suite croisée au
hasard dans le cours de maths n’a aucune raison de converger, sauf dans le cours de maths de Terminale).

On note b la limite de la suite. Il faut montrer qu’elle n’est pas dans A.

Si elle était dans A, alors il existerait un ¢ vérifiant |b —¢, b+¢[C A .

Mais on sait aussi qu’a partir d'un certain rang N/, (pour la tendre moitié cet ¢ la en particulier), on a |b, — b| <
e/2.

Ce qui se traduit par b, €|b—¢, b+e[C|b—¢, b+¢[C A.

certains des b, sont dans A, c’est contradictoire.

Des lors, forcément, la limite b est dans A°€.

On peut résumer en disant que le complémentaire d’un ouvert est « stable par passage a la limite ».

Rappel : Les inégalité strictes se conservent par passage a la limite. Les fermés comme [a, b] sont stables
par passage a la limite.
Les inégalités strictes ne se conservent pas par passage a la limite. Les ouverts ]a, b[ ne sont pas
stables par passage a la limite.




22-_1| & On appelle section ouverte finissante toute partie A non vide de Q majorée vérifiant

(Vac A, Fbe A, a<b)et (VacA VceQ c<a=ceA)

Montrez que pour tout rationnel r, ’ensemble | — oo, [ est une coupure.
Montrez que {x € Q | x?> < 2 ou x < 0} est une section ouverte finissante.

Montrez que l'inclusion est une relation d’ordre sur les sections ouvertes finissantes.
Montrez que cet ordre est total.

Pour A et B sections, on définit A+ B = {a+b|a € A, b € B}. Montrez que c’est une section ouverte finissante.
Montrez que cette addition est commutative et associative et que Q~* en est le neutre.

Soit A une section ouverte finissante. On définit A’ = {x e Q| Ja € Q, Va € A, x < a < —a}. Montrez que A’
est une section ouverte finissante.

Montrez : A+ A’ = Q™*.

On se donne une famille (A;),c; de sections ouvertes finissantes toutes incluses dans une section ouverte
finissante A.

Montrez que | J,c; An est encore une section ouverte finissante, contenant toutes les A;,.

Montrez que toute section ouverte finissante contenant tous les A, contient |J,,c; Ax.

L’ensemble des sections ouvertes finissantes est IR, et les questions au dessus montrent que toute partie de R
majorée admet un plus petit majorant.

A faire.

<62 1| Montrez qu’une suite vérifiant : 3p, Vn, a, < ap et 3q, Vn, a, > a, admet au moins une sous-suite qui converge.
Montrez qu’une suite vérifiant 3p, Vn, a, < ap et Vn, 349, a, < ap admet au moins une sous-suite qui converge.

Question que j’aurais pu poser en LS.
Dans I'hypothese dp, Vn, a, < ap et dg, Vn, a, > ap, la suite est bornée par ag etay.
Nos amis Bolzano et Weierstrass donnent une sous-suite qui converge.

Sila suite 3p, Vn, a, < ap et Vn, 3q, ay < ap, alors elle est majorée par a,. Mais rien ne dit qu’elle est minorée.
Simplement, pour tout 4, il y a au moins un a4 plus grand que lui.

C’est ce qui va permettre de construire une sous-suite croissante.

Et cette sous-suite croissante majorée va converger.

Pour n égal a 0, il existe pg vérifiant ap, > a9. On prend celui dont I'indice est le plus petit.

Pour n égal a py, il existe py vérifiant a,, > ap,. on prend celui dont I'indice est le plus petit. Et il est forcément
plus grand que po d’apres la ligne au dessus.

Pour n égal a p1, on prend le premier indice p vérifiant a, > ap,.

Et ainsi de suite.

C’est avec «le premier indice tel que » que 'on garantit que I'extraction est croissante.

Q Montrez que si la suite (1,) converge, alors la suite (sin(u,)) converge aussi. Montrez qu’on n’a pas de
réciproque.

Si (uy,) converge vers a alors (sin(u,)) converge vers sin(a).
Par continuité de 'application sinus.

H, Ve >0, IN;, Vn, n > Ny = |u, —a| <e

Ve >0, 3S¢, Vn, n > S = |sin(uy,) —sin(a)| < €
Il sufflt de prendre S; = Net de faire usage de |sin(b) —sin(a)| < |b — a| pour tout couple (a, b).

Pour I'absence de réciproque, la suite ((—1)".77) diverge.
Mais (sin((—1)".7r)) converge (vers 0).

. Produits infinis .




[~0) | Déterminez la limite quand N tend vers l'infini de
N 1 N 1 N 1 N 1 N 1
1—— 1+ - l== 11— = 1-——
g( n) J;Iz( n) };[2( n2> 111;[1< n2> E( N)
Dans la liste proposée, plusieurs sont des produits télescopiques.
N
(n—1)
, N 1y _ fen—1_ 55 O (N=D! 1
Je vous en traite un J;[z (1 — E) = H= = N = N =N
[~
n=2
ﬁ( 1)
n—+
, N s L e _(N+1)1/2 N+1
Etmemedeux}jz(l—i—ﬁ)—};I2 e N = N =
[~
n=2
N N
+1). -1
Et aussi N Loy No(n—1).(n+1) ,Ez(n : ,Ez(n )  N+1
auss1£[2( n2>_£12 n2 - N2 2N
(114
n—=
N 1 N 1 N 1 N 1 N 1
(-3 () () () (-5)
télescopique télescopique télescopique nul tous égaux
1 N+1 N+1 0 (1 B l)N
N 2 2.1N 1N
0 +o00 3 0 -

e
Pour la derniere, tous les termes sont égaux, on a donc juste a compter les termes. Et pour la limite, on passe par le

1 In(1 -1 -1
(1 — —) =— n(1+ xJ)C n(x) avecx = — qui tend vers 0. La limite des taux d’accroissement

est la dérivée du logarithme en 1 (et c’est 1).

logarithme N.In

P i 1
E : j j'écri 1--)= 1 hoque-t-il ?
trange Sij'écris nljz < n) 0, cela vous choque-t-i

Un produi;est nul alors qu’aucun des facteurs ne l'est...
Mais ce n’est pas un produit, mais une limite de produits...

2

I~1) | Montrez pour tout t de |0, 1[ : ¢ — % <In(1+41¢) <t

12
L’encadrement t — 7 < In(1++t) < ts’obtient par e variation de fonctions t — t —In(1+¢) et
12
t»—>ln(l+t)—t—|—§
e formule de Taylor
et surtout pas par développement limité

Un développement limité est une histoire de limite en O de formes indéterminées, et jamais au grand jamais il ne peut donner le signe du

reste ou des encadrements et inégalités, méme dans vos réves les plus fous 1

Par tableau de variations :
ot —3t— ln(l + t) est décroissante puis croissante (dériver), nulle en 0, donc positive.
2

ot—In(1+t)—t+ 5 est croissante, nulle en 0, donc positive apres 0.

1. sauf si vos réves les plus fous sont des calculs approchés en physique, mais alors ce sont des cauchemars, non ?



t2 u=1 _1
Avec formule de Taylor :{ @ In(1+£) = 0+ 1+ . [ (1= ). dule reste est négatif
vec formule de Taylor :| e In(1+1¢) t1t+ 7 u:O( u) A+t u le reste est négati
doncIn(1+1¢) <t
t2 t3 u=1 2
eln(1+¢t) =0+1.t+ ) + 7 ) (1- u)z.m.du ce reste est positif pour ¢

positif
12
doncIn(1+1¢) >t — 0

N
[~2)| x est un réel dans ]0, 1[, le produit | | (1 = x”) converge-t-il quand N tend vers l'infini ?
n=1

N N
On regarde le logarithme du réel positif | | (1 + x") :c’est Y In(1+x").
n=1 n=
On majore avec la moitié de 'encadrement précédent et des formules usuelles
N N x — xN+1
In(1+x") <) " =
n=1

1—x

x
1—x

N
n=1

N
La suite ( 2 In(1+ x")) N est croissante (passage de N a N + 1 en ajoutant un réel positif In(1 + xN*1)) et majorée (par un
n=1

réel, ne dépendant pas de N, c’est la moindre des choses) elle converge donc.

Sa limite n’est pas explicitée ici, et la minoration ne sert a rien pour la conclusion.

Petit extrait quand méme du rapport du jury :

o Malgré 'utilisation de la calculatrice, on rencontre des errveurs de calculs ou, plus souvent, des incompréhen-
sions sur la signification des calculs (par exemple un —N_y+o 1 qui se transforme en uy = 1 ou 'oubli des
termes en o lors des développements limités).

o Le respect le plus élémentaire pour l'infini semble étre devenu une compétence optionnelle, implicitement ré-
servée a la téte de classe ; seuls les meilleurs candidats se rendent compte que le produit infini n'est défini que
comme limite et demande a étre manipulé avec précaution.

o La longueur et la difficulté du sujet sont tempérées par la présence de nombreuses questions ne nécessitant
aucun raisonnement ni aucune rédaction, permettant ainsi de masquer les difficultés, pourtant inquiétantes,
d’expression et de compréhension des candidats.

o Le jury rappelle que penser et s’exprimer clairement, plus encore que calculer juste, sont deux qualités essen-
tielles pour un ingénieur.

Je ne peux qu’étre d’accord avec eux sur tous ces points...

a8

DeeChatemsgne Mz Ameyn
. Centrale PC .

II~0) | On note UP l'ensemble des suites réelles ultimement périodiques (3R € N, dp € IN¥, Vn >
R, antp = ay). Montrez que c’est un sous-espace vectoriel de (RN, +,.). Est il de dimension
finie ?

Ma correction sera émaillée d’extraits du rapport du jury de Centrale-Supelec.

Je vous livre d’ailleurs tout de suite une premiere remarque de leur part:

Quelques remarques générales pour commencer :

notons de graves fautes de raisonnement dans les raisonnements par récurrence : « supposons qu’une propriété est vraie pour tout n et
montrons-la pour n+1 », mauvaise initialisation de la récurrence lorsqu’'il faut faire deux vérifications au départ.

Uincapacité a nier une assertion, par exemple « a est bornée ».

Signalons encore I'utilisation abusive de « il est clair que », « il est évident que », I'invocation d’un théoréme du cours pour justifier une
assertion sans citer le dit théoreme ni vérifier que les hypothéses sont satisfaites, la facilité avec laquelle est signalée une erreur de texte
lorsque le résultat obtenu n'est pas celui annoncé (jusqu'a trois erreurs dénoncées dans une méme copie !).

Enfin, le vocabulaire est trés souvent imprécis (confusion entre nombre et chiffre, entre bornée et majorée).

On va utiliser la notion de sous-espace vectoriel (en précisant de qui).
La suite nulle est ultimement périodique (rang 0 période 1).

Prenons deux suites ultimement périodiques (rangs R et R/, périodes p et p’). On a alors



Vn > Max(R,R’), uy 14 = uy en posant qle p.p.c.m. de p et p'.

Rapport du jury : La définition d'un espace vectoriel n’est pas toujours connue. La recherche d’une période commune a deux suites
ultimement périodiques n’apparait pas toujours nécessaire. Il y a confusion entre cardinal et dimension d’un espace vectoriel.

L'espace des suites ultimement périodiques contient déja celui des suites périodiques (avec R = 0). Et cet espace
des suites périodiques est de dimension non finie. En effet, on peut y trouver de familles libres de suites aussi
grandes que l'on veut.

On se donne N et on construit des suites de périodes 2, 3, 5, 7, 11 jusqu’au N nombre premier (astuce pour
qu’elles forment une famille libre).
si  nmultiple de py

La k**™¢ suite, associée au nombre py, est définie par n — { 0 sinon

Par exemple (1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1...) pour l'entier premier 5.

On notera v), cette suite (de terme général vy, , il faut deux indices).
N
On montre la liberté de cette famille (v, vs, vs, ... va) en se donnant N réels et en supposant Z ax.vp, = 0 (suite
k=1
nulle).
On veut montrer que les a; sont tous nuls.

Pour comprendre :
a1.(1,0,1,0,1,0,1,0...) + 22.(1,0,0,1,0,0,1,0...) + a3.(1,0,0,0,0,1,0,0...) = (0,0,0,0,0,0,0,0...) donne, rien
qu’en regardant les termes d’indices 2,3 et 5 : a1 = ay = a3 = 0.

N
Regardons le terme d’indice n = 2 dans Z ax.vp, = 0.1l vaut a;.1 + 0. Donc a; est nul.
k=1

N
Regardons le terme d’indice n = 3 dans Z ax.vp, = 0.l vaut 0 + a2.1 + 0. Donc a, est nul.

k=1
N
Regardons le terme d’indice n = 5 dans Z ax.vp, = 0.l vaut 0 + a3.1 + 0. Donc a3 est nul.
k=1
N
C’est en regardant le terme d’indice n = py dans ) _ a.vp, = 0 qu’on trouve a; = 0.
k=1

Ayant une famille libre aussi grande qu’on veut, ’espace est de dimension infinie.

| Rapport du jury : La justification de la dimension infinie est, sauf dans quelques trés bonnes copies, trés imprécise. |

I1I~0) | Montrez que toute suite ultimement périodique (a,) est bornée. |

Soit une suite (a,) périodique de période p a partir du rang R.
Elle ne prend alors qu'un nombre fini de valeurs.

On peut méme en donner la liste ag jusqu’a ag_1 puis les valeurs de ag a agy p—1 reprises ensuite de maniére périodique.
On peut majorer la suite en valeur absolue par Max(|ag|, a1 ... |agyp-1])-

[lI~1) | Déduisez que si (a,) est ultimement périodique et x dans [0, 1[ alors la famille (a,.x™) est

~+o00
sommable, et montrez que sa somme Z uk.xk est une fraction rationnelle en x.
k=0
On note K un majorant de la suite ultimement périodique (en I'occurrence K = Max(|ao|, |a; ... |ar4p-1))-
Pour montrer que la famille (a,.x") (indexée par IN) est sommable, on va la majorer en valeur absolue par une
famille sommable de référence : |a,.x"| < K.x".
Et la famille (K.x") est sommable, il suffit de regarder les sommes partielles

_ «N+1
1—x < K
1—x 1—x

N
Y Kax" =K.
n=0

Le majorant ne dépend plus que de x et pas de N.
La famille (K.x™") est sommable, et par majoration en valeur absolue, la famille (a,,.x") 'est aussi.




On somme en séparant par paquets (familles sommables) :
R-1

edurangOaurang R —1 : Z a,.x" : ’est un polyndéme
n=0

e du rang R a l'infini en regroupant par période

+o00 R+p-1 +o0 R+p-1 +o0 R+p-1 1
Lo = 1 (o La"t) = 3 (an RGN = 3 (o' =)
n=R n=R k=0 n=R k=0 n=R x
Cette fois, on a une fraction rationnelle.
La somme est une fraction rationnelle
R+p-1
n
X% anx"
n= n
—_ + y.x
T

Exemple :a = (1,2,3,4,—-1,5,7,-1,5,7,—-1,5,7,...) (rang 4 , période 3)
La somme cherchée vaut
14220+ 302 +42° + (1455 +700) xt + (1450 + 7). + (-1 + 5.0 +7.%) 10+ . )
On regroupe :

—x* 4545 +7.46

T4+2x+3x% +43 4+ (—14+5x+7x8%) (1 + 3 +x0 + 2% +..) =1+ 20+ 3% +42° + T

a condition bien stir que x reste entre 0 et 1.

IV~0) | On définit la suite de Fivebonacci : FVp = FV; = 1 et FV,,1 5 = (FV,,.1 + FV},)%b5. Calculez ses
vingt premier termes, et montrez qu’elle est ultimement périodique (période ?).

Pour calculer les termes :
def Five(n) :

. L= [1, 1]
....for k in range(n-1) :
........ new = (L[-2]+L[-1]) % 5
........ L.append (new)
....return(L)

A la main :

[ n JO[1]2[3[4[5][6]7[8]9]10[11[12[13[14[15[16[17[18] 192021 [22 ]|
(V[ [1[1[2[3[0/3 (3 1[40 4[4 [3 [2[0 2 2[4 [1[0][1[1][2]
Finit on par revoir les mémes termes ?

Oui : FVyg = FV51 =1, comme Fj et F.

On redémarre avec le méme germe.

La suite va se répéter. Proprement, on va montrer :

FVyio0 = FVy

pour tout # par récurrence a double hérédité.

On initialise donc par notre recherche : FV,g = FVy et FV,; = FV;.

On se donne 7 et on suppose pour ce 11 : FV; 100 = FVy, et FVy 101 = FVy 4.

On calcule FV, 12420 = FVy41420 + FVy120 par définition, puis FV,, 12190 = FV,,11 + FV,, par hypothese, puis enfin
FVyi9100 = FV,47 par définition.

On notera qu’avoir FV; = FV)y ne permettait pas de propager une périodicité de période 7.
On a besoin de récurrence a double hérédité.

La suite est non seulement ultimement périodique, mais méme périodique.

+o0
IV~1)|Calculez ) F Vi.xk pour tout x de [0, 1[.
k=0
Le calcul en regroupant les termes par lots de 20 donne

T4 x+2x2 4+ 323 +3.0° + 30 + 7 + 48 + 4510 + 4xM 43412 4 241 4+ 2415 4 2116 4 417 4 118
B 1—x10

5(x)
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J'en viens a regretter d’avoir modifié I"énoncé qui travaillait sur la suite modulo 2.

Rapport du jury. Beaucoup d’étudiants reconnaissent la suite de Fibonacci mais obéissant a un réflexe taupinal, ils donnent la forme
explicite du terme général avec des (14 +/5)", ce qui n'est gueére utile pour étudier les congruences.

V~0) | On définit la suite (a,) parag =1, ap, = a, et a1 = —a, pour tout n. Déterminez (a, ), <30- |
Le script de construction donne a, = ;5 si p pair (poser p = 2.n) eta, = —a(, 1)/, si p impair (poser p = 2.n +1
et utiliser a5 ,,11 = —ay).

Voici les 31 premieres valeurs
a1, -1, -1, 1, -1, 1,1, -1, -1, 1,14, -1, 1, -1, -1, 1, -1, 1, 1, -1, 1, -1, -1, 1, 1, -1, -1, 1, -1, 1]

V~1) | Ecrivez un script Python qui pour N donné retourne la liste [ap, . . . ay].

def s(N) : #int -> list of int
= [1]
....for k in range(1, N+1) : #oui, range(n) c’est N termes, d’oi N+1 au total de a0 a aN
........ if k%2 == 0: #test de parité
............ L.append(L[k//2])

............ L.append(-L[(kx-1)//21)
..return(L)

V~2)| Montrez que pour tout x de [0, 1], 1a famille (a,,.x") est sommable. On pose alors S(x Z An X"

Par construction, tous les termes de la suite existent (c’est peut étre le plus délicat) et valent —1 oul.

La famille (a,.x") est dominée (en valeur absolue) par la famille (x"), sommable (série géométrique de somme
1

1—x )
+o00

La somme S(x) = ) _ a,.x" existe pour tout x de [0, 1.
n=0

V~3)| Montrez que S(x?) existe aussi et prouvez : S(x) = (1 —x).5(x2).

Mais quand x est entre 0 et 1, x y est aussi, et donc S(x Z ay.(x%)" existe aussi.

Multiplions par 1 et par x et soustrayons (toujours partir du membre le pus compliqué) :

S(x?) — x.5(x Zan Za X2 — ZQQ xZ”—l—Zaz a1 2 = Zu xP

n=0 n=0

en utilisant la définition de ap et 45,41 et en réunissant les termes de la famille sommable (avec p = 2.n et
p = 2.n + 1 on forme une partition de IN).
On a bien S(x) = (1 — x).S(x?) pour tout x de [0, 1].

Z k
V~4)| Montrez que pour tout x de [0, 1] : ( H(l —x ))) est décroissante, minorée, et convergente, et
k=0
montrez que sa limite est justement S(x).

n
On se donne encore x dans [0, 1[ et on étudie ( [T]a- 22) )) en fonction de n.
k=0

n
Chaque x(?") reste entre 0 et 1. Chaque terme du produit ( H(l —x@ )) est entre O et 1.
k=0
On a donc une suite a valeurs dans [0, 1].

Pour passer de n a n + 1, on multiplie le réel positif H (1- x? )) par (1 — (2n+1)) (positif plus petit que 1) :
k=0
it k w1y k L k
0< T -2 =1 —22").T] —+@)) <TJ(1 - x2))

k=0 k=0 k=0
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La suite est décroissante, positive (minorée par 0), elle converge.

Reste a voir que sa limite est S(x). Ce qui est bien, c’est qu’on a

S(x)=(1- x).S(xz) =(1-x).(1- xz).S((xZ)z) =(1-x).1- xz).(l — x4).S(x8)

[TO-x2)) = (1—x).(1—x).(1—xY...(1-2¥)

k=0
On fait tout en une fois. On montre par récurrence sur # : S(x) = (1 —x).(1 —x2)... (1 — ' ).S(xzwrl ).
On fait tendre n vers l'infini (on sait que le produit infini converge).

, n+1
Le réel x> converge vers 0 .

Par continuité, S 2" converge vers S(0).
g

Et S(0) vaut 1. On a donc S(x) = limy, s yoo [ T}_o(1 — x2k).1.

Au fait, la continuité de la somme infinie S n’est pas évidente.
Drailleurs les correcteurs de Centrale s’en sont plaint.

Mais on peut s’en passer.
—+o0

<y

n=1

ay.t"

feo teo
|S(t)—1\=‘¥an.t - -
n=1 n=1

et par encadrement, S5(t) — 1 tend vers 0 quand ¢ tend vers 0.

V~5) | Etudiez pour n donné xli>n1n— %

n est un entier naturel fixé. On a écrit pour tout x de [0, 1]

S(x) = (1=x).(1=x)... (1—x").8(")
On divise par (1 — x)" :

S(x)  (1—-x) (1—2%) (1—2x%) (1—x2”71) ) )
(1_x)n_ 1T—-x 1—-x 1-x ' - ~(1—X2 )S(XZ)

S(x) 2" ; ;
T = (1).(1+x).(1+x+x2+x3)...( kgo xk).(1—x2 ).5(x2")

k
Chaque terme de la forme (11_ j‘i ) a une limite en 0.

Le terme (1 — x%") a une limite nulle en 0.

Le terme S(xznﬂ) a une limite en 0.
Le produit tend vers 0 quand x tend vers 0.

V~6) | Déduisez que a n’est pas ultimement périodique. |

I1 est temps de trouver une contradiction et un bel argument.
Si la suite (a,) était ultimement périodique, alors la somme S(x) serait une fraction rationnelle : S(x) =

Q)+ )

avec T la période ultime.

Mais alors en cherchant la limite de

S() QW)
A—xy (-2

P(x)
(1—x)m.(1—xT)

en 1, on ne peut plus avoir 0 (en tout cas pour # plus grand que deg(Q) + 7).

X
VI~0) |On définit un opérateur : f — ¢(f) = <x — / t.f (t).dt) sur I'espace E des fonctions
0

continues de R dans R. Montrez que ¢ est un endomorphisme de (E,+,.) (ne vous trompez
pas sur les étages).

Pour f donné, I'application t — t.f(t) existe, est continue. On peut l'intégrer sur tout segment et définir ¢(f)(x)
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(et proprement <¢(f)) (x), et surtout pas ¢(f(x)) 2

On se donne f et g, A et u et on compare ¢(A.f + p.g) et A.f + u.¢(g).
On vérifie 1’égalité de ces fonctions x par x :

(90f +18)) (1) = [ LA + gt = A [“ep)dt+ . [ rg(tydt = (g(F) + 19(s)) ()

La réponse « par linéarité de l'intégrale ne sera pas suffisante, si on ne vous voit pas manipuler proprement x.
Surtout si apres vous vous mettez a parler de ¢(f)(A.x + p.y) qui est totalement hors sujet.

Rapport du jury : C’est la partie qui a rapporté le plus de points aux candidats car elle est trés classique. De nombreux étudiants se
contentent de montrer que L est linéaire (ce qui est trivial) et oublient de montrer qu’elle va dans E.

Ah oui, tiens, ¢ va bien de E dans E ?

"X
L'application x — / t.f(t).dt est continue. Elle est méme dérivable.
0

VI~1)| Résolvez I'équation ¢(f) = (x — 0) en pensant a dériver.

On résout ¢(f) = 0 (fonction nulle).
On a une solution évidente : f = (x — 0). Mais est ce la seule ?

On suppose donc Vx, [y t.f(t).dt = 0.On dérive : Vx, x.f(x) = 0 pour tout x.3

f(x) est nul pour tout x, sauf peut étre pour x = 0.
Mais comme f est continue, la voila nulle y compris en 0.

La seule solution de ¢(f) = Oest f = 0.

le noyau de I'application linéaire ¢est réduit a 0.
¢ est injective (linéarité, injectivité et noyau).

VI~2)| Déduisez que ¢ est injectif. pest il bijectif de (E, +,.) dans (E, +,.) ?

Injectivité traitée ci dessus.

Affirmation trop rapide de celui qui a lu des livres en diagonale et n’a retenu que des demi-théorémes :
«par formule du rang, comme ¢ est injective, elle est bijective ».

Mais pour appliquer la formule du rang, la dimension doit étre finie.
Ce qui n’est pas le cas ici.
Donc, on doit vraiment se pencher sur la question de la surjectivité.

Toute application continue g est elle de la forme ¢(f) pour f bien choisie .

Et la réponse subtile est « non ».
L'application x — |x — 1| est continue (donc dans (E, +,.)) mais pas dérivable.
Elle ne peut pas s’écrire ¢(f) pour f bien choisie.

X

Sionavait |x — 1| = / t.f(t).dt,le membre de droite serait dérivable en 1 et pas celui de gauche.
0

VI~3) | Pour « réel, résolvez I'équation ¢(f) = a.f d'inconnue f. Donnez le spectre de ¢.

On résout ¢(f) = a.f d'inconnue f en revenant a I'étage des réels.
X
On veut donc a.f(x) = / t.f(t).dt pour tout x.
0

On dérive de chaque coté : a.f'(x) = x.f(x) pour tout x.
C’est une équation différentielle qu’on écrit

f1(x) = Zf(x) =0

Le cas o = 0 a été traité a part. On peut diviser par o.

2. en effet, pouvez vous calculer ¢(0) sachant que cela pourrait venir de ¢(sin) calculé en 77 ou ¢(cos) calculé en i ; parler de ®(f(xo))

signifie « si je connais f en x( je peux calculer ¢(f) en xy tandis que ¢(f) nécessite de connaitre f partout sur [0, x| , méme pour calculer juste
¢(f) (x0)-

rX
3. Rappelons en effet que x — / g(t).dt se dérive en x — g(x).
0
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[N]

X

Ses solutions sont de la forme JA, Vx, f(x) = A.e2a.

Je pensais avoir trouvé des vecteurs propres fypour toutes les valeurs de w et je voulais conclure spectre = R puisque tous
les a sont possibles.

0
Sauf qu’il faut cherche A. Et on sait quand méme a.f(0) = / t.f(t).dt =0.
0

On a donc A = 0. La seule solution est f = (x — 0).

Finalement, aucune application non nulle ne vérifie ¢(f) = a.f.
Le spectre de ¢ est vide.

X
Au fait, on avait le droit de dériver la relation u.f(x) = / t.f(t).dt comme un physicien qui croit que tout est dérivable ?
0

"X
Oui. f est continue. Donc x — / t.f(t).dt est dérivable (de dérivée f.1d, continue).

Mais alors . f est dérivable. Et apres division, f I'est aussi.
Et en mettant en boucle ce raisonnement, f est de classe C*.

2
VII~0) | Soit f continue et bornée, on pose M = Sup(|f(t)| |t € R). Montrez :Vx € R, |¢(f)(x)| < M%

Si f est bornée, on peut donner un sens a M = Sup{|f(t)| | t € R} (plus petit majorant d’une partie de R bornée
non vide).
On se donne ensuite x positif et on majore :

F =] [T erwa] < [Cepwlae< [Ceip@lde< [ emae = M

Pour x négatif, il faut remettre l'intervalle d'intégration dans le bon sens

F(x)] = ’/Oxt.f(t).dt‘ - ‘/xot.f(t).dt‘ g/xo|t.f(t)|.dt</xo|t|.|f(t)|.dt</xo|t\.M.dt: Méxz

Rapport du jury. Les inégalités sont écrites sans valeur absolue, sans se soucier du signe des bornes de I'intégrale. Certains font preuve
d’une mauvaise foi évidente, sortant la puissance de x de l'intégrale et retombant malgré tout sur le résultat annoncé.

b b
On rappelle que l'inégalité triangulaire sur les intégrales n’est ) / (p(t).dt‘ < / |@(t)|.dt que pour a < b. Sa formulation
a a

[ oo < [ oo

(lourde) est

xZn
2™ n!

VII~1)| On définit (f,,) par fo = fetVn, f,i1 = ¢(fn). Montrez :Vx € R, Vn € N, |fu(x)| < M.

2.n
x b 7 z
La formule Vx € R, Vi € N, |fu(x)]| < W'M semble sortir d"une récurrence.

En tout cas, on vient nettement de I'initialiser.

xZn

2" n!
X
On se donne un x (positif) et on calcule : f,,11(x) = ¢(fn)(x) = / tfu(t).dt.
0

fua (@) < [ Itfa(O)

M.

Pour n donné, on suppose Vx € R, |f,(x)| <

On passe a la valeur absolue et on majore :

x o M.
On utilise (pour la variable t) I'hypothese de rang 7 : | f,41(x)| < /0 |t|.W.dt.
) . M t2.7’l+2 X
On sort M et on integre explicitement : | f,,1(x) ’ < ol [m} o

x2n+2
—— M.
21+ (n +1)!

On fait de méme pour x négatif avec l'intervalle [x, 0].

On regroupe et on a bien
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Attention a I'ordre des quantificateurs.
M.x*"
2nnl

2.n
Ce n'est pas « pour tout x, on montre par récurrence sur n : fn(x)| < M
pas«p ’ P A T T

On montre par récurrence sur n la propriété P, : Vx € R, |fy(x)| <

VIII~0) | On choisit a présent et jusqu’a la fin f = sin. Explicitez f; et f. |

On calcule pour tout x /Ox t.sin(t).dt par parties ou par méthode a priori : f; = (x — /Ox t.sin(t).dt) et on re-
commence avec /Ox t.(sin(t) — t.cos(t)).dt.
| fo(x) = sin(x) | f1(x) = sin(x) — x.cos(x) | f2(x) = (3 — x?).sin(x) — 3.x.cos(x) |

| Rapport du jury. L'intégration par parties est souvent correcte sans étre toujours justifiée. |

C’est vrai, pour intégrer par parties il faut justifier : les applications sont C (pour que u' et v’ existent, et pour que u'.v soit
continue donc intégrable).
C’est pourquoi on va plus vite en « proposant/vérifiant ».

X

VIII~1)| Montrez sans récurrence pour tout n de IN* et tout x de R : / B a1 (t).dt = x> fu(x) —
0

2'fn+1 (x)

X
Comment prouver / 3. fu1(t).dt = x%.f(x) — 2.1 (x) sans récurrence ?
0

Et si on essayant une intégration par parties ?
Mais quelles parties ? C’est 1a la belle idée. Prenons comme le second membre le suggere t2 et t.f, 1 (t).
Mais si. Dérivons #2 et intégrons t.f,, _1(t) en f,(t).

t
C’est logique, puisque f,(t) = /0 U.fp_q(u).du .

=] 2t ] g B x x _ x
T =T /O B o1 (b).dt = {tz.fn(t)L:O—/O 2.t.fn(t).dtfx2.fn(x)—/o 2.t f().dt

X
Et justement, / 2.t.fu(t).dt est exactement 2., 11 (x) .
0

Cette question n’était pas dans I'énoncé original.
Je I'ai ajoutée pour vous faciliter le travail pour la suite.
Et pour vous permettre d’avoir des questions ot gagner des points.

VIII~2) | Montrez pour tout n de N* et tout x de R : f,1(x) = (2.1 4+ 1).fu(x) — x%.fu_1(x).
La formule f, 11(x) = (2.1 4+ 1).f;(x) — x%.f,_1(x) est vraie aurang 1 :

fo(x) = (3 — x?).sin(x) — 3.x.cos(x) et (3).f1(x) — x%.fo(x) = 3.(sin(x) — x.cos(x)) — x%.(sin(x))

Supposons la formule vraie au rang 1 a I'étage des fonctions : f,,1(t) = (2.n+ 1).fu(t) — t2.f,,_1(t) pour tout ¢.

On multiplie par t et on integre de 0 a x (fixé quelconque) :

./Ox tfppn (8).dt = (2.n+1)./: tfu().dt — /Ox 3. fu_1(t).dt

Par définition méme, ceci donne déja f,,12(x) = (2.n+1).fu11(¢) — fox 3. fu_1(t).dt.
Et comme par hasard, le dernier terme fait 1’objet de ma question précédente :

fasa(®) = @0 1) fuia(B) = (Fofa(0) =2 ui1(x)) = @7 +142) fua (1) = ¥ fu ()

C’est la formule au rang n + 1.

VIII~3) | Pour p entier donné, on note F,, I'espace des fonctions polyndmes de degré inférieur ou égal a p et
on définit H = (P, Q) — (P’ — Q, P+ Q). Montrez que H est un endomorphisme de F, x F,.
Donnez son noyau. Montrez que H est un automorphisme de F, X F,.

H prend bien deux polyndmes et calcule un nouveau couple de polynémes (dérivation, somme).
Le degré ne peut pas augmenter (pas de produit...), on reste avec P’ — Q et P 4 Q' dans F,.
L'application va de F, x F, dans lui méme.
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On ne dit pas tout de suite si tout est atteint.

Passons a la linéarité.
On se donne (P, Q1) et (P, Q7). Leur somme est (P; + P, Q1 + Q7).

L'image de la somme est ((Pl +P) —(Q14+ Q2), (PL+P)+(Q1+ Qz)’).
Elle est égale a (P; — Q1, P1 + Q) + (P; — Qa, P> + Q) (image de la somme, somme des images).

On se donne ensuite A et on compare A.(P' — Q, P+ Q") et (A.P' —A.Q', A.P+A.Q).
Il'y a encore égalité.

Conseil pratique : évitez si vous avez des polynomes, de les appeler P et P' ou Q et Q'. Vous risquez de confondre P" (dérivée
de P') et P” dérivée seconde de P.

Rapport du jury. La question D1 est rarement complete : il y a confusion entre linéarité et bilinéarité, la démonstration de l'injectivité
par I'étude du noyau précede souvent la démonstration de la linéarité.

Pour le noyau, on cherche un couple d’image nulle. Un tel couple vérifier P’ — Q = 0et P+ Q' = 0.
On reporte : P” = —P.

Mais P est un polynéme, il y a un probleme de degré.

Si P est de degré d, P” est de degré d — 2. La seule facon de s’en sortir est d'imposer P = 0.

Et en reportant dans P’ = Q, Q est nul.

Le seul couple du noyau de H est la couple (0, 0) (élément neutre de F, x Fy).
Comme le noyau est réduit au neutre, ’application H est injective (cours).

La formule du rang donne alors dim(F, x F,) = 0+ dim(Im(H)).
Mais Im(H) est inclus dans F, x F,, avec cette égalité des dimensions, on a Im(H) = F, x F,.

Bref, H est surjective de F, x F, dans lui méme.
C’est bien une bijection de I'espace dans lui méme. Un automorphisme.

L'énoncé demandait juste « automorphisme » sans insister sur « trouvez le noyau, puis justifiez comme un flemmard que
I'image est I'espace entier ».

Sinon, vous noterez que j'ai tout rédigé sans mentionner la dimension de F, X Fp.

Etclest (p+1) x (p+1).

VIII~4) | Montrez : H(S, x Ap) = Ap X S (o1 S, désigne le sous-espace des fonctions paires de F, et A,
le sous-espace des fonctions impaires de Fp).

Que peut signifier H(S, x Ap) = A, X §,?
On parle de H(ensemble) = ensemble et pas H(vecteur) = vecteur.
Il faut montrer que H vade S, x A, dans A, X S, et méme qu’elle atteint cet ensemble d’arrivée en entier.

Prenons (P, Q) dans S, x Ay (P est pair : P(—x) = P(x) et S est impair S(—x) = —S5(x)).

L'image H((P, Q)) est bien un couple de polyndémes de degré inférieur ou égal a p.

. fonction paire s fonction impaire [ Ppair | Q pair | P+ Q pair |
Mais on rappelle dérivation - T T - -
fonction impaire — fonction paire [ Qimpair | P’ impair | P~ Q impair |

Le couple image (P’ — Q, P + Q') est de la forme (impair, pair). Il est donc dans A, x S,.

H vabiende S, x Ay dans Ay X Sy,

Mais est ce qu’on atteint tout ? Est ce que chaque couple (R, S) avec R impair et S pair s'écritil (R, S) = (P’ — Q, P+ Q')
avec P et Q bien choisis ?

Trouver un antécédent n’est pas évident.

Mais l'algébriste dit « H est injective, elle ne perd donc pas de dimensions ».
L'image de S, x A, par H est de méme dimension que S, X Ap.
Et comme c’est un sous-espace vectoriel de A, x S, cette égalité des dimensions fait remplir tout le sous-espace



16

vectoriel.

| Rapport du jury. Dans la question D2, la démonstration d'une inclusion (la plus facile) suffit a montrer I'égalité de deux ensembles.

Au fait, dim(Ap x Sp) = dim(A,) x dim(S,) mais je ne peux pas en dire plus, tout dépend de la parité de p pour chacune
des dimensions.

IX~0) | Montrez que pour tout n il existe un unique couple (P,, Q,) dans S, x A, vérifiant Vx €
R, fu(x) =sin(x) X P,(x) + cos(x) x Qn(x).
On doit prouver existence et unicité de deux suites de polyndémes vérifiant f,, = sin.P, + cos.Qj.

On sent venir la récurrence :
| fo(xt) =sin(x) | fi(x) = sin(x) — x.cos(x) | fi(x) = (3 — x?).sin(x) — 3.x. cos(x) |
([ Ph=1]Qo=0][P=1] Qo =—-X | P, =3—X?| Q,=-3X |

Les premiers polynomes existent et respectent les regles de parité indiquées.

On va profiter de notre formule f,,1(x) = (2.1 4+ 1).f,(x) — x2.f,,_1(x) pour les construire de proche en proche
par récurrence.

Récurrence a double hérédité déja initialisée.
En supposant alors que Py, Qu, P,—1 et Q,_1 existent pour un n donné, on peut donc écrire

frr1(x) = (20 +1)fu(x) = 2% fr1 (x)

Fus1(x) = (2.1 +1).(Py(x). sin(x) + Qu(x). cos(x)) — x2.(P,_q(x).sin(x) + Q,_1(x). cos(x))

on distribue, on regroupe et on trouve
Fap1(x) = sin(x). ((z.n +1).Py(x) — xZ.Pn_l(x)) + cos(x).((21+1).Qu(x) — xZ.Qn_1(x))

On pose naturellement P, 1(x) = (2.n + 1).P;(x) — x2.P,_1(x). Un polyndme. Pair.
Puis on pose aussi Q,+1(x) = (2.7 +1).Qu(x) — x2.Q,_1(x). Encore un polyndme. Et impair cette fois.

A ce stade, on a 'existence de ces polynomes.
On a bien deux suites, calculables de proche en proche.
Et 'unicité ?
On suppose f(x) = sin(x).P(x) 4 cos(x).Q(x) = sin(x).R(x) + cos(x).S(x) pour tout x (avec P et R dans S, et Q
et S dans A,)
On a alors sin(x).(P(x) — R(x)) = cos(x).(S(x) — Q(x)) pour tout x.
Prenons x = k.7t pour kde 0 a n.
On aalors (S(k.7t) — P(k.7)).(—1)¥ = 0 pour tout k de 0 a (et m” me pour tout k de Z, mais pas besoin d’en faire

trop).
Le polynéme S — P a plus de racines que son degré. Il est donc nul.

Maintenant qu'on a S = P, on reporte : sin(x).(P(x) — R(x)) = 0 pour tout x.
Encore une fois (avec autre chose que des multiples de 77) le polynéme P — R a une infinité de racines.
I1 est nul.

On est bien arrivéa P = Ret Q = S.

Rapport du jury. Dans la question D3, I'application H n’est jamais utilisée. L'étude de I'unicité est intégrée dans le raisonnement par
récurrence, donc au procédé de construction, les vérifications sont partielles (degré ou parité mais trés rarement les deux).

Et si justement on reprenait notre raisonnement en utilisant H ?
Et une récurrence simple.

On suppose a un rang n donné f, (x) = sin(x).P,(x) + cos(x).Qy(x) pour tout x.

X
On cherche f,,11 qui s’écrit f,11(x) = / fu(t).t.dt.
0
Ceci revient a demander : (f,11)" = Id.f, et f,11(0) = 0.
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s(x).Qpu+1(x) avec P paire et Q impaire.

On la cherche sous la forme f;,11(x) = sin(x).P,41(x) + co
= 0.P,11(0) 4 cos(0).0 = 0 car Q41 est impair, du moins

On a déja f,,11(0) = sin(0).P,41(0) + cos(0).Q,11(0)
on lui demande.

Reste I’autre condition. On dérive f,, 1 et on trouve
(firt1)'(x) = c08(x)-Py 1 (%) +$in(x). (P 41)(x) = $in(x)-Qu1(x) + cos(x).(Qu41)(x)
En regroupant :
(fisn)'(x) = sin(x).((Pas1)'(x) + Qua1(x) ) + c05(x). ((Qus1)'(x) + P (x) )
Notre requéte (f,11)" = Id.f, se raméne donc a existe-t-il (P11, Q,+1) dans S, 11 x A, 1 vérifiant
sin(x).((Pas1)'(x) = Qus1(x) ) +€05(x)-((Qus1)'(x) + Pusa(x)) = sin(x). (x.Pu(x) ) + cos(x). (x.Qu(x))

On veut un antécédent par H dans S, 1 X A, 11 a (X.Py, X.Qp) (dans A, 1 X S,41 justement).
Et c’est la bijectivité de H qui nous le donne !

Classe, non ?

IX~1) | Explicitez P, et Q, pour n de 0 a 2 (inclus). |

On a déja calculé :

| fo(x) =sin(x) | fi(x) = sin(x) — x.cos(x) | fi(x) = (3 — x?).sin(x) — 3.x.cos(x) |
(Pp=1[Q=0[P=1] Q=-X [P=3-X*] Q=-3X |
IX~2) | Montrez pour tout n de N* et tout x de R : P, 1(x) = (2.n+1).P,(x) — x2.P,_1(x).

Ca aussi, c’est plus haut.

IX~-3) | Déduisez que les P, sont tous a coefficients entiers. |

De proche en proche, chaque P, est a coefficients entiers.

Il suffit de mener une récurrence (a double hérédité).

Py et Py sont a coefficients entiers.

Si P,_1 et P, le sont, alors par (2.n + 1).P,(X) — X?.P,_1(X) est encore a coefficients entiers (structure d’anneau).

IX~4)|On suppose que 7t est rationnel d’écriture irréductible @ = <=. Montrez que la suite

= 3

((Z.q)".Pn (%)) est une suite d’entiers. Quelle est sa limite ?

p

On va construire un raisonnement par ’absurde. On suppose donc que 7t s’écrit -.
q

P, est un polyndme de degré inférieur ou égal a n, a coefficients entiers.

On montre que (2.9)".P, (%) est un entier.
Chaque terme de la somme est rationnel. Mais le (2.4)" va effacer les dénominateurs.

n n
Ecrivons en effet P, (X) = Z ar.X* (on devrait écrire P, (X) = 2 Dén,k.Xk pour montrer que le polynome change
k=0 k=0
avec n).
On a alors

(2.9)".Py, (%) = (Z.q)”.éak.(fq)k = éak.pk.(lq)”_k

Tous les termes de la somme sont entiers. Comme (Z, +, .) est un anneau, on a un entier.

f(5) =sn (3) 7u(3) reos (3) @i(3) = 7u(3)

(2.q)".pn(§) - (2.q)".fn(§)

On calcule aussi

On multiplie :
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11 est temps d’utiliser les résultats des parties préliminaires sur nos applications f; :

x2.n
Vx € R, Vn € N, |fu(x)] < ol
ol M est un majorant de 'application initiale (ici le sinus, donc M = 1).
On a donc
(L)Zn
" zq pZ.n

‘(Z-q)".Pn(g)‘ SO = T

Que dire de ce majorant ? Il tend vers 0 quand # tend vers l'infini.
Par croissances comparées.

Par encadrement, la suite (‘ (2.9)".Py (g) D tend vers 0 quand 7 tend vers 'infini.

On peut d’ailleurs enlever les valeurs absolues.

Quand on vous demande vers quoi converge une suite qui n’a pas une forme simple, il y a de fortes chances que ce soit vers 0
et que vous I'obteniez par encadrement.

IX~-5) | Déduisez que 7 est irrationnel.

Ceci permet il de conclure ?

La suite ((Z.q)”.Pn (g)) est une suite d’entiers de limite nulle.

Elle est forcément nulle & partir d’un certain rang.

Il suffit de prendre la définition de la convergence vers 0 avec ¢ = % L'entier (2.9)".P, (%) est entre —% et % a
partir du rang Nj /, il ne peut étre que nul.

On a donc f, (g
Le coup de génie est alors de remonter dans le passé :

fea(3) = a5~ (3) (9

) = 0 a partir d’un certain rang R.

frR-1 (g) est nul aussi.

On recommence avec fr (g) =2n+1).fr (g) — (%)2.]‘1(,2 (g), c’est au tour de fr_p (%)
Par récurrence propre, chaque fr_g (g) est nul.
On remonte jusqu’a fy (g) =0.

T
Mais ceci donne sin (E) = 0. Et c’est notre contradiction.

Rapport du jury. La partie « (2.q)P'.(71/2) est entier » est en général correcte et le reste n'est pratiquement jamais aborde.
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X~1) On définit a présent : a, = 1 si
sin(n) > 0, 0 sinon. Ecrivez un script
Python qui détermine les n premiers
termes de cette suite (avec 1'approche du
physicien qui fait confiance au calcul avec
des flottants).

Déterminez (a,),<20

X~2) On suppose que cette suite est ultime-
ment périodique. Montrez qu’il existe deux
entiers N et T (T > 0) tels que sin(k.T) soit
de signe constant pour k plus grand que N.
Déduisez que (cos(k.T))i>n est une suite
positive.

X~3) On pose G = {n.T + 2k | (nk) €
7%} = T.Z +2.1.Z. Montrez que G est un
sous-groupe de (Z,+) mais qu'il ne peut
X~0) | pas s’écrire a.Z méme pour a bien choisi.

il

| Rapport du jury. Cette partie est trés peu abordée sauf B1 et B2 (sous-groupes de (R, +)) que beaucoup ont dil voir en exercices.

On note que comme 7rest irrationnel, sin(n) n’est jamais une une fois qu’on a dépassé 0.

from math import sin
def signesinus(n) :

..L = [0 for k in range(n+1) ]
....for k in range(n+1) :
........ if sin(k) > 0:
............ Lk] =1
....return(L)

Mais on peut aussi aller chercher [int(sin(k)>0) for k in range(n+1)] sachant que int transforme un boo-
léenen 1 ou 0.

On préferera construire d’avance une liste de termes valant tous 0 pour ensuite en mettre certains a 1.
ceci permet d’avoir tout de suite une longueur de liste fixe (un tableau) et pas une liste qui grandit avec des pointeurs qui
pointent toujours plus loin et cherchent de la place en mémoire.

On fait confiance au graphe pour lire le signe des sinus successifs :

’ sin0 \ sin1 \ sin 2 \ sin 3 \ sin4 \ sin5 \ sin 6 \ sin7 \ sin 8 \ sin9 \ sin 10 ‘
0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0
sin11 sin12 sin13 sin 14 sin15 sin16 sin17 sin18 sin 19 sin 20
0 0 1 1 1 0 0 0 1 1

Un peu monotone. Ou faussement périodique.

Mais les choses vont se décaler un peu plus tard.

[0,1110001,11000111,0,001,1,1,0, 0, 0, 0,1,1,1,0,00,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0, 1,
1, 1, 1,00

oui, il y aura quatre 0 d’affilée.

Si on suppose la suite (a,) ultimement périodique, disons de période T a partir du rang R, alors deés que k.T est
plus grand que R, ona ag )7 = agr-

On a donc pour k plus grand que [R/T] : la suite a; 1 est constante.

Si elle est constante égale a 1, ¢’est que tous les (sin(k.T) ) [R/T] Sont strictement positifs.

Si elle est constante égale a 0, c’est que tous les (sin(k.T) )i~ (g 7] sont strictement négatifs.

On rappelle en effet que les (sin(k.T) ne peuvent pas étre nuls, puisque k.T est entier et les multiples non nuls de
7t sont irrationnels.

Pourquoi les cos(k.T) sont tous positifs ?
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Mais parce qu’il y a un lien entre sin(k.T), cos(k.T) et sin(2.k.T) ! On peut diviser (sinus jamais nul) :

sin(2.k.T)

cos(k.T) = 2.sin(k.T)

Numérateur et dénominateur sont de méme signe (le terme sin(2.k.T) est extrait de la suite (sin(p.T))). Le quotient
est positif.

X~1)|On pose Gt = GNR". Montrez que G™ admet une borne inférieure a. Montrez que si « est
dans G* alors G = a.Z.

(R, +) est un groupe.

L’ensemble G contient 0 en prenant n = k = 0.

Il est stable par addition et passage a 'opposé.

Prenons en effet deux éléments g et ¢’ dans G.

On les écrit ¢ = n.T+2kmwet g = n'.T+ 2k .7 avec n, n', k et k' entiers. Leur différence g — ¢’ s’écrit
(n—n").T +2.(k —k').7. Elle est dans G.

On a bien un sous-groupe de (R, +).

Si ce sous groupe est engendré par un élément 4, il est formé des multiples de a et uniquement eux.
Ainsi, T estun multiplede a (T =1.T+207r € G) :dp € Z, T = paa.
De méme, 2.7t est un multipledea 2.t =0.T+21.71 € G) : g€ Z, 2.1 = q.a.

. . 271 qa ) L q.T
Si on passe au quotient : T =2 et donc 7 est un quotient d’entiers : 2

Or, on sait (et ici on I’a montré) que 7 est irrationnel.

On a donc une contradiction.

Le cours (de seconde année) nous dit qu’il y a deux types de sous-groupes de (R, +) : les sous-groupes engendrés par un
élément, de la forme a.Z, et des sous-groupes « partout denses » comme Q.

GT est une partie de R non vide (elle contient 2.T), minorée (par 0). Elle admet donc une borne inférieure.

On va montrer que cette borne inférieure est 0. Par I'absurde.

Supposons a dans G (comme Inf[1, +-00[= 1).

Alors pour tout n de IN, n.a est dans G (stabilité du sous-groupe et récurrence).

Mais pour tout n de Z,n.a est dans G (stabilité du sous-groupe par passage a 'opposé).
OnadoncdéjaaZ C G.

Prenons maintenant un élément g de G. On l’encadre par deux multiples de a : n.a < ¢ < (n + 1).a (il suffit de
—[$
prendre n = {a]

On soustrait : 0 < g —n.a < a. L'élément g — n.a est dans G (stabilité). Il est strictement plus petit que a, borne
inférieure de G). Il ne peut donc pas étre dans G’. C’est donc qu'il est nul.
Finalement, tout élément ¢ de G est de la forme 7n.4. On a la double inclusion.

Mais elle conduit & une absurdité comme on l'a vu.
Ce raisonnement par I’absurde se termine : 4 n’est pas dans G™.
La borne inférieure n’est pas atteinte.

X~2)|a n’est donc pas dans G*. On suppose a > 0. Montrez qu’il existe ¢ et ¢’ dans G* vérifiant
a < g < g<2a Déduisez a = 0.

Supposons que la borne inférieure a soit strictement positive (comme Irnf]1, +oo]).

Par définition, tout intervalle [a, a + ¢[ (¢ > 0) contient au moins un élément de G* (et donc de G), sinon la borne
inférieure serait rejetée un peu plus loin, au dela de a +«.

En particulier, pour ¢ il existe au moins un élément g de G entre a et 2.a.

On recommence avec ¢ = ¢ — a. Il existe cette fois un g’ entre aeta + (g — a).
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On a bien trouve un couple vérifianta < g’ < ¢ < 2.z avec g et ¢’ dans G.
Mais alors, par soustraction : 0 < g — ¢’ < a.
On a trouve un élément ¢ — ¢’ de G entre 0 et a. C’est contradictoire.

Finalement, par ’absurde encore, la borne inférieure de GtestO.

Comme pour 0, +oco[ ou méme Q*.

X~3) | Maintenant que 1'on sait « = 0, montrez que pour tout 7 il existe g, dans G vérifiant 0 < g, <
10",

La borne inférieure de G est 0. C’est le plus grand minorant. Tout nombre strictement positif n’est plus un mino-
rant.

Pour tout ¢, il existe au moins un élément de GT entre 0 et 0 + ¢.

On applique ce résultat a e = 107",

On a crée une suite d’éléments de G vérifiant Vn, 0 < g, < 107"

X~4) | Soit x un réel. Montrez qu’il existe une suite d’éléments de G qui converge vers x.

Si x est un réel quelconque, par densité, on va construire une suite d’éléments de G qui converge vers x.

Pour tout n, considérons [x — gy, x]. C’est certes un « petit » intervalle & gauche de x, mais il va contenir un élément
de G.

11 suffit de bien choisir son multiple de g;,.

On part de 0 et on avance avec des pas de longueur g, plus petite que la longueur de I'intervalle. On va poser le pied
dedans.
X
En l’occurrence, on prend {E} Sn-
n
C’est un multiple entier de g, donc c’est un élément du sous-groupe G.
Il vérifie X 1< {i} < X puis x — g» < [i]gn < x.
&n 8n

8n n

: 7212 x Z_ ([
On a donc une suite d’éléments de g : 4, = {g—} .gn Vérifiant x — g, < a, < x.
n

Comme g, tend vers 0 (positif, majoré par 10~"), par encadrement, (a,) tend vers x.

C’est ¢ca un ensemble « partout dense dans R » : tout élément de R est limite d’une suite de points de 'ensemble.

X~5)| Montrez qu'il existe une suite (k,) d’entiers positifs tels que (cos(k,.T)) converge vers — 1.

. 2., . . : 1. .. .
Prenons un x particulier : = (si vous n'y pensez pas avec ces cosinus qui tendent vers —5/Je fais quoi pour
vous ?).
1 3 7214 . 2.7T
Il existe une suite (a,,) d’éléments de G qui converge vers 5

Notons (k,,.T 4 2.71.p,) les éléments de cette suite (définition de G).

Mais alors cos(k,,.T + 2.71.p,) converge vers cos (771) (continuité).
1
Par périodicité et calcul : cos(k,.T) converge vers — 5

X~6) | Montrez que {cos(k,.T) | n € IN} (ensemble des termes de cette suite) n’est pas de cardinal fini. |

X~7)| Construisez alors une suite (y,) strictement croissante extraite de (k) telle que cos(y,.T)

converge vers — E 5

X~8) | La suite (a,,) est elle ultimement périodique ? |

. . . L . 1 A \ .
On a I'impression de tenir notre contradiction : la suite (cos(k,.T)) converge vers — 2 alors méme qu’a partir d'un

certains rang, tous ses termes sont positif.

Mais il manque un détail. La formulation cos(k,.T) ne donne pas forcément une sous-suite de (cos(n)), car
n — k;,. T n’est pas forcément croissante.
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Si déja vous voyez cette difficulté, vous avez une bonne partie des points.

Si vous argumentez en disant « je réordonne les k,,.T pour en faire une suite croissante, la convergence ne change
pas », vous avez aussi gagné.

Maintenant, il faut rendre ceci rigoureux.
On prend le plus petit élément de 'ensemble ,des k;,.T. On l'appelle y,.T.
On prend ensuite le plus petit élément de {k,.T | n € N} — {yo.T}. On le note y;.T.

Et on recommence avec le plus petit élément de {k,,.T | n € N} — {yo.T, y1.T}.
Et ainsi de suite.

Mais serait il possible qu’il ne este plus rien a prendre a un moment ?
Vous allez me dire que I'ensemble {k,.T | n € IN} est infini !

Non, a priori, ce qui est infini, c’est IN.

Mais il peut y avoir des k,égaux entre eux.

Seulement voila. Si I’ensemble {k,.T | n € IN} est fini, alors la suite k,,.T ne prend qu'un nombre fini de valeurs,
de méme que la suite (cos(k,.T)).
Alors qu’elle converge. C’est donc qu’elle est stationnaire (constante a partir d’un certain rang).

Mais la constant serait — 5

1 2.1
Et la suite ne peut valoir ) quavec k.T = iT [2.7], ce qui est incohérent avec « 77 est irrationnel ».

Bref, la suite (a,) de ’énoncé n’est pas ultimement périodique.
On peut méme dire qu’elle fait un peu n’importe quoi.

[011,10,0011,1,0001,1,1,0,00,1,1,1,0, 0, 0, 0,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,1, 1,
1, 1,0001,1,100,0,1,1, ,0,0,0,1,1,1,0, o0, o0, 0,1,110,0,0,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,1, 1, 1,
1,0,00111,0001,1,1,0,0,0,1,11,0, O, O, O0,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,1, 1, 1, 1,
00011100011100011,10, 0, 0, 0,1,1,10,0,0,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,1, 1, 1, 1,0,
0011100011,10,001110, 0, 0, 0,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,1, 1, 1, 1,0,0,
01110001110001,110, 0, 0, 0,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,1, 1, 1, 1,0,0,0,
1,1,1,0,00,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0, 0, 0, O0,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,1,1,1,1,0,0,0,1, 1,1,
0001110001110, 0, 0, 0,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0, 0, O, 0,1,1,1,0,
0,011100011,10001,1,1,1,0001,1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0, 0, 0, 0,1,1,1,0,0,0,1,
1,100011,1,0001, 1, 1, 1,0,00,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,0,1,1,1,0,0,0,1,1, 1,0,
001110001111,00011,10001,1,1,000,1,1,10, 0, 0, 0,1,1,1,0,0,0,1,1,1]

En général, trois O trois 1 (normal, la période du sinus c’est 2.7r). mais de temps en temps il y a quatre 1 ou quatre

0 consécutifs.

Combien existe-t-il de suites géométriques (a,) vérifiant as = 5 et ag = 10 ? Calculez a,, pour tout .

Combien existe-t-il de suites géométriques (by,) vérifiant bs = 5 et b; = 20 ? Calculez (b, ) pour tout n.
Combien existe-t-il de suites arithmétiques (c,) vérifiant cs = 5 et c; = 10 ? Calculez ¢, pour tout .

Combien existe-t-il de suites arithméticogéométriques (d,) vérifiant ds = 5 et dg = 10?

Combien existe-t-il de suites arithméticogéométriques (e, ) vérifiant es = 5 et e = 10 et e; = 252 Exprimez e,
pour tout n.

O _y L by = L M “elles fi le de sui
n pose a, = kZ‘é m etbv, = ay + 35 pour tout n. Montrez qu’elles forment un couple de suites
adjacentes (limite non demandée).

On se donne 7 et on calcule

b —b,=a —a, + # — i ! + ! — L = M 0 | suite décroissante
I T I T T3 i+ 1) 38 | 2 (n+1)2 | 3.(n+1)3 3k md(nt1)p
1
b, —ay el >0 majoration
1
Ap+1 — n m >0 suite croissante
b, —ay tend vers 0

Les deux suites vont donc converger, vers la méme limite.
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Mais qui est cette limite ? Ce n’est heureusement pas la question (c’est {(3) et on n’en sait guére plus).

5
55-2" pour tout n.

L'unique suite géométrique vérifiant a5 = 5 et ag = 10 a pour raison 2 et s’écrit a, = 5

Deux suites géométriques vérifient as = 5 et ay; = 20 et ont pour raison 2 ou —2 et s’écrivent b, = 2—5.2” pour tout

(52)5.(2)".

L'unique suite arithmétique vérifiant cs = 5 et c; = 10 a pour raison 5/2 et s"écrit ¢, =5+ (n — 5).5 pour tout n.

noub, =

On écrit d,, 1 = a.d, + b pour tout n. On veut alors 5.a + b = 10. Il y a une infinité de solutions. Une par choix de
a.

On écrit e, 11 = a.e;, + b pour tout n. On veut alors 5.a + b = 10 et 10.a + b = 25. On n’a plus le choix
avaut 3 etbvaut —5 :Vn, e, 1 = 3.e, — 5.

On crée la suite auxiliaire e, — 5 qui est alors géométrique de raison 3.

5\* 5 61
On déduit e, = 3". (eo — E) + 5 avec ¢g a déterminer (on trouvera 3 mais on s’en fichera aussi, car ce n’est pas
¢a l’essentiel).

5\7 5
Mais il est plus judicieux pour la formule finale de translater e, = 3">. (65 - 5) + 5

n n
O Montrez que (2\/_ = k; %) et (2.\/71 +1-— k; %) sont adjacentes.

Couple de suites adjacentgs : 'une croit, I'autre décroit, celle qui décroit majore celle qui croit, et la différence
tend vers 0.

U |
Onpose Ay =2/n— Y —etB,=2/n+1-—) —.
pose g%¢i ! g%%%

Il est évident que B,majore A;.
Les autres calculs sont plus lourds, mais pas tant que ¢a :

1
vVn+1

est ce qu'il reste apres simplification des sommes. On conjugue :

Api1 —Ap=2Vn+1—-2/n—

(le !
Vn+1
g, nflon 1 2 B 2

Vntl+yn i+l Vn+ld+yn Vot l+Vn+l

. . - . 2
Je suis stir que 13, certains trouvent jolie la transformation de

1
en .
. vn+1 vn+l++vn+1
jolie.

Sous cette forme, A, 11 — Ay est positif, puisque le second dénominateur est plus grand que le premier.

An+1 — A

Elle est évidente, mais

Pour B, on fait de méme : B, 1 — By, = 2/n+2—-2/n+1—

1
et le travail est du méme type. (B,,) est
Jitl ype. (Bu)

décroissante.

Evidemment aussi, la différence B, — A,tend vers 0 quand n tend vers l'infini, encore et toujours en écrivant

1
e N e v
Remarque | Le programme de mathématiques de premiére année a cet avantage d'étre fait de jolies idées, de petits outils comme la
conjugaison. Plus évidemment des définitions.
En Spé, vous aurez d’avantage de théorémes.
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Onposeun—\/ \/2+\/3+ AVn—1++/n netvn—\/l+\/2+\/3+...+\/n—1+\/2.n.

Montrez : v, — u, < ———————— (conjuguez, conjuguez il en restera quelque chose).
n n 2n71.\/m ] g ] g q q

Déduisez que (uy) et (v,) forment un couple de suites adjacentes.
Ecrivez un script Python qui pour € donné calcule leur limite commune a e pres.

On en calcule un peu :
[ n | 1] 2 | 3 | 4 | 5 |

un | V1| <VI+V2 | <\1+V24+V3 <\/1+\/2+\/3+\/41 <\/1+\/2+\/3+\/4+\@
oy | ? 144 1+vV2+6 \/1+\/2+\/3+\/§ \/1+\/2+\/3+\/4+\/ﬁ

On voit bien que (u,) croit, qu’elle est majorée par (vy,). Pour le reste, c’est plus dur.
Commencgons par la premiere inégalité par conjugaison :

J1+\/2+\/3+ A+ n—1+ 2n—\ll+\/2+\/3+ n—1+f

- (1+\/2+\/3+...+\/n1+\/ﬂ>(1+\/2+\/3+...+m)

Uy + Uy
Les 1 s’en vont, il reste un numérateur qu’on conjugue aussi :

(24 V34t V1 vZn) — (24 3+ .+ V11 vn)
(O + it) (\/2+\/3+ AV VIR 2434 V- 14 V)

Cette fois, les 2 s’en vont, et on re-conjugue :

Op —Up =

(34 +Vn—1+v2n) = (3+...+vn—1+n)
(vn+un).(\/2+\/3+ + n—1+\/ﬁ+\/2+\/3+ -1+ )(\/3+ V14 V243

I est un peu lourd de raconter ceci proprement, mais le numérateur fond petit a petit jusqu’a ce qu’il ne reste que
2.n —n c'est a dire n.
Et au dénominateur, il reste des produits de termes comme

\/5+\/6+...+\/n1+\/ﬂ+\/5+\/6+...+\/n1+\/ﬁ

Un tel terme se minore par 2.\/5 + \/6 + ...+ +v/n—1+/n, ce qui va permettre de majorer v, — u.
Chacun apporte un facteur 2.

Et pour chacun, on minore encore 2. \/5 + \/6 +...+vn—1 + > 2. \f

Sion les garde tous, on minore le dénominateur par 2"~!.\/n — 1./n —2.../1 et on majore la différence v, — uy

Up —Up =

par —————— comme demandé.
2n=1./(n—1)!

un+1=\ll+\/2+\/3+...+\/n—1+\/n+\/n+1
etun:\/1—0—\/2+\/3+...—|—\/n—1+\/ﬁ

On commence par écrire n + +/n +1 > n, on passe a la racine (application croissante) et on ajoute n — 1 :

n—\n+vn+1>2n—-1++vn

Pour la croissance de (u,), on doit comparer
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on passe a la racine, on ajoute n — 2 :

n—2+\/n—l\/n+\/n+l2n—2+\/n—1+\/ﬁ
et ainsi de suite.

Avec une récurrence si nécessaire, arrétée au dernier rang, on aboutit a 1,11 > uy.

De méme, on part de v2.n > \/ﬁ pour arriver a

Uy = 1+\/2+\/3—0—...+\/n—1+\/2.n2 1+\/2+\/3+...+\/n—1+\/ﬁ:un

en passant par

\/n3+\/n2+\/n1+\/ﬂ>\/n3+\/n2+\/n1+\/ﬁ

Ensuite, on doit comparer

Up = 1+\/2+\/3+...+\/n1+\/2.n

et
Upr1 = A1+ 2+\/3+...+\/n—1+\/n+\/2.n+2
4

Comparons ce qu’il y a au bout : 2.n et n + /2.1 + 2. On a effectivement n > /2.1 + 2 en tout cas pour n plus
grand que 3.

Onajouten :2.n > n++/2.n+ 2, on passe a laracine v2.n > v/n + +/2.n + 2, on ajoute n — 1, on passe a la racine :

Vn—=1++vV2n=> \/n—1+\/n+\/2.n+2
et on recommence.

Finalement, v,, > v,,11. La suite v décroit.

Résumé :
Up SUT S U2 S .o S Uy S Upyl S Upg] SV S U3
Le dernier détail qui manque : v, — uy —n—+ 0. Mais on 'a par encadrement avec la premiere inégalité dé-

montrée.
Bref, (u,) et (v,) convergent. Vers la méme limite.

Que je ne connais pas.

Pour le script Python, on ne va pas calculer les termes de la suite jusqu’au n'*"*.

On va chercher n pour que 'encadrement soit bon (grace a la premiere question).

Et ensuite, on va calculer chaque terme en mettant en boucle I’opération qui remonte. En effet, les termes de chaque
suite ne se calculent pas les uns apres les autres, mais chacun a partir de la fin.

Prenons le calcul de us :

| étape | 0 | 1 \ 2 \ 3 \ 4 \
V5 4+/5 34+V4+45 \/2+\/3+\/4+\/5 \/1+\/2+\/3+ 4+/5
def suiteU(mn) : def suiteV(n) :
..u=0 ....v=sqrt(2*n)
..for k in range(n) : ....for k in range(1,n) :
........ u = sqrt(n-k+u) cevee...v = sqrt(n-k+v)
..return u ....return v

4. un terme en /2.1 effacé un terme en # inséré, et une racine du double recréée



n n—1
Montrez que (1n(n Z 1) ( = ; %) forment un couple de suites adjacentes.
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I serait ensuite absurde de demander une valeur de n trop grande, Python ne travaille qu'avec un nombre
fixé de chiffres derriere la virgule. Il est a noter qu’avec la précision tout juste digne de I'amphi 21, on trouve
SuiteU(20)=SuiteV(20)=1.757932756618005

k

1 1
C’est la « généralisation » d"une exercice de I'LS. dans lequel il y avait une série avec des Z k2

k=1
On nomme (Ay) et (B,) nos deux suites. A, contient un terme de plus que (B, ) mais avec un signe moins. c’est

(An) la plus petite.
On se dit donc que c’est a elle de croitre, et & (B;;) de décroitre.
On vérifie aussi tout de suite : B, — A,tend vers 0 quand 7 tend vers l'infini.

| —11 1
On se donne 7 et on calcule B, ;1 — B, =In(n+1) — ) i Z = n(n+1)—In(n) — e
1 5 .
On peut étre tenté d’écrire In (i> et méme In (1 + 7>
n n

Oui, c’est tentant, et peut étre méme bien, i condition de se souvenir que In(1+ x) est plus petit que x.
C’est une inégalité de convexité. On I'a par exemple en écrivant la formule de Taylor avec reste intégrale pour le logarithme
entrelet1+x :

In(1+x)=In(1) + fx—l——/ 1+t Attx?

Encore une fois, une idée simple comme ln(l —|— x) < x.

.dt Le reste intégrale est négatif, c’est gagné.

n+1
Mais il y a une idée encore plus belle : In(n + 1) — In(n) c’est / - Et c’est plus une aire qu’'on compare a celle

d’un rectangle. "
n+1
—+ 1 n t n

1 1 1
Le graphe de t — n est entre " et ,, sur l'intervalle [n n 4 1]. On a donc

+1
Et 'une des inégalités est celle que 1'on veut.

Avec plus de rigueur mais en perdant un peu du coté visuel :Vt € [n, n +1], o

. ) 1 ntl gt n=1 dt n+lq 1
On intégre ensuitedenan+1 : —— :/ </ \/ —dt = —.
n+1 n n+1 t n n n

Avec moins de réflexes de Sup, mais avec de bons réflexes de Terminale, pour montrer que In(n + 1) — In(n) — %

1
est négatif, il y a aussi l'idée de définit x — In(1 + x) — In(x) — = de la dériver et d’étudier ses variations. Elle

croit. Et elle tend vers 0 a I'infini. Elle est donc négative...

Bref, la suite (B,,) est décroissante.

1
Pour la croissance de (A;), on calcule A,,;1 — Ay, = In(n+1) —In(n) — P Et c’est l'autre inégalité qui sert.

Quelle chance !

Pour information, la limite commune de ces deux suites est 7, la constante d'Euler.

ay +b
On pose 0 < ap < by et pour tout 1, on pose by, 11 = u ; “eta, 1 = /an.byi1.
Montrez qu’elles convergent vers la méme limite A.
1 + dn

2
n
Montrez : b, = a,.ch(27".a) et 2".a,.sh(27".a) = ag.sh(a) pour tout n (x est une mesure que vous préciserez).

On pose d, = z—n. Prouvez d,, 1 =

2_ (an)2
Déduisez A = M et (by — an) ~n—too ag.a.sh(a).27".

Par récurrence évidente, non traitée ici, les suites sont strictement positives.
On montre ensuite a,; < by, pour tout n.
C’est initialisé, et ensuite on suppose a, < b, a un rang n quelconque donné, puis on calcule

b —
anrl —p+1 = \/bn~bn+l - \/ﬂn-bn+1 = \/anrl-(\/anrl -V an) =V bn+1-%
n+1 \Vhn
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en enchainant comme a chaque fois de petites idées simples.

b
Enfin, b, —a, = n ; n_ —; %1 et on utilise I'hypothese de rang n.

. S . ..., .ay—D"
Maintenant qu’on a cette inégalité pour tout 1, on calcule b, 1 — by et on le trouve négatif (c’est — > ).

ap
On calcule aussi 4,41 — 4, ou méme —— pulsque tout est positif.
an

Les suites vérifientag < a1 < ... <ay < a1 < by <by <... < by < by

ce ne sont pas encore des suites adjacentes, car il n’est pas ev1dent que b, — a, tend vers 0.

Mais on passe par un chemin tout aussi simple : (a,) est croissante majorée par by. Elle converge, on note sa limite
X.

(bn) est décroissante minorée par (ag), elle converge vers une limite p.

an + by

En passant a la limite dans b, = ,on trouve o = f.

Les deux suites sont la méme limite.

b an+b 1 b
d _ Un+l bp1 n+1 n n_ [ 1_|__|_l
s Ani1  \/an.b 1 2.ay 2( an)

Ici, pas de récurrence, c’est un calcul direct.

On calcule

Les formules b, = a,.ch(27".«) et 2".a,.sh(27".x) = ag.sh(a) se démontrent par récurrence. En posant & =
Argch(bo/ao).

Dans la formule 2".a,,.sh(27".2) = ag.sh(a), on a une forme indéterminée avec 2".sh(2~".«). Mais si on 'écrit
“n —
N.M sh(t) M Elle tend vers ch(0)
27" t t—0
égalal.

, on a une limite de la forme

avec t qui tend vers 0. On I’écrit

On leve l'indétermination et on fait tendre n vers l'infini : A.« = ag.sh(«). On isole, et on remplace sh(a) en fonc-
tion de th(w).

n n
Montrez que (kz k1_2> ( k_zl klz) sont adjacentes.
On les nomme (ay,) et (by).

1
an+1—ﬂn:m>0

L’argument est relation de Chasles, et non pas télescopage.

1 1
172 Gt |
7

Ay =
Aﬂ =

33

=
N"—‘ N"_‘

Nom propre :

(
(n-1)%
. 1 "+11 1 &1 1 1 1
Pour by, c’est plus lourd : b, 41 — b, = P Zkz (ﬁ Zkiz)_n+1+(n+1)2_*
+

n

On réduit au dénominateur comme : (1 +1).n (et surtout pas (1 + 1).(n + 1)2.n comme 'écrivent les mauvais
éleves).

Le numérateur vaut alors n.(n + 1) +n — (n + 1)2. Il se simplifie en —1 et il est négatif.

Enfin, la différence b,, — a, est positive et tend vers 0.
Les deux suites sont adjacentes. Elles convergent et ont la méme limite.
Mais rien ne dit ce que cette limite vaut.
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al | ]2
HEEEE

Rappel : une maison de taille n (délimitée en gras) contient les entiers de 1 a n (et donc la petite maison de taille
1..).
dans la grille, deux cases adjacentes (par un c6té ou méme un coin) ne peuvent pas contenir le méme nombre.

25’

i III
3 Il
EIEI

in

converge.

Montrez que la série de terme général 1

Le numérateur est borné, il vaut alternativement 1, i, —1 et —i.
Le dénominateur tend vers l'infini. Le terme général tend vers 0.
La condition nécessaire est validée. mais on ne peut pas encore conclure.

1 1
En module, le terme général vaut P La série de terme général (m) o0 diverge. On ne peut donc pas ap-

pliquer un théoréme de convergence en valeur absolue.

Les termes sont dans C, on ne peut pas utiliser le critere des séries alternées.
Mais si on sépare partie réelle et partie imaginaire :

L Tt
im0t tl N2+l ey

(=17

2.p+ 1)
absolue du terme général tend vers 0 en décroissant).
(=17
2.p+ 2) P

Z lz(p_i)z (c’est la fagon la plus simple que j’ai trouvé pour 'écrire).

La série de terme général ( converge, en appliquant le critere spécial des séries alternées (la valeur

La série de terme général ( converge, en appliquant le critére spécial des séries alternées (la valeur
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absolue du terme général tend vers 0 en décroissant).
On multiplie la seconde par i et on somme : notre série initiale converge.

Ca manque un peu de rigueur, suivant le rang auquel on s’est arrété. Il faut étre plus rigoureux, suivant la valeur

de N modulo 4 :
N modulo 4 0 1 2 3
N = 4.9 4g9+1 4g+2 4.9+3
parte réelle Z Z Z Z
p:02p+1 p:02.p+1 p:02p+1 =0 2p+1
B P G L I G VL P Y
partie imaginaire | i. i i i
pZZOZ.p—i—Z p;oz.anl p;OZp—i-l ,,Z:oz-P‘f'l
On utilise le théoreme de convergence des séries alternées, et un théoreme de recouvrement de IN par pa-

rité/imparité.

In(2
Bonus : et la somme vaut il + 1%

In(2 : 1 ]
Bonus du bonus : exp (i.(z + zL)>) _ /4 mIn@)/2 _ L im/a _ b

4 2 V2 2
<182 I[def Suite(m) :
...L=1[2,6,7, 4, 2, x, 5, 4, 8, %, 3, 9, 3, 5, 5]
....return L[n%15]
Remplacez les * pour que Suite soit la somme d’une suite de période 3 et d"une suite de période 5.

Le programme Python crée bien une suite (en tout cas la fonction qui calcule le 77" terme d’une suite) périodique,
de période 15 dont les valeurs successives sont celles de la liste.

Il n’est pas dit qu’elle puisse s’écrire comme somme d’une tri-périodique et d'une penta-périodique.

Raisonnons par condition nécessaire :

o B Y w B Y o B Y w B Y « B v
a b c d e a b c d e a b c d e
2 6 7 4 2 5 4 8 3 9 3 5 5

On a 13 équations, et huit inconnues... Normalement, ¢a plante.
Oui, on attaque ¢a comme un algébriste, c’est a dire qu’on mesure avant de se ruer sur des calculs qu’on ne saura
pas interpréter, en se persuadant a tort que « si on fait des calculs, on fait plaisir aux profs »...

a +u = 2
b +B = 6

c +y = 7

d +a = 4

e +B = 2

b +u =5

c +8 = 4

d +y = 8

huit équations, huit inconnues...

Et pourtant, il y a un probléme. Le déterminant est nul.

En effet, il reste une part de liberté.

IIn’y a pas de somme directe. En notant P, I’espace des suites périodiques de période k, on veut ici que notre suite
(vivant dans P;5 de dimension 15) soit dans la somme P5 + Ps.

Et on a en effet P; + P5 et pas P3 @ Ps.

On sait : P3N P5; = P; de dimension 1.

On peut ajouter une suite constante a la premiere et la soustraire a la seconde, la somme doit redonner la méme
suite.

On peut donc faire une choix arbitraire, tel que a = 0.

Le systeme de huit équations a huit inconnues donne alors a i 0|b i 31c¢ i 1]d=2]e=-1]

Mais ATTENTION. On fait des maths. On raisonne.
La condition est nécessaire. Est elle suffisante ?
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213|612 3 |6|2|3|6| 2 |3|6|2|3]| 6
o|3(1}2|-1{043|1}|2|-1j]0|3|1|2]|-1
21674 2 51418 3191355
E|E|E|E| E E|E|E ViV | V| V]V

La mention E signifie que c’est le systeme d’équation qu’on a imposé.
La mention V signifie qu’on vérifie. Et ici, tout va bien (évidemment, j’ai congu l'exercice a partir des deux suites
que j’ai additionnées).

On a retrouvé les deux valeurs qui manquaient :
(L=1026,7,4,2,6,54,8,1,3,9,3,5, 5]

Remarque | Un bel exercice ol la part calcul est peut étre un peu lourde selon certains, mais ol la part
réflexion algébriste est fondamentale...

Vous l'avez aimé : vous avez l'esprit MP.

Vous l'avez aimé, mais seulement les calculs : vous avez 1’esprit PSI.

Vous n’avez pas aimé, mais vous avez compris : vous avez l’esprit PC.

Vous n’avez rien compris, mais vous avez aimé : vous avez 'esprit TSL

Vous n’avez ni aimé ni compris : vous avez l'esprit ailleurs.

Quand on a une suite réelle (a,,) de limite « non nulle, on montre I'implication |a, — a| < |a|/2 = |a,| > |a|/2
en passant par & — a/2 < a, < & + /2. Montrez que ce résultat est vrai aussi dans C.

On sait faire sur R (dans le cas a positif, quitte a remplacer (a,) par (—ay,) :

. o C e Ihd
a partir durang N, /», on a |u, — a| < 5 cequi signifie & — 5 <up<a+ 5>

. , s X .
On obtient d’un coté 5 < uy. et uy, est «loin de 0.

||

. e . R N . 14
Sia est negahf, on fait de méme : a partir du rang N\a|/2’ ona |un — a| < 7 et on trouve u, < | |

o et u,est négatif,
«loin de 0 ».

1 . . o 1
C’est ce qu’on utilise pour montrer que si une suite réelle a une limite non nulle, alors tous les termes de — sont
Un
définis a partir d’un certain rang, et «loin de 0 ».

C’est ce qui permet aussi de dire que si f est continue en a avec « = f(a) # 0, alors sur un intervalle
[@ = 14)a /2, @+ 14 ja)/2], f reste de signe constant.

disque de centre o,

Mais dans C, comment passer de «z est proche de a » no
nul a « z reste loin de 0 ».
On prend un disque de rayon « la moitié du module » :

\V

|z —a] < |;—| = ‘z‘ = ‘—z‘ = ‘06—(06—2)

de O

14
0] — g —al| = || — g =&l > [a] = 2.

I&l Montrez que de toute suite a valeurs dans Z bornée, on peut extraire une sous-suite convergente.

Montrez que de toute suite réelle on peut extraire au moins une sous-suite qui converge (au sens large, soit vers
un réel, soit vers +o0, soit vers —oo.

Donnez une suite réelle non bornée, qui admet une sous-suite qui converge vers 1, une vers 0 et une vers —1.
Montrez que de toute suite complexe convergente, on peut extraire une sous-suite bornée.

Une suite a valeurs dans Z bornée ne prend qu'un nombre fini de valeurs.
Par principe des tiroirs, l'une d’entre (qu’on appellera p) elle est prise une infinité de fois. En indexant par ordre
croissant la liste des indices pour lesquels la suite vaut , on a une extraction. Et la suite extraite est constante,
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donc convergente.

Sinon, une suite bornée a valeurs dans Z est aussi une suite réelle bornée. Elle admet donc au moins une sous-suite
qui converge.

On prend une suite quelconque.

Si elle n’est pas majorée, alors on peut extraire une sous-suite qui tend vers +oo.

En gros, il suffit de quantifier « non bornée » : VA, 3n, u, > A. On pend pour A des nombres de plus en plus
grands et le tour est joué (il faut quand méme construire ¢(n +1) = Inf(k [ ax = 2.a,(,)))-

Si elle n’est pas minorée, on fait de méme (en changeant le signe) et on a une sous-suite qui diverge vers —co.

Dans le cas qui exclut les deux précédents, elle est majorée et minorée. Donc bornée. On utilise le théoreme de
Bolzano-Weierstrass.

La suite (cos (n%)) pend sans arrét les valeurs 0, 1, —1 (et 0 c’est deux fois plus souvent que les autres).

n
s 2

Sa sous suite (cos ((4.11).5)) converge vers 1.

Sa sous suite (cos ((2.71 +1) )) converge vers 0.

Sa sous suite (cos ((4.11 + 2)%)) converge vers —1.

Et si vous voulez moins périodique : (2_” + cos ((Z.n + 1)%) )

Toute suite complexe convergente est bornée, c’est tout !

+o0 1
Montrez : }_ (—=1)P.(Z(p) — 1) = 5 apres en avoir prouvé l’existence.
p=2

Chaque {(p) est une somme de série.
Et on calcule une série de séries.

Ce serait bien d’en faire une famille sommable, afin de n"avoir plus qu'une somme double, et de pouvoir permuter
les sigmas.

Mais pour cela, il faut prouver l’existence de la somme de famille avec des valeurs absolues.
On va dong, le temps de la preuve d’existence), effacer le (—1)7.

On veut prouver 'existence de Z ( Z %) .
peN—{01} “neN_{01} "
Par théoreme de Fubini, il suffit qu’existe
1 1 1
) Lowe YR )

P
peN—{01} “neN_{01} "/ neN—{01) neN—{01}  peN—_{01}

peN—{0,1}
Or, le denier se calcule :
1
1 =2 ™ 1 PR | 1
( Z ﬁ)_g 1_211.(71—1)__(71—17;)
neN—{0,1} " peN—{0,1} n=21_ - n=2 n=2
n

Calculons la derniére forme (télescopique) avec un retour a horizon fini

+o0 1 1 ) +o0 1 1 . .
11;2(7’1—175):Nl—lg}oon:z(n_lfﬁ):Nl_lg_lool—le

On a prouvé la sommabilité et trouvé la valeur sans les (—1)”.

On a donc le droit d’appliquer le théoréeme de Fubini, méme avec les (—1)?

1

(—1)Py feo o ()P B =2
Pe]Ng{O,l} (neINZ:{O,l} n’ ) N ’EZ (l”le n ) E n; (1 + 111>
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. . . 1 . -1 .
Nos lecteurs auront reconnu une série géométrique de premier terme —et de raison — (plus petite que 1 en
n n

module).

_ +oo +o
)= L= L G i)

1
On refait le coupe de la somme télescopique et il reste juste ~.

peN—{0,1} " neN—{0,1}

2
—+o00
On note que la convergence de la série de séries ) _ (—1)”.({(p) — 1) pouvait se démontrer par critere spécial des
p=2

séries alternées.
On pose ap = {(p) — 1. C'est une suite positive décroissante

Kpp1 — &p = — — = — <0
p+1 = %p 11 11
n=2 nk n=2 np n=2 nk

puisque chaque terme de la somme est négatif.
De plus, cette suite tend vers 0

ail +°°1<1+/+00dt1+[t1_p}+oo
Proor D= 20 tr 22 l1—pl

et on peut conclure par majoration.

Montrez que pour toute suite réelle (u,) il existe au moins une extraction ¢ telle que (sin(u,)) converge.

La suite (sin(u,)) est bornée. Nul ne m’interdira de lui appliquer le théoréeme de Bolzano-Weierstrass.

e e : Chaque jeton peut se déplacer d’une case horizontalement ou verti-
calement. Deux jetons ne peuvent pas occuper la méme case. Trois
non plus. Il faut échanger les les noirs et les blancs. Pour quelles

223 | @ ® valeurs de n existe-t-il une solution en n déplacements ?

Comme quatre pions doivent bouger, le nombre de déplacements est forcément au moins égal a 4.
Si on a une solution en 7 mouvements, alors on a une solution en 7 + 2 mouvements.

En effet, il suffit de faire faire un aller retour a un pion avant de commencer

e o e -
EEE NEE @0
Et ceci compte pour deux déplacements.
Si on trouve une solution en N coups, alors tous les entiers de la forme N + 2.p sont aussi solutions.

On notera que si on trouve deux solutions de parité différente, alors on aura tous les entiers a partir d’un certain
rang.

Mais les solutions ont forcément un nombre pair de déplacements.

En effet, si on numérote les cases o au départ, les deux cases libres ont pour total 0

‘puis : ‘etléonyva.

‘puis retour a |

ainsi : e 4 la fin, les deux cases libres ont pour méme total 0
0 ‘ ¢ a chaque déplacement, on libere une case d'une parité, et on comble une
’ 01110 case de la parité opposée (un pion de case 1 va sur une case 0, ou alors un

pion de case 0 va sur une case 1).

e il s’ensuit que si on a déplace 2.p + 1 pions, la somme des deux cases libres
est impaire, on ne peut pas avoir gagné.

On élimine donc tous les entiers impairs, ainsi que 0, 2 et 4. sauf a étre daltonien et affirmer : c’est bon pour n = 0.
On montre qu’en six coups, ce n’est pas possible : un pion doit quitter une place pour aller dans un coin, et il est
alors trop loin de sa destination.

®@[e . ] e[... [®] e[ o [®] CHIEREE NI
[ [®]® ENEIEE NN @ [ [e]®
©[e] ©[...[®] ©e]..] e[ e [...] ®...[...]
(@ ® EIEEE EIBEE EIEIN EEID
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NN elo]...] ele]...]
EBERK) [ ® ® ... [®]®
Cette solution en 12 déplacements convient.

Tous les entiers pairs plus grands que 12 conviennent.
Reste a trouver un argument pour éliminer 8 et 10.

<242 | Montrez que la suite (log(n y (n+1) '))) est décroissante, minorée et donnez sa limite.

. . 4a . A . L :
w2521 a, = o(ey) signifie e—” tend vers 0 quand n tend vers 4-oo. La relation « étre un petit o de « est elle réflexive,
n

symétrique, antisymétrique, transitive sur I'ensemble des suites réelles strictement positives ?

: . . a .
Comment pourrait on avoir —tend vers 0 sachant que ce quotient vaut 1.

an
On se donne la suite a4, = 1 pour tout n et on a un contre-exemple.

11 fallait VRAIMENT donner un contre-exemple ?

by
Symétrique Sl — tend vers 0, alors a—tendvers I'infini et nullement vers 0.

Contre-exemple : 1 = 0(n), mais onn’a pas n = 0(1) quand n tend vers l'infini.

| Anti-symétrique |On se donne deux suites (a,) et (b,). On suppose qu’on a a la fois a—et % qui tendent vers 0.

by

C’est impossible (leur produit vaut 1 et il devrait tendre vers 02).
Mais si I’hypothese est fausse, alors I'implication est vraie (que (a,) soit ou on égale a (by,).
On a donc bien (a, = o(by) et by, = 0(an)) = (Vn, a, = by).

On se donne trois suites strictement positives (a,,), (by) et (cn).

a a

On suppose que — et — tendent vers 0.
n n

Leur produit tend aussi vers 0.

Et c’est la définition de a, = o(cy).

<262 1| Montrez que la suite réelle (u,) est bornée si et seulement si ((1,)?) n’admet aucune sous-suite qui tend vers
—+o00.
= |Supposons la suite (1, ) bornée (disons par M). Alors ((uy)?) 'est aussi (par M?).

Dés lors, touteles soussusites de ((u,)?) sont aussi bornées par M?, et ne peuvent tendre vers +co.
(écrivez VA, G4, Vn, n > G4 = (un)2 > Aetprenez A = M?+1)

On montre la contraposée.

Supposons (i, ) non bornée. On va alors construire une sous-suite de la forme ( (1) )2) qui diverge vers +oo.
On quantifie « non bornée » : VA, 3k, |u;| > A.
On a envie de l'appliquer & A = n pour chaque entier 7.
On a alors que pour tout # il existe k vérifiant |uy| > n .
s N 2 2
On en prend un, qu’on nomme ¢(n) et on a [uy(,)| = n d'ott (uy(,))~ = n.

n)
)2

Par minoration (le gendarme qui fuit vers l'infini), la suite ((u,(,))") diverge vers +co.

C’est presque bien, mais il y a un défaut. Pourquoi I'extraction ¢ serait elle croissante ? Rien ne nous l’assure (hor-
mis une notion vague de « globalement, les ¢ (1) sont forcément de plus en plus grands »).
E effet, si la suite (u,) grimpe vite a une étape, et saute de 10 a 300, alors on risque d’avoir Up(10) = Up(11) =

M(,P(12) = ... M(P.(gg). ) ) . ; ’
C’est pourquoi on va construire 'extraction ¢ étape par étape.

On prend A = 1et ¢(0) = Min(k | |ug| > 1) (Min ou Inf ou ppe c’est ici pareil, on est sur IN).
On poursuit avec A = 2.[uy, ()| et ¢(0) = Min(k | |ux| > 2.|uy(g)|). On a forcément ¢(1) > ¢(0).

Plus généralement : On poursuit avec A = 2.[uy (| et p(n + 1) = Min(k | [ux| = 2.[uyy ).
On a forcément ¢(n + 1) > @(n) et aussi |1y (1) = 2.[ugy)| = 2+l

La difficulté parfois sur ce type d’exerccice : croire qu’on a démontré A = B puis B = A alors qu’on a démontré
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A = Bet B = A (quin’apporte rien de plus, voyez vous...).

Montrez que si la suite (a,) (jamais nulle) n’admet aucune sous-suite bornée, alors la suite (a_) converge vers
n

0.

La suite (u,) n’est jamais nulle, donc la suite (1/u,) existe.

<282 I{1.a suite u est périodique de période 4 a partir du rang 100 et vérifie u, = n? pour n < 100 et ujp0 = 3, u191 = 5,
1102 = 13, uj03 = 7. Ecrivez un script Python qui prend en entrée n et retourne u;,.

def Suite(n) :
.if n<101:
........ return n*n
= [3, 5, 13, 7]
.Index n = n%4
..return L[Index]

100 200
Sachant que (a,) est une suite arithmétique, )~ a = 0 et )  a = 20100 calculez a, pour tout 7.

k=0 k=0
100 a0+ 01100 200
Comme la suite (a,) est arithmétique, on a juste & compter les termes : Z ap = 101l.———— et Z a =
201_@_
On déduit donc tout de suite : ag + a199 = 0 et ag + axg9 = 200.
. R 2.0 + 100r = 0 o _
On a donc un petit systeme 200 + 200 = 200 | Sans effort : ¥ = 2 et qp = —100 et donc

(ay =2.n —100)

2302 I Vrai ou faux : de toute suite réelle on peut extraire une sous-suite strictement croissante.
de toute suite réelle on peut extraire une sous-suite strictement monotone.
de toute suite réelle non bornée on peut extraire une sous-suite monotone.

D’une suite constante, vous ne pourrez extraire que des sous-suites constantes, et donc pas strictement monotones.
C’est donc réglé pour les deux premiéres.

La derniére est dans le cours pour une suite quelconque déja.

~ 1
31 1_c0¢ 1| Une suite réelle a vérifie la propriété P si et seulement siona ) (ax)? ~ n—s+o0o—. Montrez qu’une
a
k=0 Z

suite vérifiant P est positive a partir d'un certain rang.
n
Prenons une suite vérifiant la propriété P. Le produit a,. Z(ak)z doit converger vers 1.
k+
A partir d'un certain rang N ;, il est entre 1/2 et 3/2. 1l est positif. On a donc a4, qui est du méme signe que
n

) (ax)?. Mais la somme de carrés est positive. A partir du rang Ny ; (et méme avant), a, est positif.
k=0

| Quelles sont les suites géométriques qui vérifient la propriété P ? |

Prenons une suite géométrique de premier terme ag et de raison r a pour terme d’indice # le réel a,,.r"

| La raison sera positive, de méme que le premier terme, pour que la suite soit bien positive a partir d'un certain rang, sinon, on élimine. |
n 1— r2 n+2

Aq - —_ 2k _ 2
On somme les carrés : Z(ak = Z rt = (ap)”.
k=0
L’équivalence demandée se traduirait par un quotient tendant vers 1 :
n ) 5 1— 1,2.71—1—2
n
ay. Z(ﬂk) - (ao) .ﬁ.r .

k=0
On doit distinguer des cas (c’est la qu'on commence a faire des maths et pas juste du calcul ; c’est 1a qu’on com-
mence a faire I'ingénieur) : tout dépend de la position de r par rapport a 1.
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® Sir est entre 0 et 1, le produit tend vers 0 (le terme (a9)”. reste borné).

n
® Sir vaut 1, alors la formule est 4. Z (a)* = 1.(n +1). Ce terme ne tend pas vers 1.
k=0
® Si r est plus grand que 1, le produit est égal a (ag)°.
Aucune suite géométrique ne convient.

72.n+2 -1

r2—1

, . N 3n+2 ,
1", équivalent a (ag)3. "7 Encore raté.

Il faut penser a traiter a part (et donc a traiter) le cas ot la raison vaut 1. C’est toujours le truc a ne pas oublier avec les suites
géométriques...

1
220 1| La suite (n T 1) vérifie-t-elle la propriété P ?

1 1 ¢ 1
Tentons la suite (m) . Le produit a étudier est P Z

*kr1)2 Le terme devant la somme tend vers 0, et la
k=0

2
. T . .
somme converge (oui, vers - ). Le produit ne converge pas vers 1. Raté.

¢32 1|Ta suite ( vérifie-t-elle la propriété P ?

1
)

1 Hyqq
Tentons avec la suite (7) Cette fois, le produit est —= avec (H,) la série harmonique. On connait son
NoEST P et 2vee (o) a
Hn+1 ln(n)

comportement de type logarithmique . Par croissances comparées, 1’équivalent tend vers 0.

\/m ~n—+o00 7

Le produit tend aussi vers O (attention, ne pas dire “est équivalent 2 0”, ceci n’a pas de sens).

242 | Montrez que la relation 1o = 1 et pour tout 1, “u,,, 1 estla racine positive de 'équation x>.u,, +x = u,
d’inconnue x” définit bien une suite réelle (prouvez 1’existence de tous les termes). Montrez que cette
suite est positive, décroissante. On note A sa limite. Montrez qu’elle ne peut valoir que 0. Montrez
que la suite (1) ainsi construite vérifie P.

On se donne donc 1y = 1. Le premier terme de la suite existe.

Pour 11, on doit résoudre sur R* I'équation x> + x = 1. On introduit I'application ¢g = x — x> + x — 1. Elle est
continue, strictement croissante, négative en 0. Et en 1 elle vaut 1. Par théoreme des valeurs intermédiaires, elle
s’annule au moins une fois. Par stricte monotonie, elle ne s’annule qu'une fois. Cest en 1.

| Et seuls les éléves le nez collé a la feuille et toute emplis de naiveté termanalienne vont tenter de calculer uy. |

Onnotequonal < u; <1.

On cherche s’il existe bien un wup, unique, vérifiant
u1.(u2)® + up = uy. On définit cette fois ¢; = x —
u1.x> 4+ x — uq. C’est une application croissante sur R.
En 0 elle est négative, en 1 elle vaut 1 : elle est positive.
Le théoreme des valeurs intermédiaires donne I’existence
de u; et la stricte monotonie donne son unicité.

Prenons n quelconque et supposons que u;, existe et est
positif (racine positive d"une équation écrite au rang pré-
cédent). On doit montrer existence et unicité de u, 1 so-
lution de l'équation u,.x> + x = u,. On définit 'appli-
cation ¢, = x —> U,.x3 + x — uy,. Elle est strictement
croissante sur R™ (pardon ? oui, on dérive et on a une somme
de termes tous positifs...). Elle est continue. En 0 elle est né-
gative et en 1 elle vaut 1 4 u, — u, ; elle dépasse donc 1

. 02 04 0% [}
Le théoreme des valeurs intermédiaires donne existence de u,, 1. La stricte monotonie donne son unicité.
Le terme suivant existe, et la récurrence s’achéve.

La suite u existe (mais vous n’avez pas de formule explicite, c’est fini le bac a sable appelé Terminale).

Elle est positive par construction.

Etudions sa monotonie. On regarde ce qu’on a fait pour I'existence et unicité de u, 1. On a appliqué le théoréme
des valeurs intermédiaires sur [0, 1] pour l'application ¢, = x — u,;.x> 4+ x — u,. Mais si on I'applique sur
[0, uy] ? Onaalors ¢,,(0) = —uy < 0et @u(uy) = (uy)* > 0.

C’est donc sur [0, 1] qu’on peut appliquer le théoreme des valeurs intermédiaires. 1,11 est dans [0, u,] (strict).
On reformule : 0 < ;41 < uy,. C'est la décroissance attendue.
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La suite u est décroissante minorée, elle converge.
Mais alors, en repartant de la relation uy.(1, 1) + t, 1 = U, on obtient par passage a la limite A* + A = A.
La seule valeur possible pour la limite est 0.

0
Onaaurang 0 :u. y_ (u)? =1.(1") = 1.
k=0
1
Oncalculeaurang 1 :uy. Y (ug)® = up.(1+ (u1)?) = ug + (u1). uy a été construit pour vérifier 1.(u1)% +u; — 1 =
k=0
0. Le produit vaut 1.

1 .
Onaalors 1+ (u7)? = — et on va s’en servir.
U

2 3
1 .
On regarde au rang 2 : up. Y (ux)? = up.(1+ (11)* + (up)?) = uz.(— + (u2)2> _ 2t (u)” _m 1
k=0 Ui Uup uq
puisque u1.(up)3 + up = uy.
n
On suppose, pour un 1 quelconque donné : 1. Y | (ug)? = 1.
k=0

n+1 n 1
On calcule au rang suivant : i,41. ) | (u)? = unH.((unH)z + Z(uk)z) = Mn+l.((un+])2 + u—) par hypothese

k=0 k=0 n
de rang n.

n+1 3

On réduit au dénominateur commun ;1. 2 (u)? = (41)° 1 + U _ par construction de ;1.

u u
k:0 n n
La récurrence s’acheve.

n
Pour tout n, on a u,,. 2 (uk)2 = 1. On peut faire tendre n vers l'infini, il y a une limite et elle vaut 1
k=0

8.6

8.5

8.4

8.3

a.2

8.1

a

NV

Q Prolongez par continuité en 0 'application x s 2[(x)/n(2)] et
calculez son intégrale sur [0, 1]. ) et '

A cause du logarithme elle n’est pas définie en 0. Et on ne va la prolonger qu’a droite. On n’en revient pas aux ¢,
eux, c’est pour la théorie. Ensuite, pour la pratique, on encadre, on utilise des équivalents.
Ici, comme il y a une partie entiere, on fait comme toujours avec elle, on l'encadre : t —1 < [t] < ¢t :

In(> In In
lngg —1< [lngﬂ S 1n532(§'

On multiplie par In(2) (positif), on passe a I’exponentielle (croissante) : () ~In(2) < f(x) < "),

x . .
On reformule : 5 < f(x) < x. Quand x tend vers 0, les encadrants le font aussi, la fonction tend vers 0. On posera

donc f(0) = 0. Sauf si on est con.
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6.6 :
7T y=x y=x/2 f)=1/2
8.4 8.4
0.3 , 9.3 f(x)=1/4
” 8,2 a.2
6.1 0.1
° > ° , , , . —
] 8.2 8.4 8.6 0.8 1 e 8.2 8.4 8.6 6.8 1
encadrement * intégrale *

Pour l'intégrale, on utilise la relation de Chasles. On va découper [0, 1] en intervalles ot la partie entiére du loga-
In(x)
In(2)
Plus précisément, c’est sur [2~N, 1] qu’on va travailler, puis on fera tendre N vers 0.
27 x <2
—n.In(2) <In(x) < (1 —n).In(2)
In(x

rithme est constante. : [ } = n avec n négatif.

~—

~
—n < <l—n

Sut 27", 27" ona

—~—
N
~——

—
==
=

2 } <l-n
fla)=27"
ol-n
Chaque petite intégrale f(t).dt vaut donc (27" —277).27",
2*7!

N N 1
7 —o(1
Il reste & sommer jusqu’au rang n, puis jusqu’a I'infini : }_ (2'7" —27") 27" =} 272" = o)
n=1 n=1

|
=
|
-
]

~—

1
L’aire totale vaut Un cadeau a qui le prouve géométriquement, par un simple puzzle (avec deux pieces identiques

de méme aire qui recouvrent un carré de coté 1)..

233 > I

La quantification classique de notre cours est : Ve > 0, N € IN, Vn, n > N = |u, — A| < &. Il manque des
niveaux de parentheses.

Je propose de disposer ainsi les parentheses : (Vs >0, ANEN, Vn, n > N) = (|un —Al < 8)

Montrez que pour tout choix de ug la suite u, | = [e!*<0s(4n/12)]

(indication : principe des tiroirs).

est périodique a partir d'un certain rang

A partir du rang 1, la suite ne peut prendre que “un nombre fini de valeurs. En effet, e'* <5(#2/12) est entre 0 et 4.

Sa partie entiére n’a qu'un nombre fini de valeurs possibles (en 'occurence [e!# + 1] qu’on va noter N).

Les N + 1 entiers 17 a un41 sont a placer dans N cases.

Il'y en a donc deux qui prennent la méme valeur.

U; = up aveca < b.

Mais alors f(u,) = f(up)(en notant f I'application d’itération).
En recommencgant 1,5 = Uy, puis Ug+y = Upy, pour tout n.
A partir de la, la suite est périodique de période b — a.

Mon ex se tasse. Elle se dilate Ia rate en chicanant. On apprécie les actions des recteurs. Corneille veut voir son
Clitandre bient6t. Vive les fétes soutenues. Ils veulent des facs animées.

Ve > 0, (EING]N, vn,n>N) = (|un—A|<e) Ve > 0, (HNGIN, vn,n>N) = (|un—A|<e)
Est-ce correct ? Sinon, comment corriger ?
S’agit de la quantification de ((u,) converge), de ((u,) converge vers A), de ((A) converge vers (uy)), de (1, ~ A
a epres), (toutes les suites convergent vers A) ?
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Q Soit u une suite réelle. Montrez que si u converge, alors pour tout réel A, A.u;, 1 + u, converge aussi.

@ On suppose que 1,1 + 1, converge quand n tend vers l'infini. Montrez (par un contre-exemple) que u ne
converge pas forcément.
& On suppose que 2.1, 11 + uy (notée v) converge vers 0.

n

Calculez E (—1)¥1.2F.0. En utilisant le théoreme de Cesaro généralisé (c’est celui de Cesarbi dans I’exercice
k=0

plus haut), déduisez que u converge aussi vers 0.

Montrez que si v converge vers « alors u converge (vers quoi ?).

Montrez que si 1,1 + 2.u, converge, alors u ne converge pas forcément.

Premiére question facile : théorémes algébriques : A.u, 1 + 1, converge vers (1 -+ A).a si aest la limite de la suite. °.

Un exemple ou que (4,41 + u,) converge mais pas (u,) ? Non, franchement, je ne vois pas... vouscroyez que ¢a
sort tout seul les contre-exemeples ?
Bon, on va voir...

Passons a I'exercice un peu sympathique.

n n
On pose donc vy, = 2.uy,11 + U, et on calcule Z(—l)k+1.2k.vk = Z(—l)k+1.2k.2.(uk+1 + uy)

k=0 k=0
n

n
Onsépareen Y (—1)F 126y, ) 4+ Y (—1)FH 2k,
k=0 k=0
n+1 n
On décalleen ) (—1)P 2% up, + Z(—l)kH.Zk.uk.
p=1 k=0
n+1 n
On soustrait méme : ) (—1)7.2Pu, — Z(—l)k.Zk.uk.
p=1 k=0
On simplifie la partie commune : (—1)"*1.2"+ 1y, 1 — ug.

Que faire avec Cesaro ?

La suite ((—1)*1.7;) tend vers 0 comme la suite (vy).
Sa moyenne de Cesaro, avec pondération (1,2,4,8,...2",...) tend aussi vers 0.

n
Yo (—1)FL 2k,
k=0
n
). 2
k=0

Avec nos simplifications :

On a donc qui converge vers 0.

(_1)n+1‘2n+1'un+1 —u

on+1l _ 1
On simplifie, et voila (u,) qui converge aussi vers 0.

0 tend vers 0 quand 7 tend vers l'infini.

Que fait on si (v,) converge vers 8 pas forcément nul ?

W[

On translate pour avoir une suite (w, ) qui converge vers 0, en remplagant u,, par u, —

Trouvons un exemple ot (1,1 + 2.u,) converge, mais pas ().

Prenons u, = (—2)" pour tout n. Cette suite diverge (non bornée, une extraction qui part vers +co et une autre
vers —oo).

Mais quand on somme (—2)"*1 4 2.(—2)" on trouve toujours 0 et 13, cette suite converge.

<362 1| © Montrez que l'application x — cos(x) + cos(v/2.x) est somme de deux applications périodiques, mais n’est

pas périodique (combien de fois prend elle la valeur 2 ?).
Montrez que la suite (cos(n)) n’est pas périodique.

x — cos(x) est périodique de période 2.7r.
x — cos(v/2.x) est périodique de période v/2.7.

Si la somme était périodique de période p (pas plus connue que ¢a, allez la deviner !), elle reprendrait la méme

5. et si on se dit que c’est juste le prof qui a oublié les parentheses sans le faire expres, confondant (1,41 + Ay ) et 41 + Aty
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valeuren O eten p.

On aurait donc cos(p) + cos(v2.p) = 1+ 1.

Mais en écrivant 1 > cos(p) = cos(p) + cos(v/2.p) — cos(v/2.p) =2 —cos(v2.p) =2 —-1=1
on arrive & cos(p) = 1 puis cos(v/2.p) = 1.

Ceci force p a étre a la fois de la forme 2.k.7r avec k entier et de la forme 1/2.4.7r avec g entier.

k
En effacant p, ceci donne v/2 = ~. Ce qui est irrationnel !

p ne peut pas exister.

Si la suite (cos(n)) était périodique, elle prendrait la méme valeur en 0 qu’en p. Et p (entier) serait aussi multiple
de 2.7
C’est impossible (sauf avec p = 0 mais 0 n’est pas une période).

<321 f et ¢ sont croissantes de [0, 1] dans R. Montrez :

1 1 1
/0 £(£).dt. /0 ().t < /O F(1).g(t).dt

(indication (x, y) —> (£(y) — F())-(g(y) — g(x)) sur 0, 11
Quand x et y sont tous deux entre 0 et 1, le produit (f(y) — f(x)).(g(y) — g(x)) est toujours positif ou nul.

En effet, pour x plus petit que y on a la forme « plus fois plus »
et dans l'autre cas c’est « moins par moins ».

1A
L'intégrale double / (f(y) — f(x)).(g(y) — g(x)).dy.dx est donc positive.
—

On développe et sépare en quatre termes par linéarité.
On en fait passer de I'autre coté :

/1: (/1: fy)g(y)dy).dx + ;0( if(y)-g( ).y ).z > /xo /y1 F(y).g(x).dy dx+/ /10f(y).g(y).dy).dx

Le temps de la preuve, notons H l'application f x g (c’est x — f(x).g(x)).
1 1
Regardons par exemple / ( / (y).dy) dx.
x=0 y=0

1 1
Si on décide de noter S le nombre / H(y).dy,ona S.dx =S.

=0 x=0
1 1 1
Passons e‘l/ (/ H(x )dy) .dx. Chaque 1ntegra1e/ H(x).dy vaut H(x).1.

y=0
1
L'intégrale / / H(x dy dx vaut / H(x).dx et c’est donc encore S.
y=0 x=0
1
Dans / ( f(x).g(y). dy) .dx, on peut sortir f(x) de I'intégrale dite «eny » :
x=0
1 1 1 1

[y f@stray)dx= [ fa.( [ sto)ay) dx

Le réel / ).dt ne dépend plus de x, c’est une « constante » qu’on va pouvoir sortir :

/xl:o( yl_of (x).8(y) dy ) dx = (/y Log(y)-dy). / 1:0 Flx)dx

1 1 1 1
On a trouvé le produit de deux intégrales / (/ f(x).g(y).dy) dx = (/ g(y).dy) ( f(x).dx).
x=0 y=0 y=0 x=0

Comme les variables sont muettes, on 1’écrit aussi

/;0( ylof(x).g(y).dy> dx = (/Olg(t).dt).(/olf(t).dt>

1
L'intégrale / ( / fly dy) .dx se traite de la méme facon et donne
=0 \Jy=0
1

/- ( y:0f<y) 3lx )dy).dx: ( ylo fray).( [ stra) = ([ pwan).( [ sa)
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Si on reporte dans l'inégalité & quatre intégrales, on trouve

2. /Olf(t).g(t).dt > 2.(/(;lf(t).dt).(./(;lg(t).dt)

Et comme ¢ est positif, on peut simplifier sans changer le sens des inégalités.

Bon, d’accord, pas besoin de I’argument « 2 est positif ».

<382 1{© Déterminez la limite quand 7 tend vers l'infini de cette différence de radicaux v/ + 5 — v/n2 + 3.n + 4.

On n’écrit pas « limite » tant qu’on n’a pas prouvé I'existence, méme si le sujet tend a signifier qu’il y en a une.
On conjugue en une seule fois relativement aux puissances 4 (ce a quoi vous joue au tableau...).
Donnez un nom aux quantités pour ne pas avoir un dénominateur indigeste :

Conseil : | a=+vVn+5etb= Vn2 +3n44
V55— Vn2+3n+4=a—b= at bt :(n+5)2_(”2+3-”+4)

a3+ a2b+a.b?+ b3 a3+ a2b+ab?+ b3

Le numérateur est équivalent a 7.1 et le dénominateur est fait de quatre termes tous équivalents a n3/2.

Le quotient tend vers 0. C’est la valeur de la limite cherchée. Et on a un équivalent.

<392 I Trouvez une primitive de t — t.e’. cos(t) en intégrant par parties (mais qui sont les deux parties ?).

Dérivez t — ((a.t +b).cos(t) + (c.t + d).sin(t)).e'). Retrouvez le résultat précédent avec un peu moins
d’efforts.

On a plusieurs possibilités, qui tournent un peu en rond.

On va poser A = / te'.cos(t).dt et B = / t.et.sin(t).dt car on a deviné que l'on allait

puis C = /e cos(t).dtetD = /e sin(t).dt

croiser les quatre.

t'COe(tsjt)‘ } : } ‘ costt) _ett sin : A= [el.t.cos(t)] —C+B
cos(t &~ sin

BEE =) ra R
On fait de méme avec B par parties de deux fagons

; t'.sjf(t) } : } sin(?) tf'cos(t) } .B=[ett.sin(f)] - D — A
; SIZS) } : } gcfst(:f) }B [—tef.cos(t)] —C+ A

Ce sont les mémes relations, on n’a rien de plus...

Il faut donc intégrer C et D par parties pour avoir des relations qui les lient ensemble.
"X i X "X t in(t X
On a cette fois / et.cos(t).dt = [M.et} et / et sin(t).dt = {w.et}

2 2
x . . si — sin(t
On reporte : / te'. cos(t).dt = {t cos(t) +1 szm(t) sin ).etr
N _ .
et/ bt sin(t).dt = { t.cos(t) + cc;s(t) + t.sin(t) .etr

On peut aussi intégrer a priori sous la forme proposée : t — ((a.t +b).cos(t) + (c.t +d).sin(t)).e").
a.t.cos(t).e! +a.cos(t).e! —a.t.sin(t).e!

. +b.cos(t).e! —b.sin(t).e!
On la dérive et on arrange tous les termes en c.t. cos(t) ¢! tebsin(t)el e sin(t)e
+d.cos(t).et +d.sin(t).e!

Onregroupeenonexige :a+c=1,a+b+d=0,—a+c=0et—b+c+d=0.

1 -1
On retrouve finalement nos 3 et 0.

L t.e*. cos( [t cos(t) + t.szin(t) _Sin(t).etr}
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Q Ftudiez la convergence de la suite ((—1)".(4.n> + 2.n + 1)), de sa moyenne de Cesaro, de la moyenne de
Cesaro de sa moyenne de Cesaro, et ainsi de suite.

Encore une fois un conseil (mais comme vous vous obstinez a croire que les maths sont des formules et du calcul, ne le lisez
pas et retournez passer le bac) : calculez déja les premiers termes.

Calculons les premiers termes de la suite, de sa moyenne et de la moyenne de sa moyenne...

| n [ 0] 1| 2 | 3| 4 | 5| 6 | 7_]
an 1 —7 21 43 73 111 157 211
Cesaro 1 -3 5 -7 9 —11 13 —15
Cesaro de Cesaro 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
] a diverge \
- RS RY
Aurait on une suite a telle que sa moyenne diverge c’est ( 1) (Z/n +1))
la moyenne de sa moyenne diverge (c’est ((—1)")
la moyenne de la moyenne de sa moyenne converge (vers 0)
On démontre alors par récurrence les formules : ¢, = (—1)".(2.n +1).
C’est initialisé ci dessus.
On suppose, pour un 1 donné quelconque :
I NI n-1
=Y (D)4 +2k+1) = (-1)" (20 1)
=
On passe au rang suivant :
1 v k (412 2 Nk (a2
— _ — n —
n“.kg( D4R +2k+1) n+1'(( 1)".(4.n +z.n+1)+k§0( 1)k.(4.k +2.k+1))
On remplace grace ’hypothése :
! f(—nk (462 +2k+1) = 1 ((—1)" (4n*+2n+1) +n(-1)""1(2n - 1))
PR (4. . T (4. . . (2.
On factorise :
! f(—l)k (4R £ 2k 1) = 1 ((—1)" (4m® + 2.1 +1 —2n2+n))
T (4. . Pt (4. . .

On simplifie :

1 - k 2 _ n 2
”+1'k§(_1) (AR +2k+1) = m.((—n (2.1 +3.n+1)
On factorise :
Loy cnf@li2ken = S i @ut)
RS .(4. : P (2.
On simplifie :
1 n

Y (DR AR 2k 4+ 1) = ()" (20 +1)
k=0

C’était la formule attendue.

Cet exercice est une belle récurrence, niveau Sup. C’est le type de travail qu’on attend de vous en MP et en PSI pour réussir
d la base. Et aprés, il y aura aussi des théoremes évidemment, mais ce type d’exercice est un bon début.

n
Y (DR 2k+1) = (-1)"

k=0

Je vous laisse montrer ensuite 1

Ce que je cache derriere cet exercice : des ensembles emboités les uns dans les autres :

Ay : les suites convergentes

A1 :les suites convergentes ou non mais dont la moyenne de Cesaro converge

Ay : les suites qui ne convergent pas forcément mais dont la moyenne de Cesaro de la moyenne de Cesiro converge
et ainsi de suite.

Le théoreme « si une suite converge, alors sa moyenne converge vers la méme limite » dit : Ag C Ay C Ap....
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& Soient u et v deux suites. On suppose que u.v tend vers 0 a I'infini. Montrez par un contre-exemple qu’on ne
peut pas en déduire que u ou v tend vers 0 a l'infini.

On veut montrer qu'il existe une sous-suite de # ou une sous-suite de v qui tend vers 0 a I'infini. Montrez qu’il
existe Ny vérifiant |uy,.vn,| < 1. Montrez qu'il existe Np plus grand que Ny vérifiant |up,.vn, | < 1/4. Montrez
qu’il existe Ny plus grand que Nj vérifiant |un,.vn,| < 1/16. Montrez 'existence d"une suite croissance (N;)
vérifiant |uy,.oN,| < 1/4".Onpose A = {n € N | Juyn,| < 1/2"} et B= {n € N | |on,| < 1/2"}. Montrez :
AN B¢ = @. Déduisez A U B = IN. Déduisez que A ou B est infini. Concluez.

Prenons la suite (0, 1, 0, 1, 0, 1,...) et son « complément» (1, 0, 1, 0, 1, 0...).
Aucune ne tend vers 0, mais leur produit converge vers 0 (il est carrément nul).

On suppose que (u,,.v,) converge vers 0. On traduit : Ve > 0, IR, Vi > Re, |un.v,| < e.
En particulier (pour ¢), a partir du rang Ry on a |u,.v,| < 1.
En particulier (pour 1) on a |ug,.vg,| < 1. On posera donc Ny = R;.

I

1 . o
On recommence avec ¢ = T A partir du rang R; /4 on a la majoration |1,,.v,,| <

Quel n choisir alors pour avoir non seulement Ny > Np mais aussi N; > Ry /4 ?
Tout simplement Max(Ry,4, N1 +1).

Supposons construits les indices croissants Ny < Ny < ... < N, vérifiant |u Nk.ka\ < 417 pour tout k de 0 a n.

1 .
YIS Mais on veut un rang plus grand que Nj,.
On va donc choisir Ny, 11 = Max(Ry /gn+1, Ny +1).

On sait qu’a partir du rang Ry /4n+1 0n a [up.0p| <

Les ensembles A = {n € N | |uy,| <1/2"} et B= {n € N | |vy,| < 1/2"} sont des ensembles d’entiers.
Onaaussi A= {n e N||uyn,|>1/2"}et B°={n € N | |vyn,| > 1/2"}.
On poursuit avec AN B = {n € N | |un,| > 1/2" et |vn,| > 1/2"}.

il . ior nd ble. il vérifierai 1 1 . dui sl Hif
il y avait un entier n dans cet ensemble, il vérifierait |uy;, | > > et|on,| > o puis par produit entre réels positits

1
|uN”.an| > 47
Et par construction de la suite des indices (Nj,) ceci est impossible.

On retient I'idée : si le produit de deux nombres est petit, alors au moins un des deux est petite.
Ce peut étre les deux. Mais il se peut qu’il y en ait un « grand » mais alors l'autre est « trés petit ».
Et en fait, I'idée est «sia.b < ealorsa < y/eou b < /e

Et il suffit de raisonner par contraposée.

On passe au complémentaire par les lois de Morgan :

A“N B¢ =@donc (AUB)" =@ puis (AUB) =N
Et vous savez quoi ? Si leur réunion fait IN alors 1'un au moins est infini (contraposée la encore).
Sans perte de généralité, on va dire que A est infini.

. e i s s . 1
Il existe une infinité d’entiers n vérifiant |uy;, | < Tk

<
m! = og(n)”

On indexe ces entiers par ordre croissant, et on a une sous-sous-suite (u N, (n)) vérifiant Vn, |u N,

Par encadrement, cette sous-suite de (a,) tend vers 0.

I&I Montrez que si a est une suite d’entiers naturels strictement positifs, croissante, non constante égale a 1, alors la

N1
série ) ——— converge. Montrez que la limite est rationnelle si la suite (a,) est stationnaire.
1T
k=0

On regarde ici ce qu’on appelle une série de Engel.

n
La suite est faite d’entiers strictement positifs. Aucun dénominateur H a ne va s’annuler.
k=0
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La suite n’est pas constante égale a 1. Il existe donc au moins un terme a,, strictement plus grand que 1.
Mais alors, a partir du rang ng tous les termes sont plus grands que a;,,.

dans le produit, on peut donc minorer par (a,,)""°.
Proprement, pour n plus grand que ng
n np—1 np—1 np—1
o= () (FLo) > (F o0 (FLo) = (o)
k=0 k=0 k=g k=0

71071
Pour me simplifier la vie, je pose A = ( 11 ak> (any) "™ (que je qualifie de constante car il ne dépend pas de 1)

etjai Hak A.(any)"

1 . . . . 1
< . Je reconnais une série géométrique de raison —.
n A.(ay)" a
\"np 1o

ITax
k=0

Je passe a l'inverse

N
La série a termes positif )

n
n=0 H a

On somme avec N plus grand que g

est croissante avec N. On va la majorer pour la faire converger.

Nooq m-l Noq m-l 1

n = Z n n
n=0 1_[ e n=0 H ag n=ngp 1_[ a n=0 H ax
k=0 k=0

On effectue la somme et on majore

1 B 1
N n071 1 1 (aﬂo)ino (ano)_N
Z Z T 1
= a n=0 H a 1— 7
k=0 k=0 1o

1
N np—1 —
1 9 1 1 (an,)""
Y S L w et

n=0 H”k n=0 Hak 1— —
k=0

a
k=0 "o

Le joli majorant du membre de droite ne dépend pas de N. C’est un majorant.

La série croissante majorée converge.

Tout devient facile si Ia suite est constante a partir du rang ny. Nos inégalités sont alors des égalités dans tout ce
qui précede

1 1
N no—1 — - —
1 9 1 1 (an ) 1o (an ) N
Z n = ZO n + A : 1 1 °
n a -
et en sommant tout 1
T 1 np—1 1 1 (ano) 0

Les sommes et produits finis du membre de droite donnent un rationnel.

Mais on ne trouve sa valeur simple.
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Créez une classe ot soixante pour cent des filles sont anglicistes et ou trente cinq pour cent des anglicistes sont
des garcons.

Comme rien n’est précisé, on va dire qu’on a deux découpages : garcons/filles d"une part, anglicistes/ germanistes
de I'autre (tant pis pour les hispanophones ou autres).

garcons | filles

On note les quatre effectifs et on traduit les deux informations : anglicistes a b
germanophones c d
soixante pour cent des filles sont anglicistes | trente cinq pour cent des anglicistes sont des garcons
- garcons | filles
garcons filles —
— anglicistes a b
anglicistes a b
germanophones c d sermanophones c |
P _& T _
b+d 100 a+b 100

On n’a donc que deux équations :3.d =2.bet13.a = 7.b.
On peut donc choisir c comme on veut, sans influence sur le reste, puis par exemple b = 39 pour avoir des effectifs
entiers :

garcons | filles
anglicistes 21 39 60 anglicistes
germanophones c 26
65 filles

On vérifie - d’anelici Jos fill 3 60

n veérifie : pourcentage d’anglicistes parmi les filles &~ 5 100
t pourcentage de garcons parmi les anglicistes : A_7_ 3
P ge de garconsp 8 60 20 100°

Et il peut y avoir trois mille garcons germanophones, ¢a ne changerait rien aux informations initiales.

w442 1[Soit E, < un ensemble ordonné. Montrez que toute partie de E admet un élément maximal si et seulement si

O Montrez que la réunion de deux segments n’est pas forcément un segment.

toute suite croissante de E est stationnaire (c’est a dire « constante a partir d'un certain rang »). Montrez que
c’est le cas pour (Z, <).

Montrez que la réunion de deux segments ayant un point commun est encore un segment.

n
— | nestpl ,
Montrez que ng\] [0, . 1} n’est plus un segment

[0, 1] U [2, 3] n’est pas un segment.

Si[a, D] et [, B] ont un point commun ¢, leur réunion est [Min(«,a), Max(B,b)].

Sans restreindre la généralité, on va supposer a < a.

Tout point de [Min(a, «), c| est dans [a, c] donc dans [a, b] donc dans la réunion.

Tout point de [c, Max(B,b)] est dans [c, B] (ou [c, ], sans perte de généralité). Il est donc dans [c, B] donc dans la
réunion [a, b] U [w, B].

Et on montre l'inclusion dans l’autre sens.

Ou on fait un dessin.

7l : .
U {0, —} = [0, 1[. C’est un intervalle, mais pas un segment.
nelN n+1

Les réels négatifs ne sont dans aucun intervalle, donc pas dans la réunion.

1 n’est dans aucun de ces intervalles, donc pas dans la réunion. De méme, les réels plus grand que 1.

Tout réel « de [0, 1] est dans au moins un de ces ensembles. 11 suffit d’avoir nLH > .

C’est réalisé pour n = {ﬁ} +1.

<462 1[© On définit up < 0etu, 1 = e — 1. Montrez que (u,) est négative. Montrez que (u,) est croissante. Montrez

que (u,) converge et calculez sa limite.
On définit ug > 0 et u, 1 = e — 1. Montrez que (u,) est positive. Montrez que (u,) est croissante. Montrez
que (u,) ne peut pas converger. Concluez.

On commence par le cas up < 0.



Par récurrence déja initialisée, 1, est négatif pour tout n.
Si pour un n donnéu, est négatif, alors e""est plus petit que 1 et u,, 1 est négatif.

On se donne 7 et on veut montrer ;1 > uy. Il suffit de comparer e* — 1 et x.
Or, on sait e* > 1 4 x pour tout x.
On a donc é*" > u, + 1 pour tout n ce qui est bien I'inégalité cherchée.

Comment a-t-on cette minoration ?

Le faux mathématicien (suivez mon regard) dira : par développement limité : e* = 1+ x + ... et trois petits
points c’est positif.

Quelle arnaque ! Jamais personne ne vous croira.

Le mathématicien de lycée crée 'application t — e —t — 1, la dérive, la trouve décroissante puis croissante.
Or, en 0, quand elle atteint son minimum, elle est nulle.

C’est donc qu’elle est toujours positive.

C’est joli et on applaudit. Mais on dit que c’est lourd.

1
L'éleve de Prépas sort la formule de Taylor a Uordre 1 : e* = 1+ x + x2, / (1 —t).e"*.dt. Le reste intégrale est
0

I'intégrale d’une application positive (multiplié par x> positif). Il est donc positif.

Et il ne sera nul qu’en 0.

On constate que le faux matheux a presque trouvé la bonne réponse. mais il a confondu développement limité et
formule de Taylor, ce qui prouve qu’il n’est pas matheux du tout alors qu’il a presque les bonnes intuitions. Quel
gdchis !

La suite est croissante, négative, elle converge.

Par passage a la limite, sa limite A vérifie e* = 1 + A. Et la seule solution est A = 0.

On était tenté de le dire, mais il fallait le prouve,r c’est vers 0 que converge ().
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Passons au cas positif. Cette fois, Ia récurrence passe aussi bien.
Si pour un 7 donné quelconque on suppose u;, > 0 alors e**est plus grand que 1 et 1,41 est aussi positif.

L'inégalité " > 1 4 u, est vraie, quel que soit le signe de u,.
La suite est encore croissante.

Etant croissante majorée, elle n’a que deux possibilités.
Diverger vers +oo (et ce sera le cas par élimination).

Converger vers son plus petit majorant. Mais dans ce cas, sa limite y vérifie e = 1 4 u ce qui donne y = 0. Mais
une suite croissante strictement positive ne peut converger vers 0.

On a donc bien u; —— 400 +00.

Attention, il fallait bien raisonner ici par élimination.

Montrez que la série de terme général

On note Ax = Z

(—1)V7]
(n+1)2

.Montrez : |[Ap2 oy — An2_1| 2

converge.

N (_1)lvnl
(=1) % Déduisez que (Ay) diverge.
n=0 Vn+ 1 Y

Le terme général

—1)lvnl
(=1) - tend vers 0 quand 7 tend vers +oo. Condition nécessaire validée.

(n+1)

11 est de signe quelconque (disons qu’il change parfois), on va regarder la série avec valeur absolue.

N

X

n=0

La série de terme général

(n+ 172

(—1)vr (—1)lv7]

(n+1)2

1

est croissante. On majore terme a terme < .
) S m+1).(n+2)

1
(n+1).(n+2)
T (1)l

converge (avec une somme connue, par télescopage).

Par théoreme de convergence absolue, Z -~ existe.

= (n+1)?

Mais on ignore sa valeur.
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Le t éné 1(_1)[ﬁ]
e terme généra NSt

Mais rien ne permet de conclure.

tend vers 0. on n’a pas la divergence dite grossiere.

—1)lv7l o
est infini, et on ne peut pas conclure.
n

+oo (
Si on tente la convergence en valeur absolue, ‘ —
LIt

On calcule la différence proposée par relation de Chasles :

N2+2.N (71)[@ N2-1 (71)[\/5] N242.N (71)[\@
Avon—Ava= L Ty T L e T L D)
n=0 n=0 n=N2
Mais tant que n est entre NZ et N2 4+ 2.N, il vérifie N2 <n < N24+2.N+1 puis N < /n < N+1.
On a donc [/n] = N pour tous les termes de la somme en méme temps.
On peut donc sortir le (—1)N et passer a la valeur absolue

N N242.N 1 N242.N 1
[Anzian — Aneoal = | (DN, |=
N=+2.N N-—1 nZZNZ (n_|_1) = (n+1)

Combien a-t-on de termes? Onen a 2.N + 1.

Le plus petit est le dernier, et il vaut ——————.
VNZ4+2.N+1
2N+1

On peut donc minorer cette somme par ———————.
VN2+2N+1

Ce minorant a pour limite 2 quand N tend vers +oco.
Si la série convergeait vers une somme S, les deux quantités Ayp_ , \ et Ay2_; devraient converger vers la méme

limite, et la différence tendrait vers 0.
Tout en étant minorée par 2. C’est contradictoire.
La série ne converge donc pas.

N
@ Quels sont les complexes z pour lesquels au moins une des deux séries suivantes converge : ( Z e”’z) ,
N

n=0
U

Z n N
( n=0 I;) ek.z )

N
Z z" converge si et seulement si |z| est strictement plus petit que 1.
n=0
N
C’est du cours, mais si vous y tenez. On pose Sy = Z z".
n=0

On calcule Sy — Sy_1 = zV. Si |z| est supérieur ou égal a 1, la différence Sy — Sy_1 ne converge pas vers 0, la

suite ne peut donc pas converger.
_ yN+1

5 Avec la condition maintenant suffisante |z| < 1, la convergence est assurée
-z

Sinon, on peut calculer Sy =

vers
1

N
Onadonc : Y z" converge si et seulement si |z < 1.

n=0
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N
Cette phrase me déplait, car on y mélange phrase en francais 2 z" converge si et seulement si (avec un nom
n=0
N
propre )_ z") et phrase en langage mathématique |z| < 1.
n=0

Si vous comprenez l'incohérence langagiere, vous étes matheux.
Si elle ne vous choque pas, vous étes physicien oui, on peut étre les deux).
Si elle vous choque, vous étes vraiment matheux.

N1

Passons a ( Z - ) ol on traite a part le cas z = 1.
n=0 Z ek.z N
k=0
N N

Pourzégalal, ona Z - = Z 1 la série diverge.

n=0 Z ek.z n=0 n+

k=0
si N 1 _ N o1-z | bi
inon, ) | — =) Tt S tout va bien.

n=0 } : k.z n=0
e
k=0

Oui, je dis «si tout va bien », car si z est une racine de 1'unité (complexe de la forme ¢2*7/P pour au moins un
N
avec r rationnel), I'un des termes de Z 7

n=0 ek.z

couple (k, p), c’est a dire de la forme R

n’existe méme pas.

N N

On simplifie Z - = (z—-1). Z s — et on s’intéresse a la série de terme général s et aussi a
n=0 Z ok n=0
k=0
celle de terme général ]
Condition nécessaire : le terme général doit tendre vers 0.
Il faut donc que z" ! tend vers l'infini : |z| > 1.
Est elle suffisante ? Pour |z| > 1, ona [zN*! — 1| ~ |z|N*! quand N tend vers l'infini.
Le critere de comparaison sur les séries a termes positifs dit :
N N N
1 1 de mo o sométriaue. de rai ! .
Z‘b m et . |Z|T+l sont de méme nature.Or, Z‘E) W converge (géométrique, de raison plus petite que
n= n= n=
1 en valeur absolue. N
1
On a donc la convergence de ) | [ ]
n=0
N1
Le théoréme de convergence en valeur absolue donne la convergence de ) | ———— et de la série proposée.
= Zn+1 _
] | Jzl<1 [ z=1 [ Jz[=1 | z=-1 [ [z]>1 |
N
( ) e ) N converge | diverge | diverge diverge diverge
Bilan : N”:O
1
n ) diverge | diverge | existence? | n’existe pas | converge
n=0 Z ek.z N
k=0

w1001 | Montrez que toute suite a valeurs dans Z bornée admet une sous-suite périodique.

Par principe des tiroirs déja croisé dans un autre exercice, si une suite a valeurs dans Z est bornée, il existe une
valeur qui est atteinte une infinité de fois.

On construit alors une suite constante.

Et une suite constante est périodique. De période 1.

I&” Prouvez que de toute suite de période 5 (exactement) on peut extraire une suite de période 11 (exactement).

La suite est périodique non constante. Elle prend donc au moins deux valeurs différentes.



De la forme (a,b,c,d,e,a,b,c,d,e,a,b,c,d,ea,b,cde,...).
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On construit une sous-suite qui prend dix fois de suite la valeur 4, puis la valeur b (différente de g, sinon, ¢, ou d
ou ¢). Puis a nouveau onze fois 4, puis b. Et ainsi de suite.

Si la suite initiale s’appelle (), il suffit de dire V,, =

L'erreur des éleves est de vouloir extraire une sous-suite selon un critére by, = ap,, ou by, = as 41 ou by = as,,7 ou toute
autre formule d’une rigidité cadavérique, qui n’accepte aucune fantaisie...

us,  Si
Uspt1 SI

n#0[11]
n=0[11] -

a51 > I

Trouvez des couples de suites servant d’exemple pour chacune des quatre cases :

Up — Uy —n—stoo 0

Un — Un Frnstoo 0

Up ~pn—+o0 On

Uy Pn—stoo Un

Up — Up —FPpn—+oo 0

Uy — Un 7L>na+oo 0

Uy ~n—too Opn

Mn:'()nzl

U, =netv, =n+1

Un ’/‘n—H—oo On

1
u, = —eto, =
n

n2

uy, =netov, =n

2




