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a0

Pour tout n, on note 4,

Vrai ou faux : si ((u)°) et ((uy)”) convergent alors (u,) converge ?
Si ((un)®) ou ((un)”) diverge alors (u,) diverge ?

(1)’
(4n)?
Donc maintenant, ((u,)?) converge.
On I'éleve au carré ((u,)*) converge (et on se moque de savoir vers quoi).
(1)
(14n)*
Tout raisonnement commencement par « notons « la limite de la suite (u,) est... tout sauf un raisonnement.
Rien ne dit que la suite a une limite justement.
Rappelons que « converger », c’est « avoir une limite »...

qu’il existe une quantité incommensurable de suites qui ne convergent méme pas
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%. Et c’est inspiré d'une identité de Bézout : 7.3 — 5.4 = 1.
Un
I faut penser a traiter a part le cas «si ((1,)°) converge vers 0 ».
En effet, on ne peut alors pas le mettre au dénominateur.
Mais si ((u,)%) converge vers 0 alors sa racine cinquiéme converge aussi vers 0.
D’ailleurs le coup de la racine cinquiéme marche trés bien... sauf si on est sur C ot un complexe a cinq racines

cinquiemes.

Le quotient converger vers le quotient des limites.

On passe au quotient converge. C’est fini.

11y a plus rapide, avec directement

le nombre de francais ayant exactement n cheveux. Montrez que la suite (a,) converge,

en revenant aux €.
Ve>0,IN; € N, Vn € N, (n = N; = |a, — A| < e).

La suite (a,) est nulle a partir d"un certain rang. Elle converge vers 0.

Ve>0,IN; e N, Vn €N, (n > N; = |a,| <e¢)

Et pour tout ¢, il suffit de prendre N, = 10'2 par exemple.

Vn €N, (n>10"2 = |a,| =0 < e)

Nul individu na plus de 10'? cheveux. Et j’en connais pour qui ce n’est pas plus de 10 * 12 d"ailleurs.

a2

Soit f continue de

Montrez qu’il y a a tout instant deux points de I'équateur diamétralement opposés ot la température est la
méme. Est-ce encore vrai pour deux points de I'Equateur ?
C’est une application du théoréeme des valeurs intermédiaires.

L’équateur va étre assimilé a un grand cercle (le grand cercle de Sucri), sur lequel on se repére par un angle 6 entre 0 et
2.7t (latitude ou longitude ?).

On définit la fonction § — T(0) qui mesure la température au point de longitude 6.

On crée alors la fonction f = 0 — T(0) — T(6 + 71) (différence de température entre le point et son antipodal).

Cette application est continue (on va supposer en effet que T est continue, non ?).

Sa valeur en 0 est T(0) — T(7r) dont je n’ai pas grand chose a dire.

Et sa valeur en 7 est T(7r) — T(2.77). Mais T(2.77) a fait un tour complet, c’est T(0).
On a donc f(07r) — £(0).

L'application continue f prend des valeurs opposées en 0 et en 7. Elle s’annule au moins une fois en un 6y entre 0
et 7. Onadonc T(6y) = T(6p + 7). C’était notre objectif.

En revanche, pour I'Equateur, qui est un pays et non plus le grand cercle, le résultat n’est plus forcément valable...

[0, 1] dans IR. Montrez que pour tout n de IN il existe ¢, dans [0, 1] vérifiant f(0) + n.f(1) =

(n+1).f(cn).

C’est directement le théoréme des valeurs intermédiaires.




Le réel

f(0) +n.f(1)
+1

Il est atteint au moins une fois entre 0 et 1.

est entre f(0) et f(1) (moyenne pondérée de coefficients 1 et n.
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& On suppose qu'il existe une application f continue injective de R? dans R.

Montrez que t — f(e') va de [0, 7] dans R et a pour image un intervalle [«, f].

Montrez que t — f(e~**) de [0, 7] dans R a pour image le méme intervalle. Déduisez que f n’est finalement
pas injective.

Montrez qu’en revanche que l'application qui a x + i.y associe le réel formé en intercalant les deux développe-
ments décimaux de x et y va de R? dans R sans étre continue. Est elle injective ?

t — e"! est continue, comme combinaison de deux applications continues célebres.
On compose avec f, on retrouve une application continue.

L'image continue d'un intervalle est un intervalle (théoréme des valeurs intermédiaires).

C’est méme un segment (continue sur un segment implique bornée et atteint ses bornes).

Donc, sans tableau de variations (surtout si on transite sur C), on sait que t — f(e*) va de [0, 7] dans R et a
pour image un intervalle [, B] qui continent f(e0) et f(e"™).

1l serait naif de prétendre t — f(e'*) va de [0, 7] dans [f(1), f(—1)].

L’intervalle image peut étre plus grand, tout va dépendre de « ol cette application atteint son maximum et son
minimum ».

De la méme fagon, t — f(e~"!) de [0, 7] dans R a pour image un intervalle [y, ] contenant aussi f(1) et f(—1).

OESIG))
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Mais alors, le réel est atteint au moins une fois par la premiére application.

Jr e [0, 7.[]’ f(é‘i'r) _ f(l) +2f(_1)_

)+ f(=1)

Le méme théoréme des valeurs intermédiaires sur la seconde donne Js € [0, 7], f(e™"%) = 5

Les deux complexes ¢'” et e™"* ont la méme image. Mais ils ne peuvent pas étre égaux...

En fait, on a tourné de deux fagons autour de 1’origine pour passer aux mémes endroits.

a5

0 Montrez que toute application continue de R dans IR* est de signe constant (mots clefs : valeurs intermédiaires,
absurde).

C’est du cours. On le fait ici par ’absurde.

Si f n’est pas de signe constant, il existe au moins un point a ot elle est positive (car elle n’est pas partout négative),
et au moins un point b ot1 elle est négative (car elle n’est pas partout positive).

Elle change de signe sur l'intervalle [a, b], inclus dans R, domaine sur lequel elle est continue.

Par théoréme des valeurs intermédiaires, elle s’annule au moins une fois, d’ot1 contradiction.

460>

Soit f continue de I (intervalle de R non réduit a un point), dans IR, injective.
On se donne u et v dans I vérifiant u < v. Montrez alors f(u) < f(v) ou f(v) < f(u).

Comme f est injective, f(u) et f(v) sont distincts.
Et comme I'ordre sur Rest total, il y en a un qui est le plus petit et un le plus grand.

On suppose ici f(1) < f(v). On se donne ¢ entre u et v. Montrez par ’absurde et en utilisant le théoreme des
valeurs intermédiaires sur [u, t] ousur [t, v] : f(u) < f(t) < f(v).

Si f(t) n’est pas entre f(u) et f(v) il est alors dans 1'un des cas suivants (on a éliminé la case du milieu)
fO<fw<fo)|  FO=fW<f@] | Fw<fo)=fO]  fu)<f@<FfD]
On élimine encore deux cases par injectivité.

Que donne alors le cas f(t) < f(u) < f(v) ? Que f(u) est un réel entre f(t) et f(v). Il est donc atteint au moins
une fois en un z de [t, v].

Mais alors on a f(z) = f(u) avec u < t < z. La valeur f(u) est atteinte deux fois.

Faites un dessin, c’est en fait hyper simple.

Et si on suppose f(u) < f(v) < f(t), alors le réel f(v) est atteint au moins une fois en u point z entre u et t. On a
alors f(z) = f(v) avec z différent de v. C’est impossible.
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Montrez que si en revanche on a f(u) > f(v) alorson a Vt €Ju, v[, f(u) > f(t) > f(v).
Que répondez vous a l'éleve qui prétend avoir démontré alors : f est donc décroissante sur tout [u v] ?

La démonstration est la méme, je ne la refais pas.

L'éleve s’est trompé. il n’a pas démontré la croissance de f. Il a prouvé que f(t) restait entre f(u) et f(v).
Pour la monotonie, il aurait fallu prendre deux réels ¢ et t’ entre u et v, supposer t < t' et comparer f(t) et ft'). Les
variables....

On se donne a et b avec a < b. On suppose pour cette étape f(a) < f(b).

On se donne x et y vérifiant a < x < y < b. Montrez alors f(a) < f(x) < f(b) puis f(a) < f(x) < f(y) en
faisant jouer a a, x, y et b les roles de u, v et t de la question précédente.

Que répondez vous a 'éléve qui dit avoir démontré alors : f est donc décroissante sur tout [u v] ?

On a donc établi un lemme : pour tout triplet u, t et v, si u < t < valorsona f(u) < f(f) < f(v) ou

F(u) > £(t) > f(o).
On a maintenant quatre réels
a <x <y <b

choix de triplet u t v fla) < f(x) < f(y) ou fla) > f(x) > f(y)

choix de triplet u t v flx) < f(y) < f(b) ou f(x)> f(y) > f(b)
A cause des o, on a quatre cas. Mais on va en exclure trois grace a I’hypothese f(a) < f(b)

@) < F(x) < F) IOESIOENI0)

flx) < f(y) < f(b) oui f(x) > f(y) > f(x) contradiction

f(x) > f(y) > f(b) f(x) < f(y) < f(x) contradiction f(a) > f(x) > f(y) > f(b) contradiction
Ayant éliminé Toul, Toulouse et Nice, il ne reste que le coin de Dunkerque qui donnef(a) < f(x) < f(y) < f(b).

Cette fois, on a bien prouvé que f est croissante sur [, b] siona f(a) < f(b).

Rappelons que I'hypothese f(a) < f(b) ne dit pas que f croit sur [a, b], juste entre les deux bornes. Mais dans I'intervalle,
elle pourrait faire des bosses. Soyez précis...

Une fois encore, les variables.

La croissance c’est ¥(a,b), a < b = f(a) < f(b) et pas justea < b = f(a) < f(b). Vous avez de la chance d’étre confinés,
sinon, j'irais parfois vous botter les fesses...

Que pouvez vous déduire dans le cas f(a) > f(b).

Mais siona f(a) > f(b), on renverse le raisonnement.
Et on trouve que f est décroissante sur [a, b].

En fait, on a montré que f est monotone sur tout segment qu’on regarde.
I1 faut se convaincre que c’est le méme sens de variation sur tous les segments.

| Déduisez que f est monotone sur l'intervalle I (méme si I est de la forme [a, +oo[ ou | — o0, 4+o00[ ou |a, B]). |

Le sens de variation va étre donné par deux éléments quelconques choisis arbitrairement dans l'intervalle.

Disons qu’ici, I'intervalle de définition est RR.

On calcule f(0) et f(1).

On va supposer qu’on a par exemple f(0) < f(1).

Il reste & prouver que f est alors croissante sur tout RR.

Entre 0 et 1, c’est acquis par le résultat précédent.

On prend a et b quelconques, on se raméne a [0, 1] par changement de variable en t — (1 —t).a + t.b ou
x—a

X — .
b—a

X
Q Soit f continue de R dans Q vérifiant f(0) = 2. Résolvez I'équation intégrale d’inconnue x : / f(t).dt =9.
0

Onn’a pas assez d’hypotheses ! On ne connait f qu’en un point !

Mais ¢a, c’est ce qui dit I’éleve qui lit mal. On a dit continue de R dans Q.
C’est loche, f n’a le droit qu’aux images rationnelles.

En fait, f n’a d’autre choix que d’étre constante.

Si elle ne I'est pas, elle prend une valeur image f(xp) autre que 2.



Mais alors tout rationnel entre f(0) et f(xp) devrait étre atteint au moins une fois, par continuité def de [0, xo]
dans R.
Ceci contredit la requéte de R dans Q.

"X

f est constante. L'équation / f(t).dt =9 se rameéne a la longueur du rectangle d’aire 9 et de hauteur 2.
0

L'unique solution est donc

282 1| Soit f continue de R dans IR. On suppose que f o f admet un unique point fixe a.

Montrez que f — Id ne peut pas rester de signe constant. Concluez que f admet un point fixe., et montrez que
c'est o

On crée donc l'application f — Id. Elle est continue.

Supposons qu’elle ne s’annule jamais. Par contraposée du théoréme des valeurs intermédiaires, elle reste alors de
signe constant.

Traitons le cas ot f — Id est de signe positif. Traitons le cas ot1 f — Id est de signe négatif.
On a alors pour tout x : f(x) > x. On a alors pour tout x : Vx, f(x) < x.

On applique ce résultat non pas seulement a x mais On refait le méme coup :

aussia f(x) (mais oui !) : f(f(x)) > f(x). ettoujours | ¢(f(x)) < f(x). et toujours f(x) < x.

f(x) > X Cette fois : f(f(x)) < x pour tout x.

Par transitivité : f(f(x)) > x pour tout x. f o f ne peut pas avoir de point fixe.

f o f ne peut pas avoir de point fixe.

On a prouvé f — Id ne s’annule pas implique f o f n’a pas de point fixe.
Par contraposée : f o f a un point fixe implique f a un point fixe.

Il reste a prouver que c’est celui de f o f? On note a le point fixe débusqué pour f. il vérifie f(a)a puis
f(f(a)) = f(a) = a. Il est aussi point fixe de f o f. Il est donc aussi le point fixe de f o f.

Attention, si f o f a plusieurs points fixes, le point fixe de f est 'un d’entre eux, mais on ne sait pas lequel.
Par exemple f = —Id : f o f a beaucoup de points fixes, et f n’en a qu'un.

Soit f une application continue de R dans IR. On suppose que f n’a pas de point fixe et vérifie f(0) > 0. Montrez
PP R 1% P

:Vx € R, f(x) > x. Déduisez Vx € R, f(f(x)) > x. Déduisez le résultat suivant : si g o ¢ admet au moins un

point fixe, alors ¢ admet au moins un point fixe.

Pour l'autre sens, on suppose donc f(0) > 0 et f sans point fixe. On définit I'application f — Id. Elle est continue.
Si il existait un point a ot elle serait négative, on appliquerait le théoréme des valeurs intermédiaires sur [0, a] et
on aurait un point o1 elle s"annulerait, ce qui contredirait « f n’a pas de point fixe ».

On vient de montrer par I’absurde ou par contraposée : Va € R, f(a) > a.

On applique alors, pour a donné, ce résultat & @ mais aussia f(a) : f(a) > aet f(f(a)) > f(a).
On met bout a bout : f o f(a) > a. Comme l'inégalité est stricte, f o f n’a pas de point fixe.

f n’a pas de point fixe
On a montré : f continue => fofn’apasde point fixe

f(0) >0

Prouvons la méme conclusion dans le cas f(0) < 0, et on aura obtenu si f n’a pas de point fixe, alors f o f n’en a
pas non plus.
En contra-posant, on a le résultat : si f o f a un point fixe, alors f en a un.

Supposons donc f(0) < 0. L'application f — Id est continue. Elle ne peut jamais étre positive, sinon elle s’annule-
rait sur l'intervalle R. On a donc Va, f(a) < a. Mais alors on a aussi (pour f(a)) : f(f(a)) < f(a), et par transitivité

:f(f(a)) < a. f o f n"apas de point fixe.

Les deux cas ayant été traités, si f continue n’a pas de point fixe, alors f o f n’en a pas.

Sans la continuité, on peut créer des contre-exemples.
L’éleve qui a conclus sans étudier le cas f(0) < 0 sait peut étre mener des calculs mais ne sait pas mener un raisonnement. estimez les
risques encourus par son employeur si il devient ingénieur.




Pour tout 1, on note a, la solution dans |0, +oo[ de I'équation In(x) = n.7t + Arctan(x) (existence ? unicité ?).
Montrez que la suite (a,) est croissante et tend vers +co.
Montrez que la série de terme général (a,),>o diverge.

On introduit trés simplement 'application x — In(x) — Arctan(x) sur |0, +oo[. !

La question devient : résoudre f(x) = n.7.
f est continue. En 07 elle tend vers —oo (c’est le logarithme qui fait le travail, Arctan reste bornée).
En +co elle tend vers l'infini (méme argument).
Déja par le théoreme des valeurs intermédiaires, 'ensemble image de |0, +oo[ est un intervalle allant de —oo &
+oo. C’est R.
Pour chaque 1, I’équation f(x) = n.7m admet au moins une solution.
C’estle T.VL, c’est de I'analyse fine, et ¢a garantit I'existence.

- . . 1 1
Passons a l'incité en étudiant la monotonie de f : f/ = x — PR e 2,
! 2 N x2 —X + 1 4 A . / oy
Pour tout x, f'(x) est égal a YA+ et le numérateur est un trindme de signe constant. f’ reste positive (on le

voyait aussi en écrivant 1 + x? > x sur R**.

Par théoréme fin d’analyse, f est strictement croissante.
Par théoréeme bidon sur la monotonie, f est injective.
L’équation n’a qu'une racine.

Graphiquement, tout tient en une ligne. Certes courbe, mais une ligne.
Par le calcul de malade, on a l'air idiot, car on ne sait pas résoudre I'équation. Mais il est loin le temps ot tout se
résout explicitement. Ca s’appelle le D.N.B.

Aisément, le théoréme de 'homéomorphisme dit que f continue strictement croissante, surjective de [0, +oco[ dans
| — 00, +o0[ admet une réciproque continue strictement croissante de | — oo, +oco[ dans ]0, +oo].

le plus facile 14 dedans, c’est la croissance stricte.

Etdonc f~1((n+1).7) est plus grand que f~!(n.7) .

La suite (a,,) est croissante.

Elle n’a que deux possibilités : converger ou filer vers l'infini.

Mais comme f~! tend vers l'infini en +oo, la suite (a,) diverge vers +oo.

On peut aussi montrer : f(e"™) = n.t — Arctan(e"™) < n.w et f(e)7) = (n+1).71 — Arctan(e™™) >
(n+1).r—7% <nm.

Ceci permet d’encadrer a,, par ¢ et e"*1)7_ Le théoreme d’encadrement permet de conclure.

Le terme général ne tend méme pas vers 0. Pire encore, il tend vers +oo.
Quand on additionne tout ¢a, on fait sauter la banque !

Il serait plus intéressant de regarder ) | —.
n n

Soit f continue de [0, 1] dans lui méme. Montrez que pour tout n I’équation f(x) = x” admet au moins une
solution (appliquez le théoreme des valeurs intermédiaires).

A
1
Pour 1 donné, on définit g, = x — f(x) — x".
En 0, elle vaut f(0), donc elle est positive.
En 1, elle vaut f(1) — 1, donc elle est négative.
1
Elle est continue et change de signe sur l'intervalle. Elle )

s’annule au moins une fois.

1. donnez un nom aux objets, vous ferez déja un bon bout du chemin
2. oui, j’ai bien écrit f' = x — ... et pas f'(x) = ..., je suis matheux, pas étudiant en hiéroglyphes, les maths sont des objets qui bougent,
pas des formules mortes
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f(x+1/5) — f(x) est de signe constant sur [0, 4/5]). ,

Soient f et ¢ continues de R dans IR. On suppose f> = ¢. Montrez qu'on a Vx, f(x) = g(x) ou f(x) = —g(x).
Montrez qu’on n’a pas forcément (Vx, f(x) = g(x)) ou (Vx, f(x) = —g(x)).
Montrez que si f et ¢ continues vérifient Vx, f?(x) = ¢g?(x) # Oalorsona f = gou f = —g.

Pour chaque x on a (f(x))? = (g(x))? et ceci conduit bien par intégrité a f(x) = g(x) ou f(x) = —g(x).
Mais le choix du signe dépend de chaque x.
Ce n’est pas forcément le méme choix pour tous.

Par exemple : Vx, (x)? = (|x|)?, et on sait bien qu’on a

Vx €R, |x| =xou|x| =—x
Mais onn’a pas Vx € R, |x| = x (contre-exemple x = —1),
ni Vx € R, |x| = —x (contre-exemple x = 1).

Mais si on ajoute I'hypothese que f et ¢ ne s’annulent jamais, on ne peut pas passer de f(x) = g(x) pour un x a

fly) =—-3)

pour d’autres y.

f

La solution ? On va considérer I'application e (définie partout).

2 x
Elle vérifie (g) = 1etdonc {;Ex; vaut 1 ou —1 pour tout x.
Si elle prenait changeait de signe, par le théoréme des valeurs intermédiaires, elle devait s’annuler au moins une
fois, ce qui est impossible.
Elle est donc de signe constant, c’est donc qu’elle vaut soit toujours 1, soit toujours —1.
Un des cas conduita f = getl’autrea f = —g.

L

[ =>
O Soit f une application continue de [0, 1] dans R vérifiant _ / |
f(0) = f(1). Montrez qu'il existe au moins un x de [0, 1]

vérifiant f(x) = f(x + 1/5) (supposez par I'absurde que x — -1

a 8.2 0.4 8.6 0.8 1

& Construisez une application continue vérifiant f(0) = f(1) mais telle qu’il n’existe aucun x vérifiant

f(x) = f(x+v2/2).

C’est le théoreme de la corde. On va montrer le résultat général : Vn € IN*, 3x € [0, 1], f(x) = f (x + %) qu’on

appliquera ensuite a n = 5.

On se donne donc 7 et on définit x — f(x + %) — f(x).

1
C’est une application continue de {0, 1-— ﬂ dans R (composition, différence).
Si elle ne s’annule pas, elle reste de signe constant, strictement positif ou strictement négatif (contraposée du théo-
reme des valeurs intermédiaires).

n—1 k
La somme Z g(£> est alors soit strictement positive, soit strictement négative. Si on la met sous forme télesco-
k=0

pique, elle vaut f(1) — £(0), c’est a dire 0.
C’est donc contradictoire.
Quelle est la seule hypothese faite a tort sur laquelle on peut revenir : g ne s’annule pas. C’est donc que g s’annule.

Il existe une corde reliant (xg, f(xp)) et (xo +1f (xo + %)) qui est horizontale. 3.

3. oui, le résultat n’est pas une égalité en I'air, c’est une histoire géométrique de corde horizontale



et ainsi de suite n’est pas

Q1| =

111
Attention, ce qui est vrai pour les cordes de longueur 1 (¢a c’est f(0) = (1)), 31

forcément vrai pour des cordes irrationnelles comme -

Mais comment construire un contre-exemple ?

<42 1 [Montrez qu’il ne peut pas exister f continue et bijective de R* dans R (utiliser le T.V.I.).

Supposons qu'une telle application f existe.
Elle est donc continue et injective de | — co, 0] dans R. Elle est donc strictement monotone (théoréeme du cours,
corolaire du T.V.I).

Elle est donc continue et injective de |0, +oco[ dans R. Elle est donc strictement monotone aussi.

f(] — o0, 0]) est donc un intervalle non vide.
£(]O, 4o00[) est aussi un intervalle non vide.

Quitte a remplacer f par —f qui serait aussi bijective et continue, on va supposer que f est strictement croissante
sur |0, +oof.

On ne sait pas alors si elle est strictement croissante ou strictement décroissante sur I’autre intervalle (et on ne peut
pas changer a nouveau le signe, elle changerait de sens de variations sur |0, +oo]).

A terminer.

1 £y x
Soit f continue de [0, 1] dans]Rvérifiant/ f(t).dt =0.Onpose F = x — / f(t).dtetG =x+— / t.f(t).dt.
0 0 0

Montrez pour tout x de [0, 1] : G(x) = /t:O(F(x) — F(¢)).dt.

Justifiez que F admet un maximum atteint en un point 2 de [0, 1] et un minimum atteint en un point b de [0, 1].
On suppose (a, b) €]0, 1[> et F(a) > 0 > F(b). Donnez le signe de G(a) et G(b).
C

Déduisez 3¢ €]0, 1], /0 LF(E).ft = 0.

Cc
On suppose F(a) > F(b) > 0. Donnez le signe de G(a) et G(1). Déduisez 3c €]0, 1], / t.f(t).ft =0.
0

C
On suppose 0 > F(a) > F(b). Montrez 3c €]0, 1], /0 t.f(t).dt =0.

L’hypothese de départ nous dit juste « f est continue et sa moyenne est nulle sur [0, 1] ». Les parties positives compensent les
parties négatives.

X
L'application F de la forme x — / f(t).dt est une primitive de f (la primitive nulle en 0).
0
X
Partons de G(x) :/ t.f(t).dt et intégrons par parties f(tt) : th)
0
G(x) = [t.F(t)}; — [FLE(t)dt = xE(x) — [FE(t).dt
X

X X X
D'autre part, /0 (F(x) — F(t)).dt = /O F(x).df — /0 F(f).dt == x.F(x) — /O F(¢).dt.
Il'y a bien ége{lité. ( l

Et je colle trois baffes a qui écrira des [ < Jo f(t).dt— fot f(t).dt> At qui l'ont plus aucun sens.

F est continue (et méme dérivable), sur un segment. Elle est bornée et atteint ses bornes.
Sa borne inférieure en b et sa borne supérieure en a. C’est directement le théoréme de compacité.

a
On calcule G(a) = / (F(a) — F(t)).dt. Comme F(a) est la maximum, la fonction intégrée est positive, 'intervalle
est dans le bon sens. L'intégrale est positive.
b
G(b) = / (F(b) — E(t)).dt Cette fois, l'application intégrée est négative (F(t) > F(b)). L'intégrale est négative.
t=0

Avec G(a) > 0 > G(b), on peut appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires entre a et b et trouver que G
s’annule au moins une fois.



Commeas et b sont strictement entre 0 et 1, ¢ y est aussi.

On suppose cette fois que F est de signe constant sur [0, 1] : F(a) > F(x) > F(b) > 0. On note que comme on sait
qu’ona F(0) =0, F(b) vaut vraiment 0 (0 est une valeur atteinte par F).

D’ailleurs, on a aussi F(1) = 0.

On a toujours G(a) positif.

1 1
On calcule ensuite G(1) (et pas G(b)). Mais G(1) = / (F(1) = F(t)).dt = — / F(t).dt puisque F(1) est négatif.
0 0

Mais comme F est positive, G(1) est donc strictement négatif.
Il y a donc 1a encore (T.V.I.) un ¢ entre a et 1 vérifiant G(c) = 0.

L’autre cas est celui ot F est négative. On applique le résultat a —F., et c’est fini.

I pourrait rester le cas ol1 F est constante, nulle. mais alors f est nulle aussi, et ¢ peut étre mis n'importe ot pour

1
avoir/ t.f(t).dt =0.
0

<162 | Montrez qu'il existe un x entre 1 et 2 vérifiant x> = 5%.
Montrez que pour tout a plus grand que e il existe un x entre 1 et e vérifiant x* = a*.

O Montrez que pour tout  'équation x" + x = 1 admet une '
unique racine sur [0, 1] (on introduira l’application x — x" + x
que l'on pourra noter ¢,). La racine en question sera notée x;,.
Montrez ¢, +1(x,) < 0. Déduisez que la suite (x,) est croissante.
Montrez qu’elle converge.

8.5

On note a sa limite et on suppose « < 1. Montrez alors par o
. , . %]
encadrement ngrfw(xn)" = 0. Déduisez « = 1. Concluez. 0 vz R " 7

+00 —1)"
On définit S = u Prouvez l'existence de S our tout p de IN*.
p P pP)P p

=1
rtzn mt

Sachant (2) = s et{(4) = 90" calculez S(2) et S(4).
Montrez que S est décroissante.

+00
Pouvez vous calculer ) S(p).

p=1

IS +1
Pouvez vous calculer ) (—1)P*1.5,?

p=1

Pour p strictement positif, la série répond au critére des séries alternées.
Le terme général est de la forme (—1)".a,avec a, qui tend vers 0 en décroissant.

Sinon, pour p plus grand que 2, la série est méme absolument convergente.

Ayant 1’absolue convergence pour S, et {(2) (ou la sommabilité, dites comme vous voulez), on peut fusionner,
regrouper, réarranger les termes.

] (L) R4 (1) 2 2 12
(@) +52)= ) o+ -y Uy 2o =3 L
= n? = n? n;l n? K;w n? p; (2.p)%2 2 p; p?
n pair
Ayant S(2) +((2) = @ on trouve §(2) = —@.
Le méme type de raisonnement avec un facteur —— donne S(4) = 7
P 2y ~ 120
Pour la décroissance, on se donne p et on calcule S(p +1) — S(p) = ¥,/ (—1)". (# - ni,,) (somme de séries).

On factorise
E<r 1) E(F) Z< 1> '(np-&-l)



(le terme nn = 1 est parti).

Tiens, ne serait ce pas encore une série vérifiant le critére spécial ?

: : n—1_ .- ,
Cette fois, la variable est # et on regarde si ey décroit avec n (qu'il tend vers 0, c’est normal).
n

On dérive la fonction de n (vu comme variable réelle), on trouve que la dérivée n —

p+1

change de signeen n =

donc avant 2.

p+1-— n.ps,
np+2

annule et

Pourquoi avoir appliqué le critere spécial ? Parce que la somme S(p + 1) — S(p) est alors encadrée par ses sommes

partielles, donc

2—-1
2p+l

(71)24—1'(

) <S(p+1)=s(p) < (-1)*(

Attention, S est décroissante, mais négative. Elle s’éloigne donc de 0.
Pour descendre en direction de —1 je le sais.

—+o0

+o0
Pour ) S(p)et ) (—1)P+1.Sp le terme général ne tend pas vers 0.
p=1

p=1

En revanche, en exercice je vous laisse ) | ( )

justification.

“+o0 —+o0

p=1 "n=2

_1\n +o00 +o00
(ni?) et El(—m(’;

2

)+ 0 ()

(=n"

np

) par théoreme de Fubini apres

<119>I

Au Lycée Louis le Gland, cinquante pour cent des éleves sont en PCSI. Mais dans I'année, un sixieme des
éleves a démissionné (pour venir @ Magne-le-char). Le pourcentage de PCSI a augmenté de dix pour cent. Quel est le
pourcentage de PCSI ayant démissionné ?

On note 2.N I’effectif total. On le découpe

| PCS.I. | autres |

[ N [ N ]
] | PCSI | autres | total | \
effectif N N 2.N
On laisse des éléves démissionner|  gémissions a b IN—a—b a+b= 2N
N—-b 40
1 effectif - —b|2N—-a— —_ =
nouveeec; N—a | N-D N—-a-b TN —a—b 100
On a juste un systeme a résoudre :a =0etb = 3
] | PCS.L [ autres | total | \
effectif 60 60 120 % = 50%
Oui, seuls des P.C.S.II. ont démissionné. Exemple T 20 1
démissions 0 20 20 —_— ==
1204{0 6
nouvel effectif 60 40 100 100
Ah oui, ambigiiité : si un pourcentage initialement de 50 pour cent
baisse de 10 pour cent,
faut il dire qu’il vaut 40 pour cent (cinquante pour cent moins dix
pour cent)
ou faut il dire qu’il vaut 45 pour cent (cinquante pour cent moins dix
pour cent de cinquante pour cent)
] | PCSI [ autres | total | \
effectif 60 60 120 % = 50%
Si vous considérez des pourcentages cumulés, alors T 20 1
démissions 5 15 20 — =
12045 6
nouvel effectif 55 45 100 100
x> x3
O Montrez pour tout x réel :e* > 1+ x + > + r

x donné, on écrit la formule de Taylor avec reste intégrale pour ’exponentielle a ’ordre 3 entre O et x :
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0-+x > exp(k)( ) xt 3 (4) 3 ot
e :z;oT +§/(1—t).exp (tx)dt—1+x+—+ +—/ At
Le reste intégrale est positif (exposant pair). On a la minoration.
C’est le méme modele que e* > 1+x.
2 3
On aurait pli aussi, masochistement, définit f = x — e* —1 —x — % — %
L'application f*) est I'exponentielle, positive.
£8) est donc croissante, et elle est nulle en 0 (f3) = x — e¥ — 1),
f©) est donc d’abord négative, puis positive.
1l s’ensuit que f"” est décroissante puis croissante.
f” admet un minimum en 0. Et il vaut 0.
f” est donc positive.
f' est donc croissante. Comme elle s'annule en 0, elle est donc négative puis positive.
f est donc décroissante puis croissante.
f admet en 0 un minimum, égal a 0 (simple calcul).
f est donc positive. C'est ce qu’on voulait.
2. 0 0 \"
Calculez la somme des coefficientsde [ 0 15 —8 pour tout entier naturel #.
0 24 -13
. . . . . o1 . 5 -8
On ne sait pas diagonaliser les matrices 3 sur 3 ? Mais on sait diagonaliser 4 13 )
X? —2.X — 3 a pour racines 3 et —
15 -8 21\ (21 3 0
24 -13 )°\3 2) (3 2)'\0 -1
On écrit sans effort :
n __ _ n _ . n
24 13 32 0 - 32 6.3" —6.(—1)"  4.(-1)"—-3.3"

On montre alors si nécessaire par récurrence sur # :

n AL 0 0
20 %) o aayr 2yt
0 24 -13

0 63"—6.(—1)"  4(—1)"—33"

Et la somme des coefficients vaut [5.3” —3.(-1)" + 2”]

w22: 1| © Résolvez dans R+ : x(¥') = (x*)* d’inconnue x .

1 est solution évidente, on va la voir venir « naturellement ».
Par injectivité du logarithme, ’équation est équivalente a In (x("x)> =In ((x")x )

Elle équivaut a x*.In(x) = x2.In(x).

On l'écrit judicieusement (x* — x2).In(x) = 0.
2

Ceci nous permet d’avoir d’une part la solution In(x) = 0 et d’autre part la solution x* = x°.

Cette seconde branche donne x.In(x) = 2.1n(x).
Encore une fois, la solution x = 0 et en plus la solution x = 2.

Bilan :| S = {1, 2}
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Conseil : | Face a x*.In(x) = x2.In(x), on na pas les mauvais réflexes.

Le tres tres trés mauvais réflexe est de simplifier par In(x) sans se poser de questions.

Dans ce cas, vous retournez au college, et on reparle de votre passage en Sup dans trois ans.

Le réflexe moins mauvais mais pas génial est de dire «je simplifie par In(x) si In(x) est non nul,
et doncj’étudie a part le cas In(x) = 0 ».

Le bon réflexe est de tout faire passer d'un méme coté et de factoriser. Comme ¢a, la solution
In(x) = 0 est une solution « comme les autres ».

En regle générale si vous voulez éviter la catastrophe, ne simplifiez pas par une quantité qui
dépend de l'inconnue.

Colonne 1 : quelles propriétés passent de la suite (u,,) aux deux sous-suites (up ) et (124+1)-
Colonne 2 : quelles propriétés passent des deux sous-suites (15, et (uz,,11) & la suite (uy).
| propriété | colonne 1 | colonne 2 |

croissante
monotone

périodique

bornée
convergente
non convergente
dont la série converge
la différence de deux termes consécutifs tend vers 0

OOnposeug =1etu, 1 =uy+ ul Montrez que cette suite est strictement croissante et ne peut pas converger.
Que déduisez vous ? !

u, n=1., 0

while u < 10:

c...out+=1/1u

....n += 1

Que fait ce script ? Pourquoi valait il mieux mettreu = 1. ?

I1 faut montrer que tous les termes de la suite existent. On va montrer qu’ils sont tous positifs.

Pour cela, on effectue une récurrence :

MP_n : uyexiste et est strictement positif.

C’est vrai pour ug.

Et si u,existe et est strictement posmf, alors son inverse existe, est posmf, et la somme u, + u—est strictement

n
positive.

La récurrence ne pouvait se contenter d’essayer de propager « u,existe », car I'existence de u, ne prouve pas que
U, 41 existera aussi.
De méme, u;, # 0 ne garantira as 1,41 # 0.

Tous les u, sont positifs. Mais alors pour tout n : 1,41 = u, + —.
Up
On reconnait que la suite est croissante.

La, raisonnement classique, par élimination.

Peut elle converger ?

1 1
Si elle converge vers une limite L, alors par passage a la limite dans u,, 1 = u, + —on obtient L = L + i
n

La suite ne peut pas converger.
Mais elle pourrait diverger sans pour autant tendre vers +oo. En oscillant.
Mais elle est croissante.

Et une suite croissante n’a qu'une alternative : converger ou tendre vers +ococ.
Par élimination, elle diverge vers +-cc.

Ce script calcule de proche en proche les termes de la suite, et cherche le premier indice pour Iequel Ia suite va
dépasser 10.
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On initialise avecu = 1. aulieudeu = 1 afin d’étre stir que les divisions ne seront pas des divisions euclidiennes
(on force a dire « u est un flottant). Sinon, suivant la version de Python, onau = 2 puisu = 2+(1//2) = 2+0etla
suite stagne a 2.

Atteindre 2 a4 9 se fait assez rapidement :

Pour 10 c’est un peu plus long. Mais pas trop :

| dépasser2 | apartirden =1 | | dépasser7 | apartirden =23 |
dépasser 3 | apartirden =4 dépasser 8 | a partir den = 31
dépasser4 | apartirden =7 dépasser 9 | apartirden =39

dépasser 5 | a partir den = 12 dépasser 10 | a partir de n = 49
dépasser 6 | a partirden =17 dépasser 20 | a partir de n = 198

Q Soit (a,) une suite réelle. On suppose que (22.,420), (A2.1+9) et (a13,2), convergent. Montrez qu’elles ont la
méme limite et que la suite (a,) converge aussi.
On suppose que (2.,), (a3.1+1), (a5.447), (A11.1+5) et (a13.,+2), convergent. Montrez qu’elles ont la méme limite
mais que la suite (a,,) ne converge pas forcément.

On note «, B et -y les limites des trois sous-suites (a2 ,420), (A2.1+9) €t (a13,,2).
On va montrer qu’elles sont égales, en trouvant une sous-suite commune a (a2.,420) et (a;3,,2)
une sous-suite commune a (a2,49) et (a13,,2)
La suite (a13 (5 ,42)2) est extraite de (a2.,120) avecn = 26.p% +52.p+ 16
elle converge donc vers «
est extraite de (a,3,,2) avecn = 2.p +2
elle converge donc vers
Par unicité de la limite : @ = 7.

Pour les autres, la suite (413 (., H)z) permet d’obtenir 8 = 1.

Par transitivité de I'égalité : @ = B.

Or, avec (a2.,420) et (a2.4+9) on couvre tous les entiers a partir d'un certain rang.

Par recollement, la suite globale converge (ici, ce n’est pas la limite d'une somme, mais du recollement de deux
suites).

Hy Ve >0, 3P, Vn, n > P, = |ag 100 — ] < €
H,y Ve>0, I, Vn, n > I = |ag 09 —a] < ¢
Ve >0, 3T, Vk, k> Ty = |a —a| <

Il suffit, pour € donné, de prendre T, = Max(2.P; + 10, 2.1 +9) et de vérifier, en écrivant k sous la forme 2.1 + 20
ou 2.n + 9 suivant sa parité.

Avec (a21), (43.1+1), (a54+7), (a11.0+5) et (a13.,+2) on ne couvre pas toute la suite.
Certains termes(et méme carrément une sous-suite) nous échappent.

Avec des p.p.c.m., on peut relier ces suites entre elles.
congrusal | modulo 2
congrusa 0 | modulo 3
Mais cherchons les entiers| congrusa 0 | modulo 5
congrus a 0 | modulo 11
congrus a 0 | modulo 13
Ils sont de la forme (3 x 5 x 11 x 13).k avec k impair.

On décide donc de pOser; an [ =p[sidp n=8511132p+1) |

| =0 ] sinon \
Les six sous-suites convergent vers 0. Mais la suite globale ne converge pas, car au moins une de ses sous-suites
tend vers I'infini.

) . Donnez la limite de a, , — 2.a, et de n.(a, 11 — 2.4, + a,_1) quand n
n/n—+oo

tend vers l'infini.

1 1
Onécritay, =2n+4+ o +o (ﬁ) puisque 2.1 tend bien vers l'infini.

1 1
On compare avec 2.a, = 2.n + 8 + ” +2.0 (Z)



P'(X 1 1 1
Q Trouvez P vérifiant : (X) = + 4=
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1 1
On soustrait :ay,, —2.a, = -4 — — + o(—).
2.n n

1 1
Les deux termes 5 eto (;) tendent vers 0.

n
la différence a une limite, et elle vaut —4.

T T
tu= | n41| 4| b +o(n+1)
o 7 T
nrecommence| —2g, = | —2.1 | —8 _=z +0(7>
1 1
M= | n=1| +4 | +—s +o(n_1)

L + L — i +o0 (1)) en fusionnant les trois o0 en un seul
n+1 n—-1 2mn n ’

1
Le terme en n.0 (E) tend vers 0 par définition méme.
Etn ( L + L — L —l—o(l)) aussi
‘\n+1 n—-1 2n n ’
Bref, la forme indéterminée tend vers 0.

On combine n.(a, 1 —2.ay, +a,_1) = n.(

PX) X—-1 X-3 ' X-2

QX)) _ 1 . 2 3

Trouvez Q vérifiant : arxX) = x— 1t x5t x—%

P -1
Est il judicieux d’intégrer comme le proposerait spontanément le physicien : ln( (x)) = In <x ) +

x—3 x—2
n(*57) +In (7).
Je n’en suis pas str. mais au moins, ¢a permet de deviner un polynéme : P(X) = (X —1).(X —2).(X — 3).
II ne reste qu’a jouer au matheux : on propose/on vérifie.
On dérive : P'(X) = 1.(X —2).(X = 3) + (X = 1).1.(X = 3) + (X — 1).(X —2).1.
On divise :
P(X) (X—=2).(X=3)+(X—1).(X=3)+(X—1).(X-2) 1 1 1

P(X) (X—1).(X-2).(X—23) X1 txX—2"x-3

La méme idée donne le second : Q(X) = (X — 1).(X — 3)%.(X — 2)°.
On dérive :

Q(X) =1.(X-2)%(X =3)2 4+ (X = 1)3.(X —2)%.(X = 3) + (X = 1).(X —2).2.(X — 3)

La division donne tout ce qu’on veut...

2282 1[Si 7 est une suite réelle, on définit deux sur-suites (mot non homologué) :

i= (ao, ag, a1, a1, 4y, 4, as, as, .. ) (on voit les deux points au dessus ? en tout cas, chaque terme est cité deux fois)
et 'd’ = (a1, ap, ap, as, az, as, ag, dg, @, dg, ds...) (le terme ay est cité n fois).
deaad |dedaa | deada’a |dea aa |ded etidaa

croissante
périodique
convergente
géométrique
divergente vers +oo

Quelles propriétés passent

C’est un exercice « esprit MPSI2 ». On n’en trouve pas souvent des comme ¢a dans les livres ou aux concours, mais
normalement, ¢a permet de comprendre les notions avec des petits questions pas trop compliquées.

deaad dedaa deaa'a dea aa de(a etid)aa
croissante oui oui oui non (1) oui
périodique oui (2) oui non (3) oui (4) oui
convergente oui oui oui oui oui
géométrique non oui (4) non oui (4) oui
divergente vers +oo oui oui oui oui oui

Pour la derniére colonne, si la propriété passe de i a a, alors elle passe de (‘4" et 4) a a en n’utilisant méme pas 4.
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Le (1) contenait un piege. Si
(a1, a, ay, a3, a3, a3, as...)
est croissante, la suite extraite
(Lll, ap, as, ag .. )

est croissante. mais qu’en est-il de (ag, a1, a2, a3, ay...).

Pour (2), la période va en général doubler. Et pour la case d’a c6té, elle réduit d’autant.

Pour (3), un contre-exemple classique peut nous servir : ((—1)"). mais il faut détailler la démonstration si on veut
vraiment étre rigoureux..

Pour (4), la seule possibilité pour qu'une suite 4" soit périodique est qu’elle soit constante, et la suite initiale I'est
aussi, donc périodique.

J’ai numéroté aussi (4) le phénomene

(aO/ ap, 41, a1, az, dz, a4z, az,.. )
géométrique implique
(aOI ap, ai, ai, az, az, asz, as,.. )
constante et ceci entraine que (a,,) est géométrique de raison 1.
Pour la convergence, par exemple, un sens est facile.
En effet, (ag, a1, a, a3, aa,...) est une sous-suite de (ag, ao, a1, a1, az, az, a3, as,...) (elle prend un terme sur
deux).
das l'autre sens, si |a, — «| est plus petit que € pour N plus grand que N; alors le p'™ terme de la suite

(ag, a, ay, ay, d, Az, Az, 4z, .. .) est proche de « & € pres pour p plus grand que 2.N,.
Etle le p'™ terme de la suite

ﬂ = (alr ap, dp, az, az, as, aq, a4, A, a4, 4s .. )

est proche de « a epres pour p plus grand que Ne.(Ng +1)/2.

<292 1| & Donnez le chiffre des unités et le premier chiffre derriere la virgule de (v/2 + 1/3)2018.
Indication : (v/2 + v/3)218 et (v/2 + v/3)2918, suites 1,0 = 10,11 — Uy.
En fait, la clef est que (v/2 + v/3)?"18 est « presque un entier ».

Son premier chiffre derriere la virgule doit étre un 0 (si il dépasse 1’entier), et sinon un 9 (si on est dessous).
Et la différence a 1’entier le plus proche sera (\ﬁ — \@)2018.

Posons a, = (v/3+ v/3)" et by, = (v/3 — v/2)" (une sorte de conjugué).
Seul a,, nous intéresse apriori, mais la somme a, + b, est utile, ou a, — by, ou az, — by, car elle reste entiere.

(an) et (by) sont des suites géométriques de raisons V3 +v2et V3 — V2.

Les extractions (a2, et (b,) sont géométriques de raisons 5 + 2.4/6 et 5 — 2.4/6 (oui, les carrés).

Elles sont dans l'espace vectoriel de dimension 2 qu’elles engendrent, celui des suites de la forme a.(A)" +
B.(A_)" avec A; et A_ racines d’une équation caractéristique A> — 10.A + 1 = 0 (somme des racines, produits
des racines). 4

Toute combinaison telle que (az,, + byy,) ou (az,, — bay,) vérifie uy, o = 10.u,41 — Uy.

Si ses premiers termes sont entiers, les suivants le restent (récurrence a double hérédité).

’ ‘ A2n = (\ﬁ+ ﬁ)Z.n ‘ byn = (\/5* \/E)z.n ‘ a2 + boy ‘
1 1

n=20 2
n=1 54246 5—-2.4/6 10
n=2 54246 5—-2.4/6 98
n=3 485 +196./6 485 — 196.1/6 970
n=4 4801 + 1960.4/6 4801 — 1960.v/6 9602

La relation uy,y» = 10.u,41 — u, nous assure que ap , + by yest toujours un entier. Ou la formule du bindéme sur
(5+V6)" + (5—6)".
Mais la relation u;,4» = 10.u;, 41 — 1, nous permet de dire « une fois sur 2 se termine par 0 »

«une fois sur deux se termine par 2 »

«une fois sur deux se termine par 8 »

4. on se rapproche de I'indication de 1’énoncé
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puisque U, o = —u, mod(10).

On en déduit que u1gg9 est un entier se terminant par un 0.

On a donc (\/5 + \/5)2'1009 + (ﬁ — ﬁ)2'1009 est un multiple de 10.

Et donc, il ne reste qu’a enlever le tout petit nombre (/3 — v/2)%1% pour avoir (v/3 + 1/2)%>100,
On est donc bien «juste avant un multiple de 10 ».

Le chiffre des unités est un 9.

Et pas mal de chiffres derriére la virgule sont des 9.

cos(2.n.7t/3)

Pour tout 7, on pose u, = 3
[n/3] +1

. Calculez uz , + u3 p11 + U3 p42 pour tout entier naturel p. Déduisez

N

que la série de terme général u, converge (on distinguera pour Y uy suivant la valeur de N modulo 3).
n=0

Montrez que la série de terme général (u,)3 diverge.

Réflexe élémentaire : le terme général tend vers 0. Le numérateur est borné, le dénominateur tend vers l'infini.
On n’a pas de divergence grossiére, mais pas encore de convergence.

Dans la somme uzp + Uz p+1 + U3 p+2, les termes [q sont tous égaux : [3—;7} = [3';9 + 1} = [3-;7 + 2}

cos (@) + cos (WJ +32'7T> -+ cos (W+437T> ’ ’
3 3 3 3 3

La somme vaut donc . le numérateur est... nul. (vous avez

Vpr

reconnu 1+ j + j2?)

On a envie de dire « quand on somme par paquets de trois, il ne reste rien ».
N
Mais la définition de la convergence de la série, c’est Z u, converge quand N tend vers l'infini.
n=0
Et N qui tend vers l'infini prend des valeurs qui ne sont pas forcément des multiples de 3.
On va donc distinguer les cas.

3.P-1 p—1
N=3P-1 Up = ) Uz p+Uzpi1 +Uzpi2 =0
n=0 p=0
3.P p—1
N =3.P Youn=uzp+ Y uzp+uzpin +Uspr2 = Usp
n=0 p=0
3. p—1
N=3P+1 Z Uy = Uz p +uUzpiq + Z Usp + Uz pr1 t Uz pi2 = Usp + Uspil
n=0 p=0

Comme le terme général tend vers 0, les trois sommes partielles extraites (Us p_1), (U3 p) et (Uz p+1) convergent
vers la méme limite nulle.
Par recouvrement, la série converge (vers 0).

On éléve au cube cette fois. Le terme général continue & tendre vers 0.
| n= ] 3p [ 3p+1 [ 3p+2 |
1 -1

(un)® = —

p+1 | 4(p+1) | 4(p+1)

Cette fois, le regroupement (1/{3.p)3 + (u3_p+1)3 + (Mg.p+2)3 donne m

3.P-1 P-1 1

Les sommes partielles extraites ) | (u,)® donnent Y -
= =0 2(p+1)

On identifie la série harmonique, qui diverge.

Inutile de regarder aussi (Us p) et (U p+1) ;sidéja (Us p—q) diverge, la série diverge.
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1
Q Soit f continue de [0, 1] dans R vérifiant / f(t).dt = %
0

Montrez que f admet au moins un point fixe (en étudiant le

signe de f — Id et son intégrale).

Un classique. Un point fixe, ¢’est une solution de f(x) = x (« fixe » car f n’a aucun effet sur lui). Mais il faut le voir
comme une intersection du graphe avec la bissectrice (encore un dessin, encore un dessin !).

On va donc tout naturellement étudier f — Id. Ou ce que vous appelez f(x) — x. A tort, puisque f(x) — x est un
pauvre nombre et pas un graphe ni une fonction.

On pose g = f — Id et on calcule

/Olg(t).dt - /Olf(t).dt - /01 bt =2~ 2 =0

Cette intégrale est nulle. La fonction ¢ ne peut pas étre toujours positive (son intégrale serait positive) ni toujours
négative (son intégrale serait négative).

Elle change donc de signe.

Et en tant que fonction continue qui change de signe sur un intervalle, elle s’Tannule au moins une fois. Et toc !
Zéro calcul, juste de I'intuition et un dessin.

Si si, un dessin. Si le graphe de f était toujours sous la bissectrice, son intégrale ne pourrait pas valoir 1/2. De
méme si il était toujours au dessus. Donc, g est vraiment la bonne fonction...

b
Calculez / 40

a sin?(6).cos2(6)

TR . ,e . . . 7T
Comme indiqué en cours, il ne faut pas qu’il se niche le moindre multiple de 5 entre a et b. Par exemple, a et b

7T .
sont tous deux entre 0 et 5 strictement.
4.d6
sin?(2.60)

booade o -2 qb
/a sin?(2.6) [tan(Z.Q)L

Sinon, que disait Bioche ?

b
On identifie vite / et on integre en cotangente.
a

] 0 donne \ —0 \ m—0 \ m—0 \
sin?(#) donne sin?(—0) = sin?(—0) | sin?(7t — @) = sin?(—0) | sin?(7 + 0) = sin’(—6)
cos?(6) donne cos?(—0) = cos?(—0) | cos?(7r — ) = cos?(—0) | cos?(rr +6) = cos?(—h)

do —do —de do
(0 co2(g) domme | =g o 28] co2 (@) 2(0) co2 (@)
sin“(6).cos?(6) sin”(6).cos?(6) sin”(6). cos?(6) sin”(6). cos?(6)
on prend ? non non oui
On va donc poser t = tan(6) et tout exprimer a 1’aide de .
o a1 YN I
m—dtetcos (9)—1+t2pulssm 0)=1 T2 - 158

L'intégrale (sans bornes® pour étre tranquille) :

1412 dt 1
/ 2 .dt—/t—z—l—/dt—t—?

-2 1

tan(2.0) et tan() — tan(0) ?

Question bonus : vous voyez le rapport entre

Vous avez vingt secondes.

Sinon, on peut aussi remplacer 1 au numérateur par sin”(8) + cos?(8).

b de _ [bsin?(0) +-cos?(0) (b do b dp
/u sin?(6). cos?(6) _/a sin?(6). cos?(6) .df)_/a cos?(6) +/u sin?(6)

5. cent bornes ? Je préfere « mille bornes », coup fourré
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Il ne reste plus qu’a intégrer en tan(6) et —cotan(6).

I&I Montrez que pour tout a de | — 1, 1[ les intégrales I, et ], existent

[T [ cos(0)
Iu_/o In(1 + a.cos(8)).d0 ]a_/o 1T 2. cos(@)’

Calculez J, par le changement de variable habituel.
B est un réel de |0, 1] fixé. On se donne a et a + h dans [—fB, B]|, montrez |In(1 + (a + h).cos(f)) — In(1 +

h.cos(0) h?. cos?(6) .
: — < 7 6 . .
a.cos(0)) T+ a.cos(0) ) XL (c’est Taylor (Lagrange ou intégrale) sur a — In(1 + a.cos(6)))
. Ly —1 ™ cos?(0
Déduisez : % —Ja| < |h|./0 ﬁ.d@.

Déduisez (a — I;) = (a — J,).
Calculez I puis I, pour tout a.

Les intégrales I, et |, sont des intégrales dont la valeur dépend de a.
6 est la variable d’intégration. En revanche, a est fixé pour le calcul de chaque intégrale.
On les appelle intégrales a paramétres et le paramétre c’est a.

T
L'éleve qui poserait simplement I = / In(1+ a.cos(0)).df sans marquer la dépendance en a aurait tort.
0
7T
L'éleve qui écrirait Iy = / In(1 + a.cos(0)).df n’aurait vraiment rein compris aux variables.
0

T
L'éleve qui écrit [, = / In(1 + a.cos(0)).d6 prépare le terrain pour rendre ses raisonnements rigoureux.
J0

Quand 4 est en valeur absolue plus petit que 1, a. cos(6) reste entre —1 et 1 pour tout 6, et 1 + a.cos(8) reste stric-
tement positif.

Les applications 6 — et 0 — In(1 + a.cos(0)) sont définies et continues. les intégrales existent.

1+ a.cos(6)
On pourrait essayer de trouver leurs signes, et leur sens de variation en fonction de 6, mais ce n’est pas demandé.
T cos(6 . .
On va calculer J, = 1+ac(oiw)'dg par le changement de variable universel t = tan(0/2) ou 6 = 2.Arctan(t).
0 .

iz . . . 7T . . .
Certes ce n’est un C! difféomorphisme que sur l'intervalle semi ouvert {O, > [ mais on va s’autoriser ces approxi-
mations et intégrer jusqu’a oo sans crainte.
1— 1

]_/t—’+°° 1+£2 24t _2/+°° 1— 2 0

7 Ji=o 1-21+2 ")y A+2).Q+a+(1—a)2)
14+a.——
1+¢#2

11—t
1+82).14+a+(1—a).?)
Le numérateur est de degré plus faible que le dénominateur, il n'y a pas de « partie entiere polynomiale devant »
(celle qui correspond au comportement en +oo).

On décompose en éléments simples

11—+ wt+p vt+6

Le dénominateur est de degré 4, on attend quatre coefficients =
& d A+2).(1+tat+t(1-a)f) 1+2  (A+a)+(1—a)f

(avec des termes qui s'intégreront en logarithme et d’autres en arctangente).

Mais en fait, c’est une fraction en la variable 2 = X :

1-X 1 1 1
(1+X).1+a+(1—a).X) E'(HX C (14a)+
réduction au dénominateur commun.
On integre donc en gardant dans une seule intégrale pour ne pas créer deux termes qui explosent ensemble) :

1—a
o e - )
a+an(1+ (JF24)) "

. g s
Les termes sont simples en 0, et a I'infini, les arctangentes tendent vers 5

1—a) X)j qu’on obtient par la méthode des pdles ou par

Q|-




18

Tous caleuls faits ¢ Jo = — &
Oous calculs raits : = —— —
T2 1-22

Cette partie du probleme est elle estimé par vous comme « d’une technicité excessive » ?
Aurait on pu étre plus futé ? Oui, avec

[ a.cos(9) [ 14a.cos(P) n 1
0:Ja = /0 1+ a.cos(0) A0 = /0 1+ a.cos(0) A9 /0 1+ a.cos(0) A9

(voyez les /1 —a et /1 + aet 1+ a se simplifier).

g 1 T 1 2.4t
Le changement de variable sur / ————.df donnait / 5 > avec moins d’éléments
0o 1+a.cos() 1+ 1—t* 1+t
a.—->
1+¢2

simples, et plus simples...

A quoi sert il d’avoir calculé |, ? Parce que ce sera la dérivée de 1,. Mais ¢a ne va pas se faire tout seul. Méme si vous avez
envie de dire

(a — ln(l—l—a.cos(G)))/ = <u —

Tt cos(0)
/9:0 1+ a.cos(0) .d@)
Pour 6 fixé, considérons I'application 2 — In(1 + a. cos(0)). Elle est continue, dérivable, et méme plutot deux fois
qu’une (et méme trois et plus).
| fo(a) | fi@ ] fo"(a) |

On la dérive deux fois cos(0) cos?(6)
In(1+ a. -
n(1+a.cos(6) 1+ a.cos(6) (1+a.cos(6))?

On va utiliser la formule de Taylor Lagrange entre a et a + h

7T

cos(0)

TTa.cos(@) ln(l—i—a.cos(ﬂ)))/ = (a —

) donc (a — o

2
fola +1) = fo(@) + hfy(a) + 5 fo"(a-+ 1)

pour un A de |0, 1] et méme
2

h ”
fola+h) — fo(a) — h.fg(a) = 7.f9 (a+ A.h)
K2

puis |fg(a+h) — fo(a) — h.fy(a)] < ?.Mz ot M, est un majorant de fy” sur le domaine d’étude.
On ne touche pas au cosinus, méme si on peut le majorer par 1.
On regarde quand le dénominateur s’approche le plus pres de 0 : quand (a + A.h). cos(6) est le plus proche de —1.
On dit que |a + A.h| reste dans [—B, B] puisque a et a + h y sont. Et le cosinus n’ira pas plus loin que 1 et —1.
Bref, le plus petit dénominateur envisageable est 1 — B (strictement positif).
cos?(6)
(1-p)?

Démarche classique pour estimer I'erreur entre un graphe et sa tangente.
On a cet encadrement pour tout 9 :

On peut donc prendre My = et obtenir la formule proposée.

12 1
M2 < fola+h) — fo(a) h.fo(a) < - Mo

On integre pour 0 de0a rt :
W2 (7 cos?(9) n 4 77 W2 7 cos?(6)
oY) g < / +h).do —/ A6 — h./ fa)do < o [ 25 g
2 Jo (1-p)2 ) fola+h) 0 fo(a) 0 fo(a) 2°Jo (1=p)2

(attention, trois variables : a fixé, h destiné a tendre vers 0 et 8 qui vient de jouer son role de 0 a 7t).
Et par définition des fy et autres :

h? [ cos?(9) W? 7T cos?(6)
——. —5.d0 < —I,—h], < —. —_— .
2 0 (1 — ‘B)z do Iu—i—h Iﬂ h ]a 2" Jo (1 — '3)2

On revient a une forme « majoration en valeur absolue » (qu’on aurait pu garder tout le temps) :

de

2 end2
< h* cos“(0) 0

Lo =T = hJa| < 5 | T pr
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. . o g — 1 h| [T cos?
On divise par /& non nul, un taux d’accroissement commence a venir : % - | | | / dG.
Quand / tend vers 0, le majorant qui dépend linéairement de / tend vers 0.
Ivn—1
Par encadrement®, % — J4| tend vers 0.

Iprn — Lo

Par définition, tend vers J,

(pas de boulette, on tend vers quelquechose qui ne dépend pas de h, juste de a (et 0 est variable d’intégration qui a fait le job)).

Mais ceci est juste la définition de « les taux d’accroissement de I autour de a ont une limite.

[a —— I, est dérivable de dérivée a —— ],J

C'est ce dont on s’était douté en « dérivant sous le signe intégrale ». mais il fallait le prouver, ici avec les moyens du bord. En Spé vous aurez
des outils plus puissants, mais avec des hypotheéses précises
7

7T
On connait I’ et sa valeur en 0 est rapide a trouver : [j = / In(1).d6 = 0.
0

1 suffit donc d’intégrer I’ pour retrouver I .

T
Ahoui, [, = — — ——+—
Ja a  g+/1—a?

Le premier terme en logarithme. Et I'autre ? /

, ¢a s'integre ¢a ?
da ’
a/1—a%’

/ _dn qui donne Arcsin
J V1 —ad? ‘
u / _ada_ qui donne —v/1 — a2
V1—a?

Que dit le cours ? a2 = sin(a). L'intégrale devient

/Sm CO\S/? /sm [in(tan (3))]

On assemble les morceaux : [7‘( . ( ln(a) —1In ( tan <w) )j Ce seraitdonc¢a I, !

Pas facile. On aurait préféré

De bons exemples de calculs d’intégrales !

& On définit : f = x — (x — [x])? + [x]. Montrez que 1
f est continue sur R. Est elle dérivable ?
Calculez son intégrale de 0 a 5. Montrez qu’elle est ok

lipschitzienne. "

Pour la continuité en tout point a, on va séparer deux types de points a.
Si a n’est pas entier, [x] est une constante sur un voisinage de a (en posant [a] = 1, n a encore [x] = n pour tout x
de |n, n+ 1], et 'application x — (x — 1) + n est continue car polyndmiale.

Si a est un entier, tout est congu avec la partie entiére pour que ¢a se passe mal.
Il faut séparer droite et gauche :

] \ Ja—1, a] \ a | [a,a+1] |
formule (x—@-1))?+@-1)] (@a—a’+a=a| (x—a)’+a
limite quand x tend vers a a a a

6. et pas « par passage a la limite » puisque on ne sait pas encore que la limite existe !
7. rappelons que vous ne serez pas juste jugés sur votre capacité a calculer, mais surtout sur votre capacité a citer les bons théoremes, avec les bonnes
hypotheses a vérifier et valider, bref a raisonner juste, avec argumentation solide.
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L’application est continue en a.

En tout point, on a la continuité.

En revanche, elle n’est pas dérivable en a entier, avec deux demi-tangentes distinctes.

] \ Ja—1, a \ a \ la, a+1] |
formule (x—(@—-1))?+@-1) [(a—a)’+a=a (x—a)+a
—g—1)>2 —1) — — 2 _
taux d’accroissement (r=a-1)"+(@=1)—-a (x=a)j+a-a
xX—a xX—a
limite des taux quand x tend vers a 2 0

Les taux n’ont pas la méme limite a droite et a gauche, la fonction a deux demi tangentes non alignées, elle n’est
pas dérivable.

5 T T T T ]
4 4
(x-a)*+a
3 3
2
k(x-(a-1)) +{a-1)
2 - 2
1 1
8 a
a 1 2 . 3 4 5 a 1 2 3 4 L}
a entier a non entier
continue continue
non derivable derivable

Pour l'intégrale de 0 a 5, on applique la relation de Chasles pour découper en cinq intégrales.

En effet, on a [x + 1] = [x] + 1 pour tout x.
On en déduit f(x+ 1) = f(x) + 1 pour tout x .

k+1
Chacune des intégrales f(t).dt est d’ailleurs faite d’un rectangle et d’'un morceau qui revient a chaque fois.
k

5 1 1
Purement géométrique : / flt)dt=14+2+3+4+ 5./ f(t).dt =10 —0—5./ x.dx = %
0 0 0
Montrons maintenant qu’elle est lipschitzienne de rapport 2 (e maximum de Ia dérivée croisée).
A faire.

<352 M [Mario et Luigi font des courses en kart (je suis influencé par les jeux de mon fils), 4 vitesse constante. Quand ils font la
course sur un kilometre, Mario arrive alors que Luigi est encore a cinquante metres de l'arrivée. Ils recommencent, mais
pour rendre le jeu équitable, Mario se recule de cinquante metres par rapport a la ligne de départ. Qui gagne ? De combien ?

On peut tout mettre en équation, avec deux vitesses vy, et v;, une distance 1 et un temps T.

On peut aussi dire que pour la seconde course, aprés un Mario
temps égal a celui de la premiére, Mario a parcouru un Luigi =
kilometre, et Luigi cinquante metres de moins... Ils sont a
égale distance de la ligne : cinquante metres.

Départ premiere course

Arrivée premiére course (temps T)

Mais Mario continue a aller le plus vite. Il va gagner. - Départ deuxitme course

De combien ?

Sur un kilometre, il mettait cinquante metres dans la vue Aprés un temps T illeur reste
o . 50 metres

a Luigi.

. N . . . . . et Mario est toujours
Sur cinquante metres (vingt fois moins), il va lui mettre plus rapide que Luigi

vingt fois moins...
Ce qui fait deux metres cinquante...

Arrivée de la deuxieme course. mario gagne de...
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Et si vous aimez & I'univers de Mario Bros
o les films réalistes et sociaux des freres Dardenne et du cinéma frangais

o le travail de Yes Vous aime (Broute, Bertrand Usclat et ici studio Bagel) dans le domaine du pastiche :
https :/fwww.youtube.com/watch ?v=jnGftcdnIB4

35> I

Rappel des régles : sur chaque ligne et sur chaque colonne, il y a chacun des cinq entiers 1, 2, 3, 4et 5. Et il des
signes « plus grand que » et « plus petit que » ; bien entendu, ils doivent étre corrects (ah, il y a un nombre en
trop dans une grille ?).

3]

| <[]

:
i
g
|

N
[

>
<
>

|
5]

On note E I'ensemble des suites réelles périodiques. Montrez que (E, +, .
Montrez que tout élément de E admet une sous-suite convergente.

elchala?
=L

~—

est un espace vectoriel.

Pour tout u dans E, on note o (u) la suite (u,+1). Montrez que o(u) est dans E et que ¢ est une application
linéaire. Montrez que ses seules valeurs propres sont 1 et —1 et donnez le sous-espace propre associé a chacune.
Aurait on pu trouver d’autres valeurs propres pour des suites complexes ?

Pour tout u dans E, on note ¢(u) la suite (u7,). Montrez que ¢(u) est dans E et que ¢ est une application
linéaire.

Pour tout n, on note {(u) la suite de terme général u, |, /o). Montrez que I'opérateur  est linéaire de E dans E et
donnez son spectre.

Pour tout n, on note (u) la suite obtenue en permutant deux a deux les termes de la suite u
(u1, up, us, up, us, ug,...). Donnez une formule générale pour ¢ (u), (et expliquez pourquoi la notation Y(u,) n'a
aucun sens). Montrez que 1 est une application linéaire de E dans E. Donnez ses valeurs propres et la dimension
de chaque sous espace propre.
H
U vecteur proprede f cest W £ 0 et 3N, (W) =AW,
A valeur propre de f c’est 3U # 8, (W) =A7.

Pour extraire une suite convergente d'une suite (a,),en périodique de période p, il suffit de prendre la suite

(ap,ﬂ>n€]N .
Ou d'utiliser le théoréme de Bolzano Weierstrass, mais il y a de ’abus la.

Si (a,) est périodique de période p, alors (a,,+1) est périodique, de méme période.

La linéarité s’écrit en travaillant au bon étage : On se donne deux suites (a,) et (b,). On doit juste comparer
(an+1+ bus) et (ans1) + (bus)-

On prend une valeur propre A et un vecteur propre associé : une suite a4 vérifiant o(a) = A.a.

On traduit 4,41 = A.a, pour tout n.

Ceci signifie que la suite 4 est une suite géométrique de raison A.

Mais comme elle doit étre périodique, il y a comme un petit probleme.

Sauf si elle est constante ou géométrique de raison —1.

Sur Con aurait pu prendre des suites géométriques dont la raison soit une racine p-eme de l'unité.

Q Vrai ou faux : si la suite
Cesaro la suite (c3,) ?

(an) a pour moyenne de Cesaro (c,,) alors la suite extraite (a2,) a pour moyenne de

Faux.

_agtata

Co = Ao 3 C1 5

(an) a pour moyenne de Cesaro TR D

C3 = 4

apg +a
1 = 5

ag + ap
2

Déja, (cz) n’a rien a avoir avec 1 qui vaut (si ’est la moyenne de Cesaro de (az,,) .
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a2

a3

QO Vers quoi convergent (si elles convergent) ?
[ 1 ] 2 | 3 [ 4 5] G |
2 n 2.n+1 n 3

(n—\/n +1) (3 I 2 ) (Vi) (€_> (e_> (2":0(—1)"*k.k!)
n+ m 3n _ 4n nh nh

® Soit (a,,) une suite réelle. Onpose A = {n € N | Vp > n, a, < a,}.

Déterminez A si (a,,) est croissante.

Déterminez A si (a,,) est décroissante.

On suppose A infini. On pose alors ng = Min(n | n € A}, ny = Min(n | n € Aetn > ng} et plus généralement

g1 = Min(n |n € Aet > ng}.

Montrez que chaque ny, existe.

Montrez que la suite k — 1y est strictement croissante de N dans N, et que la suite (a,, ) est décroissante.

On suppose A fini. Montrez 3Ky, V,, (n > Ko = (Ip > n, ap > ay).
Déduisez 9K; > Ky, ak, > 4k, puis JK, > Kj, ag, > ag,-
Construisez une suite (ag;) extraite de (a;), strictement croissante.

Je vous renvoie au cours.

Ou au fascicule « beaux théoremes de Sup » :

On définit I'ensemble d’indices suivant : A = {n € IN | Vp > n, up < u,} (il s’agit des indices des termes qui
majorent tous les termes qui suivent).

A est une partie de IN qui est soit infinie, soit finie.

Premier cas : si A est infini, alors on en indexe les éléments par ordre croissant : ¢ : (pé(An) (¢(0) est le
plus petit élément de A, ¢(1) est le plus petit élément de A — {¢(0)} et ainsi de suite).
o
e L=
‘r LT L L e Tt

Par construction, chaque indice ¢(k) vérifie Vp > ¢(k), up, < Ug(k) ; en particulier 1) < Ugp(k)-
La suite (1)) est décroissante. Elle est extraite de la suite (a,), donc elle est minorée.
Elle converge vers son plus grand minorant.

S —

I LT L L e Tt

Second cas : si A est fini, alors au dela d’un certain entier M, tous les entiers sont dans AF°.

On pose alors ¢(0) = M + 1. Par définition de ¢(0) ¢ A, il existe au moins un élément p plus grand que ¢(0)
vérifiant up > 1,). On prend le premier d’entre eux (qui ne peut pas étre égal a ¢(0) par inégalité stricte) et on le
note ¢(1).

On recommence : ¢(1) n’est pas dans A, il existe donc au moins un indice p vérifiant up > (). Le premier
d’entre eux sera noté ¢(2).
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TR

De proche en proche, on construit ¢ vérifiant ¢(k + 1) > ¢(k) pour tout k (ainsi que ¢(k + 1) > ¢(k)).

La sous-suite (1)) est croissante, majorée (par fy). Elle converge donc vers son plus petit majorant.
Py =

sl

\

[+
o 9

L ———

iR sad AR XS TEMTATGERERTTRLTN

\

Dans les deux cas, on a construit une sous-suite monotone bornée, donc convergente.

<4z 1/ On suppose (a, + by) —n—400 0 et (™ + eb") —n—+00 2. Que pensez vous du raisonnement : on note « la
limite de a et B la limite de b. Ona alorsa = —bete? + ¢’ =2 ; on déduit ch(a) = 1 puisa = 0etb = 0.
En quoi ce « raisonnement » est il faux ? Aboutissez quand méme au bon résultat.
Le raisonnement proposé est une monstrueuse connerie, des sa premiere ligne.
Qui vous a dit que les suites avaient une limite ? Personne.
Rappelons au passage 'anerie suivante : si (a, + by ) et (an X by) convergent vers A et y, vers quoi convergent (ay) et (by) ?
On note a la limite de (ay) et B celle de (by,).
Par passage a la limite : o« + B = Aet a.p = p.
On retrouve fierement « et B par les formules de Viete.
Et on est un fieffé connard.
En effet, il se peut que ni a ni b ne converge.
Prenons ((—1)") et son opposé. Leur produit vaut —1 (converge) et leur somme
vaut 0 (converge).
25e 1| Un éléve donne les définitions suivantes de la convergence d’une suite :
| a| Ve>0,IN.e N, VneN, (n > Ne) = |uy —a] <€ |
| b | Ve>0,VneN, INe €N, (n > Ne) = |u, —a| < e |
| c | INeN,Ve>0,VneN, (n>N)=|u, —a] <e |
[d] Ve>0,INeeN,VneN, (n < Ne) = [up—a| > ¢ |
trouvez l’erreur, et dites ce qu’on peut déduire.
[a] Ve>0,INe €N, Vn €N, (n > Ne) = |u, —al] <e

On autorise ¢ = 0. Et ¢ca change tout.
En effet, a partir du rang Ny on a |u, — a| < 0 c’est a dire u,, = a.
La suite est constante a partir du rang Nj.

Et évidemment elle converge. Mais quand méme, il y a des suites qui convergent vers a sans valoir a.

(b ] Ve>0,VneN, INe €N, (n > Ne) = |u, —a] <¢ |
Vu l'ordre des quantificateurs, Nga aussi le droit de dépendre de n.

Et comme on demande juste qu'une implication soit vraie, je choisis Ny = n + 1.

L'implication (n > n + 1) = |u, — a| < ¢ est donc vraie (« faux implique... ».

Toutes les suites (convergentes ou non vérifient cette quantification).

[c] INEN,Ve>0,VneN, (n>N) = [u, —a] <e |
A partir du rang N, on a pour tout e : [u, —a| < e.
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Mais ceci ne laisse pas le choix : |u, — a| est nul.

Si vous voulez convaincre le physicien dites « comme c’est vrai pour tout €, je fais tendre € vers 0, et par passage a la limite,

|an — a| est plus petit que 0.

Si vous voulez convaincre le mathématicien, dites « si a, n'était pas égal a a, alors a, — a serait non nul et pour le eparticulier

Uy —aj
2

La suite est constante a partir du rang N.

, on aurait une contradiction.

[ d ] Ve>0,INe e N, Vn e N, (n < N¢) = [up—a] > ¢ |
C’est avant le rang N, qu’elle est loin de a.
A finir.

262 1| On a donné a Léo les dix chiffres de 0 a 9. Tl en a fait quatre nombres : un nombre a un chiffre, un nombre a deux
chiffres, un a trois chiffres, un a quatre chiffres. Les quatre sont des carrés parfaits. Pouvez vous refaire la méme
chose ? Et si on veut toutes les solutions, on prend Python ?

On doit prendre dix chiffres et fabriquer une liste de carrés parfaits a, bc, def et ghij.
Les valeurs possibles pour a sont 0, 1, 4 et 9.
Les valeurs possibles pour b sont 16, 25, 36, 49, 64 et 81. Certaines sont incompatibles avec a.
Pour c la liste s’allonge, méme si on élimine 100, 121 et quelques autres qui utilisent plusieurs chiffres en double.
On trouve les douze solutions suivantes :
0, 16, 784, 5329 0, 25, 784, 1369 0, 25, 784, 1936 0, 25, 841, 7396
0, 36, 729, 5184 0, 81, 324, 7569 0, 81, 576, 3249 0, 81, 729, 4356
1, 36, 784, 9025 9, 16, 784, 3025 9, 81, 324, 7056 9, 81, 576, 2304
Carres = [[ ] for long in range(5)] #on va créer la liste des carrés
for k in range(100) : #le plus grand 992
....carre=str(k*k) #on en fait une chaine
....long=len(carre) #on va voir dans quelle liste I'insérer
....Carres[long] .append(carre) #on l'insére
print(Carres) #on vérifie
Tout = 1list(’0123456789’) #'anagramme & trouver
for a in Carres[1] : #on|'appelle a
....for b in Carres[2] : #etilyab
........ for c¢ in Carres[3] : #puisc
............ for d in Carres[4] : #etenfind
................ Mot=a+b+c+d #on met les quatre carrés bout a bout
................. if sorted(Mot) == Tout : #on teste si c’est un anagramme de 0123456789
.................... print(a,b,c,d) #sioui, onl'affiche
print (’Fini’) #pour savoir sile programme a fini
2Ze 1| Pour tout entier naturel 7, on note s(n) le nombre de chiffres premiers dans l'écriture de n (exemple :

s(n)

s(2019) = 14, 5(1789) = 1, s(5435) = 3). Montrez que la série de terme général 7 est croissante et majorée
" In(t p n
(intégrale / %.dt ?). Ecrivez un script Python qui pour N donne calcule la valeur approchée de 2 ’i—g
1 k=1

a. on rappelle que 0 et 1 ne sont ni premiers, ni composés)

| [of1]2]a]afs[e[7[s]0]
Bon, les chiffres, c’est de 0 a 9. premier il X X
composé X X X | x
ni premier ni composé | X | X

Bref, on doit compter combien il y a de 2, de 3, de 5 et de 7 dans I'écriture de n.
On va prendre 1, le faire fondre en divisant par 10, et pour chaque chiffre extrait, on regarde si il vaut2, 3,5 ou 7.
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def ComptePrem(n) :
..nn = n #on travaille sur copie
. .compt def ComptePrem(n) :
....while nn > O: ....compt = 0
........ chiffre = nn%10 ....Mot = str(n)
........ nn = nn/10 ....for chiffre in Mot :
........ if chiffre in [2, 3, 5, 7]: eeve....if chiffre in [’2’,’37,°5°,°7°] :
............ compte += 1 ceeiieea....compt += 1
..return compt ....return compt

Si on travaille sur des entiers, le test est chiffre in liste de chiffres, sion travaille sur string, le test est sur
chiffre in liste de caractéres

On a crée la petite procédure utile. Il vaut mieux |def Somme(N) :
découper le travail, et éviter I'étirement du pro- |....5 =0
gramme. ....for n in range(1, N+1) : #gare aux bornes
La série est a termes positif, elle croit. Pour la faire | -------- S += ComptePrem(n)/(n*n)
converger, il suffit de la majorer. ....return S
. : s(n K. . A
Mais on ne peut pas majorer (—2) par — puisque le nombre de chiffre de n peut étre grand, et pas mal de ses
n

chiffres peuvent étre premiers (et méme tous (écrivez des 2323235323...7, ce n’est pas ce qui manque).
Mais s(n) est au maximum égal au nombre de chiffres de n. Et ce nombre de chiffres, c’est log(n). Ou plus préci-

In(n
sément : [ ( )} +1
In(2)
. L . In(n) ., .
On est face a une série majorée par T Cette fois, c’est mieux.
. . . . Sn 1 , . . o Lo
Si on majore In(n) par 1, on ne peut rien faire : 2= @) (ﬁ) n’est pas pertinent, puisque la série de terme général

1
—di .
, diverge

s(n) _o(vn) _ O(L)
n

Si en revanche on écrit In(n) = o(+/n),ona —x= = .
() = o) —

n? n?
converge (exposant strictement plus grand que 1). par domination, la série de

. 1
La série de terme général
n./n

enéral 501
terme général —= converge.
n

Pour avoir posé I'exercice en LS., j’ai le souvenir de trop nombreux éléves qui ont créé une procédure de test de
primalité classique,

def Premier(c) :

....for j in range(2, c) :
........ if ¢ % j ==
............ return False
....return True

c’est certes une procédure correcte.
Mais a quoi bon la créer et 1'utiliser si c’est juste pour vérifier ensuite quide 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ou 9 est premier...

3
Donnez une formule explicite pour u, définie par 1y donné et 1,1 = (u;) pour tout n.
3 3.3 9 3.3 27

On calcule les premiers termes :| 3, | 4, = () Uy = 1.<(”0) ) _ (uo) Uy = 1_((”0) ) _ (uo) g = 1 (uo)

2\ 2 24 2°\ 24 213 2°\ 213
L’exposant de u est facile a trouver : 3".

. , PV N . 1 (u0)3" 3 (uo)S‘Sn

Celui de 2 que I'on va noter «;,, obéit a une regle simple : &, 11 =14+ 3.4, : 5.( o ) = Siisa,

n

Quitte a tatonner, on trouve vite x,, =

et on le prouve par récurrence sur .

Sinon, et si on suivait le cours ? Ou si on le précédait ?
On soustrait a a,, le point fixe caractérisé par w = 1+ 3.w.

1 1 1 1
La suite (zxn + 5) est alors géométrique de raison 3 : &, 41 + 5= 14+ 3., + 5= 3. (zxn + 5)
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On a donc («xn + %) = 3".(rxo + %) dotta, =3 —

N

an g1 _ (1))

Wi

Q Pour tout n, on définit a, = (31;”). Donnez la limite de 111;+1 , puis de In(a,4+1) — In(a,) quand n tend vers

n

I'infini.

En appliquant le théoréme de 16 aromes, donnez la limite de {/ <31.1n> quand n tend vers l'infini.

!
La suite (a,,) est bien définie, jamais nulle : a, = (2(31131')11'
. a 3n+3)  (2.n)! n! (3.n+1).(3.n+2).(3.n+3) 1 1
ff L _ : . = : —
On effectue un quotient a, Gn)! @nt2)0 (nr1) 1 2n+1).2n+2)n+1

L’ensemble a une limite : g

Par passage au logarithme, In(a,,11) — In(a,) converge vers In(27/4).

n—1

1
Par théoreéme de Cesaro, e ) In(ax41) — In(ay) converge vers In(9/4) quand n tend vers l'infini.
k=0
In(ay,) — In(ag)

Par télescopage, converge vers In(27/4).

n

. . 27
Par retour a I’'exponentielle (continue), {/a,converge vers T

(—1)lv7l

n

Montrez que la série de terme général

Oui, bon, la suite tend vers 0 puisque le numérateur vaut 1 ou —1 tandis que le dénominateur tend vers 'infini.
. . N (—1)vn
Mais la série Ay = Z
n=1 n
Son terme général tend vers 0. C’est bon signe, mais ¢a ne prouve rien de rien.
Drailleurs, ¢a va mal se passer.

diverge. Indication : A(; ,, 12 — Ay ptend il vers 0?

Onvadoncétudier —~ + -4 -ty 2 1t 1 1 1,
1.2 3 4 5 6 7 8 9 10 7
Aucune monotonie, puisque parfois, 'accroissement est positif, parfois il est négatif.

Comme suggeéré, regardons A, , )2 — Ay 2.
(2.p+1)2 (_1)\/5

Par relation de Chasles, c’est une somme

n=4.p2+1
On est entre deux carrés d’entiers. On se dt que ’'exposant doit étre le méme pour tous.

(2.p+1)2-1 (_1)ﬁ
En fait, on va prendre plutbt A, , 121 — Ay 2_;. Cette fois, c’est vraiment ) .

n=4.p2 "
Sinestentred.p’et (2.p+1)%, 0ona2.p < n < (2p+1) puis [/n] =2.pet (_1)[ﬁ] =1
(2.p+1)°~1 1
Onadonc Ay, 12 1 —Aype g = Z n
n=4.p2

On va comparer avec une intégrale, classiquement, pour encadrer ce terme.

Ou alors on va commencer par plus simple.
On compte le nombre de termes et on encadre par le plus petit et le plus grand :

(2.p+1)2-1

<—.(2p+1)2—4p?

1
n=4.p2 4.p?

S| =

A(z.p+1)271 - A4.p271 =
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(2.p+1)%-1 1 1 ) s
— = > - _
A(Z.p+1)2—1 A4.p2—1 n§p2 nZ (2_p+1)2‘((2'P+1) 4.p )

Finalement, oui, cette « différence de Cauchy » tend vers 0 avec p.

N
: . . a :
Soit (a,) une suite bornée. Montrez que < Z Z—Z) est alors une suite de Cauchy.
n=0

On dit A est un majorant de (a,) (en valeur absolue méme.
" a 1. a,

Z no_

n=0 2" 2n

Par symétrie des roles, prenons p < 4.

On se donne ¢. On doit rendre plus petit que ¢ juste en jouant sur p et g assez grands.

La différence vaut ‘

n= p+1

9
Elle se majore par _Z 2" puis A. Z 2

n=p+1 n=p+1
1 1
. : . i A sole 3 2pt1 201 Ny
Ce majorant (qu'on peut espérer rendre petit, c’est quand méme ca la regle jeu) vaut A. 1 ce qui fait
2

A A
20 27

Comme on ne sait pas si g sera « grand ou pas » (plus grand que p en tout cas), on continue & majorer : par — TR
On a donc

P, &L,
3K, V(p,q), Ke<p<q= ’ 2%)7— Z%)—
n= n=

In(A/e)
In(2)
Au fait, dans C, =

Explicitement : K, = [ } + 1 convient.

In(K) — In(e)
In(2)
Remarque : | «Ppetit», il va se rapprocher de 0, et donc — In(e) va pousser C; vers I'infini sur I’axe des abscisses.

il y a un signe moins, mais il ne faut pas étre surpris, ¢ est

Quelques remarques en plus :
Comme on ignore le signe des a,, on ne peut rien dire sur la monotonie de la suite (Ay). En fait, elle peut varier
dans les deux sens.

Certes, on peut écrire des choses (intéressantes) sans rien comprendre :

1
N N N 1— <
B ay |ay 1 2N+1 1
IANI—]ZZn Z—k\KZZ—n K. T <K—7 =2K
n=0 n=0 n=0 1—= 1— =
2 2
La suite (Ay) est bornée.
1
. o ) o 1- oN+1 1
Jusque la, je ne proteste pas, et je suis méme content de voir la majoration K. 17 S K. 7= 2.K plutot qu'un
1-2 1-2
2 2
1 1
"~ QN+
réflexe idiot K. 2 1+ T qui n’apporte rien ou presque. On veut « majorer », et pas « calculer la limite d’un
1—Z= _Z
. 2 ! 2
majorant ».
1
1 simol z | el 1 TN ” _—
De méme, la simple formule |AN| = ‘ Z | S ng%) oF S K. n;) o= K. - T n’est pas appelée une majoration

de la suite (Ay) puisque le « majorant » dépend encore de N.
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AN+1
ON+1"

On calcule ensuite : Ax11 — AN =

«On » distingue alors deux cas :
e an+1 = 0, alors la suite (Ay) est croissante. Comme on 1’a majorée, elle converge.
e an+1 < 0, alors la suite (Ay) est croissante. Comme on 1’a minorée, elle converge.

J ose espérer que vous avez compris que ce « raisonnement » est du méga-foutage de gueule, de ’arnaque pur jus.

En effet, on travaille & N fixé dans la discussion.
Et la croissance ou la décroissance nécessiteraient VN, ani1 = 0 ou VN, an41 < 0. Avec un capital VN. On en est
loin quand on ne regarde ici qu'un indice a la fois.

Je rappelle que la définition de la croissance n’a jamais été et ne sera jamais a, 1 > ay.
C'estVn, a,41 > ay. Et j'insiste pour la dix mille iéme fois face i des éléves qui confondent raisonnements mathématiques et
formules magiques qu’on apprend par ceeur.

La formule au bout d'une ligne de maths, c’est juste la couleur de la peau, pour faire joli. Mais I'essentiel est dans le
squelette, dans le début, dans les Ve, 3

1
Montrez que si la suite (a,) vérifie : Vn, |a,| < o alors elle est de Cauchy. Réciproque ?

1
Montrez que si la suite (a,) vérifie Vn, |a,11 — a,| < o alors elle est de Cauchy:.

Elle converge vers 0. Donc elle est de Cauchy.

La réciproque est fausse.

La suite L converge vers 0. Elle est donc de Cauchy. D’ailleurs, on a

1 < 1 i 1
p+1 g+11 " p+1 g+1°

2
deés qu’on a p et g plus grands que -

Mais onn’a pas — T

. L .
L'exercice plus intéressant : Vn, |a,1 — ax| < -, implique « de Cauchy ».

On se donne ¢ et on veut |ap aq\ g, juste en ]ouant sur p et g sont assez grands.
Sans perte de généralité, on suppose g > p.

q—-1
On écrit la différence comme somme des accroissements : a; — a, = Z (agyq — ag).

k=p
On utilise I'inégalité triangulaire : |a; —a,| < Z |akiq — ag|.
On utilise 'hypothese : |a; —a,| < Z 27k,
On utilise nos connaissances : , ,

¥ @ 11
aq _ap‘ < 1 ~ op—1  9g-1
2
. N R . 1

Comme on ignore o1 si situe g par rapport a p (le plus petit) : [a; —a,| < 1

(c’est comme si on y allait « au pire » avec g tres trés grand dirait le physicien).
: . p . . 1
La majoration n’est pas mauvaise, puisque zp—_ltend vers 0 quand p tend vers +co.

1 : :
7 = €ou plutot 1 < e car en analyse, on regarde des inégalités.

1
Explicitement, on peut imposer T
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On peut tout remettre dans 1’ordre : pour p et g plus grands que —log,(¢) +1, on a |a; — a,| < e.
La suite est de Cauchy.

Et comme on est dans RR elle converge.

Sinon, on peut aussi écrire
n—1

an=a0+ Y_ (Ax41 — ax)
k=0

1
La famille des a1 — axest dominée (majorée en valeur absolue) par >

La famille des ?est sommable (somme explicite égale a a série géométrique, de somme 2).
n—1

Par convergence en valeur absolue, E (ax41 — ag) converge.
k=0

§ Tektonik - m]

2

20 8 12 34

Montrez que ég 43 4 791 i; est un multiple de 30 (exercice sur le développement de déterminant en

720 9 0 41
ligne/colonne).
Quel est le coefficient de 35.9.12.27 ?
Développez par rapport a la premiere ligne :
20 8 12 34

15 3 9 27| 3 9 27 15 9 27 15 3 27 5 3 9
35 44 71 17 =20. 4 71 17 | 8 35 7117 | 7* 12. 35 44 17 |~ 34. 35 44 71
70 9 0 41 9 0 4 70 0 41 70 9 41 70 9 0
Tous les déterminants 3 sur 3 sont entiers. Le grand déterminant est pair.

20 8 12 34 8§ 12 34 8 12 34 8 12 34
15 3 9 27| 3 9 27 3 9 27 3 9 27
35 44 71 17 |72 4o v | ouon oy | w1
70 9 0 41 9 0 41 9 0 41 9 0 4

Cette fois, le déterminant est multiple de 5.
On développe par rapport a la deuxiéme ligne, et le voila multiple de 3.

Etant multiple de 2, de 5 et de 3, c’est un multiple de 30.

12

. 27 . . ) .
Enfin, est bien présent dans le déterminant.

35



On veut son coefficient :

12
puis 27
35
9

un signe moins

un deuxiéme signe moins

Total : deux signes moins, ce qui fait un signe plus (signature de (1 350 (24)).

nex
Pour étre tranquille, l'instituteur a écrit a =
Alre du gmnd 1,17857142857142857... et b = 3,18181818... et
. a demandé « posez la multiplication ».
triangle = 486 Votre petit frere est en train de calculer
1, 1 7 8 5 7 1 4 2 8 5 7 1
x 3 1 8 1 8 1 8 1 8 1 8 1 8
C'est un carré. 3 5 3 5 7 1 4 2 8 5 7 1 4
il o0 1 1 7 8 5 7 1 4 2 8 5 7
Quelle est son o0 0 9 4 2 8 5 7 1 4 2 8 5
aire ? o0 00 1 1 7 8 5 7 1 4 2 8
Il T T T T T TT 1]
Aidez le !*
longueur = 36 4. moi je vous aide avec 117857025 = 3*52.112.13.37 et 10° =
33.7.11.13.37 + 1
Aire du grand
. [ base . hauteur
h triangle = 486 = 2
27
J hauteur = 27
C'est un carre.
Quelle est son
o 36
aire : Thales
7z
2 _ X X
longueur = 36 36 36 -x
x=108/ % 36-x

Bon, on ne va pas poser une multiplication infinie.

On va déja reconnaitre qui sont ces deux rationnels donnés par leur écriture décimale.

On va suivre deux méthodes, pour varier les plaisirs

| 10°% [1]1]7[8[5]7[1,[4]2]8]5]7[1][4][2]
a 1,/1]7]8]5]7]1]4]2|Onadonc
10 —a[1[1]7]8]5]7]0 [2][5[0][0][0]0]0]0
_1178570,25  3%52.112.13.37 1 33
999999 (25)2  '33.7.11.1337 28

De la méme facon, b —3 = 0,181818... et donc 100.(b —3) =18 + (b —3) etb —3 =

11

L’autre méthode, c’est une série géométrique de termes 18.10~2* (raison 10~2)

+o00
b=3+Y 181072 =3+

k=1

181072 _ 35
1-10-2 11

E.Onadoncb: §

11°
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Et la troisieme méthode est « on propose/on vérifie ».

La fin de I'exercice, c’est
3335 31175 15

2811 7411 4

C’est un décimal avec seulement deux chiffres derriere la virgule.

ab= =375

<115>I

Le colleur demande a Arthur : trouvez le maximum de x¥ pour x et y dans IN sachant x + y = 8 (maximum noté
).

Arthur qui assiste a la colle dit « pour x et y dans IR, j’ai mieux que votre y, avec x = 3,5 » ; vérifiez 'affirmation
d’Arthur (sachant 7° = 40353607).

Mais Arthur qui passait par la cherche a faire encore mieux ? C’est jouable ?

[ 0] 1| 2 | 3 | 4| 5 | 6 | 7 | 8
8 7 6 5 4 3 2 1 0
80 71 62 53 44 35 26 17 08
1 7 36 125 256 243 64 1 0
/ / / / N\ N N .

Le maximum sur N x IN est donc 4.

7
Sur R x R, I'éleve propose x = 3,5 = 5 etdoncy =4,5= 5

Sur R x RR, on pose donc y = 8 — x et on étudie (8 — x)* comme fonction de x.

75\ 9/2 79
Quelle est cette valeur ? x¥ = <§) 5 ?

79
On doit comparer 4% et 1/ 5 On va calculer leur quotient ou méme le quotient de leurs carrés

79
% 77 77 40353607
(44)2 4829 235 2102103

ala louche, le dénominateur est juste un peu plus grand que 103.10%.32 alors que le numérateur dépasse clairement
40.10°.

280
270
r260

(250

Quitte a poser f = x — x¥ %, on a
donc [ / : f

f(3,5) > f(4) > f(3)

Le sens de variations de 1’application f —
est le méme que celui de x — (8 — = .
x). In(x). T 2 3 T

. - 8—x
On dérive cette application et on trouve x — — In(x).

fagt
o
~
[

On ne trouve pas de formule pour I'endroit ot1 la dérivée s’annule et change de signe.

En tout cas, pas a I’aide des fonctions usuelles. (x=[2] 3 [35%] 35 | 4 | 5 |
Le signe de la dérivée est celui de x — 8 — x — x.In(x), ap- 2809
plication dont on peut mesurer elle aussi le sens de variations. .
On calcule le signe de la dérivée en 7/2. On n’a pas 0.

Le maximum n’est pas en 3, 5.

280,7

256

243

Pour information, il est en 3.535 a 1073 pres et vaut a peu prés 125

281.

64

f(un)
f!(un)

solutions d’équations. Inspiré de plusieurs sujets de concours mélangés.

Algorithme de Newton (1,41 = Uy — ) pour l'extraction de racines carrées (dans R, dans C, dans M;(IR)) et de




Algorithme dans R pour /a.
1~0)

> . i . ) . 1 a
a est un réel strictement positif donné. Représentez graphiquement x —— 5 (x aF ;) sur |0, +oo.

ch

dérivable, de |0, +oo[ dans lui méme.

(&)

On la dérive : f/ = x — %.(1—%).

T f est décroissante, puis croissante,
%) 5 3 avec un minimum en +/a égal d’ailleurs a /a.

(=]

. . 1 a .
I~1) | On définit uy donné dans R™* et u, ;1 = 5 (un aF u_) pour tout n. Montrez que la suite u est
n
bien définie, supérieure ou égale a \/a a partir du rang 1, et décroissante a partir du rang 1,

convergente. Donnez sa limite.

Par récurrence sur n, on montre la propriété P, tres précise : u, existe et il est strictement positif.

Rédaction :¥n € N, (P,) = (1, > 0) : oui.
(Py) : (Vn, uy > 0) :non, aucun sens sur le role de n.

C’est vrai au rang 0.

1 , . 1 a P .
1 | Lapplication x — E.(x + ;) est définie, continue,
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Si pour un rang n donné, u,existe et est strictement positif, alors u, 1 existe (dénominateur non nul), et il est

strictement positif (moyenne de deux réels positifs).

En fait :]0, +oo] est stable par f.

On montre ensuite u, > \/a pour tout n sans méme une récurrence. On a en effet , = f(,_1) > /a d’apres le

tableau de variations.

Pour la décroissance, on peut calculer

Upt1 — Un :f(un)_un :un_%-(un+;7) = %.(Mn—i)

et justement, comme uyest plus grand que /a cette différence est négative.
La suite décroit a partir du rang 1.

On peut avoir uy > ug (pour ug trop petit), mais ensuite ... < Uy < Uy < -+ <uz < up < Uy,

La suite est décroissante, minorée, elle converge.

Sa limite est forcément un point fixe, et I'unique point fixe positif est \/a.

_ 2 _ 2
I~2) | Montrez pour tout n : 1,11 — /a = %, Upio — Uy = %.
Up

2.Up 41

On calcule pour n donné

Upy1 —Va = %.(un + uin _2.\/5) _ (un)? +a —2.\/a.uy _ (un— Va)?

2.uUy 2.uUy

11 était d’ailleurs plus simple de partir du membre de droite (le plus compliqué) et d’essayer d'y retrouver celui de gauche.

1

2 2 2
u — — u +a—2.(u a— (u
n+2 — Up41 2.(un+1 + ( n+l) ( n+1) _ ( n+l)

- 2.un+1) = =
2.Up 41 2y

Upt1

A . (un — \/E)Z
[~3)| Déduisez 0 < 1,1 — /a < W= VA"
)| Déduisez Upp1 —a 2 va

La premiere inégalité garantit que u, 1 — /4 est positif, en tant que carré de réel.




33

(un — \/E)z

2.Uy

1
< .
2uy,  2.4/a

D’autre part, comme 1, est plus grand que /4 on a L'égalité u, 1 — a = devient la

(un — \/5)2
2+ /a

I~4) | Déduisez une majoration de u, — /a en fonction de 1, ug et a.

majoration 1,1 — va <

On va mettre en boucle le résultat précédent. Posons pour la simplicité de lecture d, = u, — v/a. On a alors

5 1

s 2-1/5'(%) s Z\/E'(Z.i/ﬁ'(d”l)z)Z S 2.1/5'(2.1/E'<2.1/E'(d”2)2>2>2

0<d

On voit que I'exposant va vite grimper et que les vont aussi avoir un exposant imposant.

1
2.\/a
Soit qu’on y va proprement, doucement et qu’on ne rate rien.

. . . 1 .
Soit qu’avec prudence, on écrit qu’on va obtenir d, < <ﬁ) .(do)ﬁ” avec a, et B, a déterminer.
Wa

1
27

()0 = () o)

puis &y41 = 14 2.0 et B, 11 = 2.8, Immédiatement, on a B, = 2" puis un peu moins rapidement &, = 2" — 1.

Et justement, la majoration d,, 1 < .(dy)?* donne

On peut alors re-partir du bon pied et prouver

0<un—vas (2.1/3)2}11-(740 —Va)*
Uy —+/aa
2va

par récurrence sur n. Pour n égal a 0, ’est une égalité, et ensuite, la majoration 0 < 1,11 — /4 < donne
bien

2n+1_1

(g — \/E)2n+1

un - \/E 1 1 2.(271_1) 20n 1
0ty = VA< == < 2.\/3(2.\/5) (1o = Va)™* = (2.\/5)

[~5)|Dans le cas a = 5 et g = 5, a partir de quel rang u,, est il une approximation de v/5 a 10710 pres ?

Méme question pour 1015, On pourra utiliser logy, (52_—\/\g§> = 0,2

271 ,
Avec cette formule, on a la vitesse de convergence. u, sera une approximation de v/5 a (ﬁ) (5—/5)% pres,
5— ﬁ)ﬂ 1
2.5/ 2.5
5—v5\2" 1
2.5 ) 2.V5

c’est a dire a (

On veut que ( soit plus petit que 10710 ? Ceci revient a exiger

" 5By
2 .logm( Wi ) < —10 + logy(2.v/5)

10 —log,(2.v/5)

~ —(,2. On demande donc 2" > 0.2

On nous adonné a la louche log,, (52_\5@>

Allez :2" > 2007? On prend n = 8 (et avec la calculatrice, c’est méme n = 6).

Et pour 1071° ? n = 9 suffit.

En fait, a partir de n = 7, on a déja 28 chiffres exacts derriére la virgule, et pour n = 8 on en a 54.
Dans la pratique, on dit que le nombre de chiffres exacts double a chaque itération.
La méthode de Newton est quand méme quelquechose de fantastique.
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Algorithme dans C pour /4.

I1~0) | Soit a dans C — R~ montrez qu’il existe un unique complexe a vérifiant a> = a et Re(a) > 0.

On a deux approches possibles. '
Polaire. Le complexe 0 a pour racine carrée 0. Sinon, le complexe p.¢*?(avec 8 dans | — 71, 7t[ car a n’est pas réel

négatif) a deux racines carrées : \/ﬁ.ei'% et \/ﬁ.ei'%“'” (d’ailleurs égale a f\/ﬁ.ei'%). Seule la premiére a une partie
réelle positive (c’est |/p.cos(0/2) avec 8/2 entre —71/2 et 71/2).).

Cartésienne. On résout (x* — y?) +i.(2.x.y) = Re(a) +i.Sm(a) avec Re(a) + i.Sm(a) qui n’est pas un réel négatif.
Avec I'information x? + y? = |a|, on trouve deux solutions :
Re(a) + |a L V2.8m(a)

2 /Re(a) + a]

et son opposé, sachant que justement fe(a) + |a| est strictement positif.
On garde celle qui est écrite ci dessus.

1 a
I1~1) | On définit la suite récurrente u par ug = l et u, 1 = > (un + u_) pour tout n. Montrez que tous
n

ses termes existent et sont dans le demi plan d’équation Re(z/a) > 0.

s . . . . 1 Re(a
On initialise avec 19 = 1 : il est dans le demi plan d’équation Re(z/a) > 0 puisque Re (&) = |zx(| 2) .
Ensuite, si u, /a a une partie réelle strictement positive, il est non nul, u, 1’est aussi et on peut le mettre au déno-
minateur.
Déja, u, 41 existe.
a
Uy + 1,{7
Regardons alors si la partie réelle de ——" est strictement positive.

. s . Un o . )
. Et ceci s’écrit — + — puisque a est le carré de «.
XUy a Uy

u
Le facteur 2 n’y change rien, on étudie donc ?n +
A finir.

Uy — &
II~2) | Pour tout n, on pose v;, = 1
Uy +

(existence ?). Exprimez v, a l'aide de v,,_; puis a l'aide de vy.

Le complexe u;, 4+ « au dénominateur de v, pourrait il s’annuler ?
. u . . .
11 faudrait alors f = —1 ce qui est interdit par Jte (ﬂ) > 0.

14

On remplace dans Ia formule :

2
14
.(un + LT”) @ (un)2 +a%— 2.y (u” (X)z = (U )2
n
.(un + %) ta ()24 20uy  (un+a)?

Mn—D(
z)n+1:u T =
n

NI—= [ NI—

11 suffit ici de penser i remplacer a par a2, c’est tout.
On aurait pu suivre aussi cette méthode dans le cas réel.

Ayant v, = (v,_1)% = ((v,_2)?)?, on met en boucle et on arrive a v, = (vg)?" (lisez (vy)?") si vous n’avez pas fait
assez d’exercices avec des exposants dans les 1.S.).

11~3) | Déduisez que (u,) converge vers a.

Si ce majorant part vers +-co on ne pourra rien en faire. Mais si il tend vers 0, ce sera parfait.
Etudions donc vy ou plutdt son module. On calcule

|U‘7‘1—a’7‘1—c——i.d’7 (1—c)?+d>  [1+c2+d?>—4c 1 4.c
O Tl T c+id |-\ Q+02+2  \V1+2+2+2c (1+c)2+d?

On nous a imposé Re(x) > 0. La quantité sous la racine est donc plus petite que 1 (« 1 moins un terme positif »).
La racine est plus petite que 1.
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Visuellement, le complexe a est plus proche du complexe 1 que du complexe —1.

On a donc |vg| < 1 et, avec soulagement, |vp|" — - 40 0.

Maintenant qu’on a |vg| < 1, on déduit que (vg)?" tend (tres vite) vers 0 quand 1 tend vers I'infini.
Up +
1—o9,

par inversion de I'homographie. Et par théoreme algébrique u, tend vers a.9} ce

On remonte a u, = «.

qui fait bien a.

Mais mieux encore, on a la vitesse de convergence.

Rapport du jury que je serai en lisant vos copies :

Des éleves ont parlé de suite croissante, alors qu’on est dans C.
Des éléves ont écrit des inégalités dans C ce qui rappelons le n’a aucun sens.

Exemples dans M,,(C) pour v/A.

010
[lI~0)[On donne N = | 0 0 1 |.On veut résoudre I'équation M?> = N d’inconnue M. Montrez
0 00

que si M est solution, alors on a N.M = M.N. Déduisez qu’il existe a, b et c vérifiant M =
a.I3 + b.N + c.N?. Montrez det(M)? = det(N) et déduisez a = 0. Trouvez toutes les solutions de
M? = N.

On suppose que M vérifie M?> = N. On a alors sans se fatiguer

M.N = M.M? = M® = M> M =N.M

Mais alors, en revenant aux coefficients pour cette condition qui n’est que nécessaire

0 a b a b ¢ 01 0 010 a b ¢ a v
0 a4 Vv = d4d VvV ¢ )J].l 001 ]|]=10011] .| ad b = a bV
0 a” b” a” b’ " 0 0 O 0 0 O a’” b " 0o 0 O

a b c

On trouve que certains sont nuls et que d’autres se retrouvent. la matrice est de la forme { 0 a b | ce qui
0 0 a

s’écrit a.I3 + b.N + c.N? (et méme a.N° + b.N' + ¢.N? pour qui aime les idées claires).

Evidemment, la forme a.I3 + b.N + ¢.N? est une condition suffisante pour avoir M.N = N.M, mais il ne sautait
pas aux yeux qu’elle était nécessaire.

On n’a cependant pas le choix pour le coefficient a : > = det(M) et (det(M))? = det(M?) = det(N) = 0.
On déduit que M est non inversible et que a vaut 0.

Il nous reste M = b.N + c.N? (nécessaire mais pas encore suffisant). On reporte dans I'équation : (b.N + c.N?)? =
N.
En développent et en observant que N° est nulle (comme N*#) il reste b.N? + 033 = N. Et c’est impossible.

L’équation n’a pas de solution.

Le éléves adorant les calculs idiots et inutiles auront résolu un bon gros systéme non linéaire mais abordable de neuf équations
a neuf inconnues, et auront gagné un ticket d’aller simple pour une école de presque ingénieurs, oi il suffit de savoir calculer
comme un bourrin pour entrer, méme sans rien comprendre.

J'en connais. Ne me demandez pas les noms, je ne vous les donnerai pas. Et je vous avouerai que je suis quand méme fier
quand d’anciens MPSI2 y entrent.

I1I~1) | Combien l'équation M? = I5 + N a-t-elle de solutions ?

On se lance dans neuf coefficients pour '’équation M? = I3 + N ?

Non, on recommence avec le méme schéma mental. Déja M.N = M.(M? — I3) = M® - M = (M? — ;).M = N.M
La matrice sera encore permutable avec N. Elle sera donc de la forme a.I3 + b.N + c.N2.

Mais cette fois, le déterminant donne a®> = det(M) et det(M?) = det(I3 + N) = 1.

Sil’on est dans R on dira que ceci impose @ = 1 oua = —1. Dans C ce sera différent.
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a b ¢ 1 10
En tout cas, avec (a.I3 + b.N 4+ c.N?)?> = [ + N (écrivonsle [ 0 a b =11 0 1 1 |)onalesystéme par
0 0 a 0 01

identification des coefficients a2 = 1, 2.a.b = 1 et 2.a.c + b* = 0.
On a deux choix pour 4, puis b et ¢ sont imposées.

1 1/2 -1/8 -1 -1/2 1/8
On a deux solutions : 0 1 1/2 et 0 -1 -1/2
0 O 1 0 0 -1

[II~2) | Combien I'équation M? = 03,3 a-t-elle de solutions ?

Algorithme dans S;(C) pour /S.

IV~0) | On note S} I'’ensemble des matrices S réelles symétriques” de format d sur d, vérifiant VX €
R? — {04}, X.5.X > 0. Montrez que les éléments de ST sont inversibles.

a. V(i k), sk =si

i =

On commence par « toute matrice de S est inversible ».
Je vous livre un raisonnement qui n’en est pas un.

Pour tout X, on a 'X.S.X > 0. On passe au déterminant : det(*X.5.X) > 0.
On exploite les propriétés : det(*X).det(S).det(X) > 0 puis det(X).det(S). det(X) > 0 et enfin (det(X))2. det(S) > 0

et on arrive bien a det(S) > 0 et ¢’était notre objectif.

Mais ceci n’a aucun sens, car le vecteur X est une colonne et n’a pas de déterminant.

Avant de calculer, on vérifie les formats : ED B:I:] C’est un réel. Un réel a certes un déterminant (Iui méme),

mais ensuite, seule la matrice du milieu en a un.

La bonne démarche consiste a raisonner par ’absurde.
Si la matrice n’est pas inversible, alors il existe une combinaison linéaire qui lie les colonnes. On a donc un vecteur
colonne U vérifiant S.U = 0, (certains diront « oui, un vecteur dans le noyau », et ils auront raison.

1 2 1 1 2 5 0
Exemple :lamatrice | 2 5 0 | estliéepar5.Cy —2.Co =Cs.Etonabien | 2 5 A -2 1=1 0 |.
1 0 5 1 0 5 -1 0

Mais alors pour ce vecteur non nul U, on a alors ‘U.S.U =" U.O; = 0. Et ceci contredit la stricte positivité de tous
les X.S.X.

S =

On notera d’ailleurs que le pseudo raisonnement avec les déterminants ne tient pas la route, car il suffirait d'un vecteur
vérifiant 'X.S.X > 0 pour que la matrice soit inversible, ce qui est une exigence tres faible.

IV~1)|On se donne S dans ST et on suppose qu’elle admet une racine carrée R également dans S
vérifiant donc R? = S. On pose , My = I et M, 11 = (M, + (M,)~1.S) /2. Montrez que pour tout
n M, existe, vérifie M,,.R = R.M,, et M,,.S = S.M,, et est dans S;. Conseil : Z = R.(Mn)’l.X
pour l'une des étapes de la récurrence, mais je ne sais pas si ¢a vous aide vraiment.

On va montrer par récurrence sur 1 que toutes les matrices M, sont dans S] et commutent avec S et R.

Pour I;, sa symétrie et le fait qu’elle soit permutable avec S et D est acquis.

Et pour tout vecteur colonne X de composantes x1 a x4, on a 'X.[;. X = (x1)2 + ...+ (x4)? et C’est strictement
positif.

On se donne un entier # et on suppose que M, est dans S; et «commute avec R et S ».

Comme M, est dans S7, elle est inversible, et M,_1 existe (on a juste a écrire que (M,;)~1.S a un sens par compa-
tibilité des formats et existence de l'inverse).

On vérifie M, 1.R = (M, + (M)~ 1.S).R/2 = M,.R/2+ (M) 1.S.R/2 et RM, 1 = RM,/2+ R.(M,)~1.5/2.

On doit vérifier (M,;)"1.S.R = R.(M,,)~1.S. Je propose de vérifier déja S.R = M.R.(M,)~L.S et il suffira de mul-
tiplier a gauche par (M) ! pour avoir ce qui est demandé. Mais comme M et R sont permutables, je dois juste
prouver S.R = R.M,,.(M,)~1.S c’est a dire S.R = R.S. Et ceci est acquis parce que S est le carré de R (donc S.R et
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R.S sont égales a R®).

Proprement : S.R = RZ.R = R.R* = R.S
puis S.R = R.(M.M~1).S

puis S.R = (R.M).M~1.S = M.(RM~LS)
et donc M—1.S.R = RM~1.$

R+M 1SR RM+RM L
etendivisantparZetenajoutantM.R:R.M:M TMTSR_RMARM S,

2 2

Comme on a M,,;1.R = R.M,,;1, en 'appliquant deux fois, on a

M,:1.R.R = (RMy,1).R = R.(M,;1.R) = R.R.M, 1

La matrice M, est elle alors symétrique (sachant que M, I'est) ?
On transpose avec les régles que 1’on connait (somme, produit {(A.B) =f B.'A) :

{(Mn) +'SH (M) ") My +S.(My) !

t(Mﬂ+1) = 2 2

On a montré lors d’un devoir précédent {(M~1) = (M) ~! pour toute matrice inversible.
Il nous manque juste (M,)~1.S = S.(M,)~!, mais ceci vient directement de S.M,, = M,.S qu’on multiplie par
(M,,)~! a droite et a gauche.

Allez, on termine avec la positivité des X.MX.

On se donne un vecteur non nul X et on calcule ' X.M,,, 1.X.

Le facteur 2 ne pose pas de probleme. Le réel ! X.M,,.X est positif.

Cest ! X.(M,,)~1.5.X qui va étre plus problématique.

Pour ma part, je pose déja Y = (M) ~1.X ce qui permet d’avoir 'Y =f X./(M,,) ™1 = .X.(M,,)~ 1.

J'allege donc la question avec le signe de 'Y.S.M,,.Y.

Mais j’écris S = R? puis S.M, = R2.M,, = R.M,,.R.

La question se pose alors pour 'Y.R.M,,.R.Y.

Et cette fois, je pose Z = R.Y. La quantité est de la forme Z.M,,.Z, et elle est strictement positive par hypothese de
rang n.

Exemples

V~0)|[On prend S = ( § 2 ) Vérifiez S € S5 . Diagonalisez S (matrice de passage P et matrice

2 5
diagonale D). Trouvez R vérifiant R> = S.

La matrice < g é ) est évidemment symétrique.

Mais qu’en est il de la condition tX.5.X>07

On se donne un vecteur colonne < ; > qu’on note X et on calcule

'XSX = (x y).<§ é)(i ;)—8.x2+4.x.y+5.y2

Les éléves les plus pressés diront que si x et i sont positifs, c’est gagné.
De méme si x et y sont tous deux négatifs.
Ensuite, ils prendront x et y de signes opposés et étudieront différents cas : [x| > |y| ou |x| < |y|.

Mais les habitués du programme de Terminale utiliseront la factorisation canonique
2 s A A
8.x +4.x.y—8.(x + > )—8.(x—|—4)

et finalement

8.7 +dxy+5y2 =8.(x+ %)2 +(5- %).yz >0

On peut aussi écrire plus « terminalesquement » :

8% +4xy +5y° = x2.(8.(;)2 +4.(§) +5) >0
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et dire que le trindme 8.t + 4.t + 5 est de signe constant positif (ce qui, soit dit en passant cache encore une facto-
risation canonique).

Bref, 8.x2 + 4.x.y + 5.4 est toujours positif.

On diagonalise la matrice réelle symétrique S = < 5 2 >

2 5
] trace : 13 \ déterminant : 36 \ polynoéme caractéristique : X — 13.X + 36 ‘
M =4 Ay =9 matrice diagonale D = ( 3 8 >

(2:)()=+0)
Vect(( _12 )) Vect(< 1 >) matrice de passage P = ( _12 % )

Les éléves masochistes résoudront ( Z b > . ( a b ) = ( g ;

b N
N
[O2 1 \S]
N1
L
A
N N1
Il
L N
< R
N1

. Les autres se diront qu’en écrivant

s_(82\_(1 2 40 1 2\"!

“\25) L\ -21)'\0 9 )\ -2 1
40 J’en ai au moins une : 2.0 (au
0 9 ) e oinsune : { , 5

on déplace le probleme par P. On va donc chercher une racine de <

+2 0

moins, car on peut aussi écrire malproprement ( 0 43

> )- On constate que 1'on a bien

(PAP )2 =PAPLPAP =PA*P '=PDP =35

On tient donc quatre racines carrées

=

i

|
7N
N»—\
— N
N~
N
N
W o
N~~~
N
| =

N
— N
N~
AN

Il
Q1| =

et leurs deux opposées.

Attention, deviner, proposer, vérifier, c’est bien, mais ¢a ne garantit pas que ce sont les setles.

Tiens, d’ailleurs, pourquoi sont-ce les seules ?

Soit R une matrice vérifiant R?> = S.
On aalors R> = P.D.P~! puis P"1.R?.P = D etenfin P"'.R.P.P"L.R.P = D.
En posant A = P~1.R.P, on est amené a résoudre A> = D, qui est plus simple.

On fait d’ailleurs comme plus haut, et la condition A?> = D implique déja A.D = D.A.
On trouve que A est forcément diagonale. Et ses deux termes diagonaux sont les racines carrées de 4 et 9.

V~1)|Combien l'équation R? = S d’inconnue R a-t-elle de de solutions? Calculez la somme des

\ ~solutions.
Ensuite, méme si on n’a pas trouvé les quatre racines, il est facile d’en connaitre la somme. Chaque fois qu’il y a
une solution R il y a son opposé. En les regroupant deux a deux, la somme est nulle.

V~2)| On prend donc My = Iz et M, ;1 = (M, + (M,)~1.S)/2 pour tout n. Montrez que P~'.M,,.P est
diagonale pour tout 7 (on va la noter A;) et converge vers une matrice que vous préciserez quand
n tend vers l'infini.

La suite M,, vérifie My = I, et M, ;.1 = (M,, + (M,)~L.S) /2.

Déja, P~1.M,.P est diagonale, c’est I, qu’on note Ay.

M est égale a (I + S)/2. Et si on calcule P‘l.l2 5

L+D
.P on trouve comme par hasard % Cette matrice est
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diagonale.

On se donne 7 et on suppose que P~'.M,,.P est diagonale (on la note Ay).
On remplace : M, = P.A,.P~! puis (M,)~! = P.(A,)"1.P~! (en utilisant (A.B)~! = B"L.A et (P71)"1 = P).
P.D,.P~'+P.D;'.P7S

> et donc

On remplace : M, 11 =

2P ' M, 1.P=P L (P.D,.P ' +PD P S)P=A,+A;'.D
+ n n

Cette combinaison de matrices diagonales est encore diagonale.

an
0 by
les racines carrées des deux valeurs propres.

En fait, la matrice diagonale A, est ( ) oi(ay) et (by) sont les deux suites complexes qui convergent vers

V~-3) | On recommence avec S = ( 163 Z ) . Appartenance a S5, existence et calcul de racines carrées.
On veut montrer que 1'algorithme n’est pas stable et que si on part d'une valeur My légérement
perturbée, la convergence n’est plus assurée. Ecrivez un script Python qui prend en entrée une
matrice A de taille 2 (liste de liste) et un entier N et calcule la matrice My de la suite My = A et
M1 = (My + (My)~LA) /2.

Si on doit travailler sur des matrices de taille 2, autant créer deux petits utilitaires

def inverse(M) : #inverse d’une matrice inversible

....det = M[0][0]*M[1] [1]1-M[1] [0]*M[0] (1]

....return [[M[1][1)/det, -M[0][1]/d4t], [-M[1][0]/det, M[0] [0]/det]]

Attention, si M est une matrice, la notation M/2 n’a aucun sens.
On doit diviser soi méme chaque coefficient par 2.
Et Mx2 aura un effet catastrophique, en dédoublant la matrice au lieu d’en multiplier les coefficients par 2.

def moyenne(A, B) : #demi somme de deux matrices

...a = (Afo][o]l+B[O][0]) / 2
..b = (A[0][11+B[01[11) / 2
...c = (A[1]1[0o]+B[1][0]) / 2
..d = (A[1]1[11+B[11[1]1) / 2

..return [[a, b], [c, dl]

def produit(A, B) : #produit de deux matrices

...a = A[o]l[o]*B[0][0] + A[0][1]*B[1][0]
..b = A[0][0]*B[0] [1] + A[0][1]1=B[1][1]
..c = A[1][0]=B[0] [0] + A[1][1]=B[1][0]

...d = A[1]1[01=B[01[1] + A[11[11*B[1][1]
..return [[a, b], [c, d]]

Je ne parlerai pas ici des propositions loufoques en A*B avec 1'espoir que Python sache multiplier tout seul des
matrices.

def newton(A, N) :

....M = [[A[0][0], A[0][1]1], [A[1,0], A[1,1]] #on travaille sur une copie par sécurité
....for k in range(n+1) : #le terme M_n est bien le n+lieme

........ M = moyenne(M, produit(inverse(M), S))

....return M

Effectivement, si on ne part pas exactement de la matrice unité, on peut avoir une suite M;,, qui ne converge pas et
oscille entre plusieurs valeurs.



