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[Somme/diﬂ'érence Il n’y a que deux formules & retenir :

cos(a + b)

cos(a).cos(b) — sin(a).sin(b)

sin(a + b) sin(a).cos(b) + cos(a).sin(b)

plus le fait que la fonction cosinus est paire et la fonction sinus impaire.

-~ " T~ "
. T B AR .

cosl)
sinfs}

] cosinus, pair \ sinus, impair

cos(a —b) = cos(a).cos(b) + sin(a).sin(b)
On change b en —b :
sin(a —b) = sin(a).cos(b) — cos(a).sin(b)
cos(2.a) = cos’(a) — sin*(a)

(Duplcation] on pn g o | o)~ 8 4) TAL

Par la formule de Pythagore, on peut transformer la premiére :

cos(2.a) = cos?(f) — sin?(#) = 2. cos?() — 1 = 1 — 2.sin?*(0)

[Duplication (encore)}

1 4 cos(2.0 1 — cos(2.60
On renverse la formule précédente : COSz(Q) = +—() et Sin2(9) = #
2 2
On les' yemﬁe en 0, on sommfe pour se coznvamcge. L A A // Ny
On wutilise ces formules pour intégrer cos® et sin®. - - - ~
Finalement, cos®> et sin? sont des lignes \\\ - ) /
trigonométriques, augmentées de 1 et accélérées. - - R -

En posant ¢ = tan(0/2) (dés lors que 0 n'est pas un multiple impair de ), on montre

géométriquement si on le veut :

cos(0)

1
142

sin(f) =

2.t
14 ¢2

tan(f) =

11—

2.dt

do
14 ¢2

=1et t = —1 pour la tangente)

b
Ces formules servent pour les changements de variable, en particulier /
a

dé

sin(6)

(en évitant les valeurs

[ ()]

sin(f) 1 —cos(0)
1+cos(d)  sin(f)

Sl

En utilisant un argument de géométrie simple :




. . cos(a+0b) = cos(a).cos(b) — sin(a).sin(b)
(Prodults en sommes] En additionnant cos(a—b) = cos(a).cos(b) + sin(a).sin(b) et
sin(a +b) = sin(a).cos(b) 4+ cos(a).sin(b)
sinfa —b) = sin(a).cos(b) — cos(a).sin(b) on trouve
cos(a). cos(b) = sin(a). sin(b) = sin(a). cos(b) =
cos(a + b) + cos(a — b) cos(a — b) — cos(a + b) sin(a 4+ b) + sin(a — b)
2 2 2

On vérifie ces formules en prenant b = 0 ou a = b. Les produits peuvent varier entre —1 et 1, les sommes

varient entre —2 et 2, d’ou le facteur 2.
b

Ce sont elles qui permettent de calculer des intégrales du type / cos(p.t). cos(q.t).dt.

On retient que pour le produit scalaire (f, g / f(t).g(¥).dt la famille ( 5 C1yC2, -+, 81,52, 53, .. )

est orthonormée.

: b —-b b —b
[Sommes en prOdUItS} En développant cos (i + a4 ) +cos (a ; _4 5

2 2
= 2.cos(aT+b).cos(a;b)
. /a+by . ra-—0»
= —2.51n< 5 ).sm( 5 )
2.sin(aT+b).cos(a;b)
= 2.005(%4_[)) sm(a b)

2
sin(a) — sin(b)
cos(a) — cos(b)

) par exemple,

on trouve

cos(a) + cos(b

cos(a

~—~ ~ ~ ~—
I

(a)
sin(a) + sin(b
(@)

sin(a) — sin(b

Ceci permet de simplifier par exemple :

5

| cos(a)=x | X

~




dans ce qui suit, I'inconnue est § dans R

| Equation | Condition |

Solutions \

Graphique

tan(f) = a | aucune {Arctan(a) +km|ke Z} - .
N N
cos(f) =a la] <1 {Arccos(a) +2.k7| ke Z}
U { — Arccos(a) + 2.k | k € Z}
sin(f) = a la] <1 {Arcsin(a) +2.k7m|ke Z}
U {7r — Arcsin(a) +2.kw | k € Z}

On peut compacter inutilement en (—

1)P.Arccos(a) 4+ 2.k.7 et aussi en (—

Les inéquations conduisent a des réunions d’intervalles.

1)™. Arcsin(a) + n.x.

Dérivation

’ f(6) \ cos(0) sin(0) \ tan(6)
, : — 1
11(9) —sin(6) cos(0) 1+ tan?(f) = os2(0)
(retrouvez Pythagore)
17(0) —cos(6) —sin(6) 2. tan(f) + 2. tan3(0)
F(9) cos (0 + n%) sin (9 + ng) polynome (peu utilisé) en tan(f)
7
b
[ 10| s —cos()L (i)
La relation de récurrence est cos((n+ 1).6) = 2. cos(8). cos(n.0) — cos((n —1).0) et
done | 15,41 (X) = 2. X.T,,(X) — T,,—1(X) | En posant ¢ = cos(f) :
[ n JOJI1] 2 [ 3 | 4 | b |
[cos(n.f) [1]c[22—1]4.—3.c]8c"—82+1]16.c°—20.c° +5.c |
On peut aussi exprimer les sinus, avec sin(n.f) = sin(#).S, (cos(¢)) sachant en plus S,, = ?" On a
ainsi
[ »n JoJ1[ 2 [ 3 [ 4 | 5 |
[sin(n.f) [0 [ s [ 2s.c[s.(4.c®—1) [ s.(8.c°—2.c) | inutile |

Les polynomes de Tchebitchev de seconde espéce (ceuz relatifs auz sinus) ne servent pas aux concours.




[Valeurs classiques]

0 10l «f6 [ «/4 ]| /3 [n/2]
sin(0) |0 1/2 |v/2/2]v3/2] 1
cos(d) | 1]v3/2v2/2] 1/2 | 0
tan(0) | 0] 1/v/3| 1 V3 | |
Pour d’autres waleurs classiques, on ajouter quelques signes
On pourra calculer aussi cos (g) = 2%\/5,
T V6 +2 s 1+v5 L . .
} Cos(ﬁ):%etcos(g>: +4 , mais c’est inutile
pour les concours.
[Complément / supplément}
| o | sin(a) | cos(a) | tan(a) |
—0 | —sin(a) | cos(a) | —tan(«a)
7—60 | sin(a) | —cos(a)| —tan(a)
0+ | —sin(a) | —cos(a) | tan(a)

0+ 27.T7r sin(a) | cos(a) tan(a)
0 + 5 cos(a) | —sin(a) | —1/tan(«)
g —60 | cos(a) | sin(a) | 1/tan(«)

On n’apprend pas par coeur ces formules. On les visualise sur le cercle

trigonométriqgue. On se souvient par ezemple qu’avec w/2 — 0, on
échange sinus et cosinus.

[Géométrie du triangle]

Dans le triangle rectangle, on a bien sir :

oppose adjacent oppose
tangente =

cosinus =

stnus = —————— —_—
hypothenuse hypothenuse

adjacent

et on retrouve 'angle « en différents endroits. Le centre du
cercle circonscrit est bien sir le milieu de 'hypothénuse.
Dans le triangle quelconque, on a la formule
d’Euclide/Héron /Al Kashi/Pythagore :
[a® =07+ & — 2.b.c.cos(a)
sin(a)  sin(f)  sin(y) 1

a b ¢ 2R
. 2.a.b 2.b.c 2.c.a
L’aire se calcule naturellement par — = =

sin(y)  sin(a)  sin(p)
i aussi Vie+b+c).la+b—c).(b+c—a).(c+a—Db) .
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On a aussi




