LYCEE CHARLEMAGNE
Lundi avril
MPSI.2
A D
(A, B, C, D) est un carré,
2 In(f) M est le milieu de [B, €]
Montrez / At = 0. (A, E, M) est isocéle en E
121+ , E, iso n
Prolongez en 0 x — sin(x).In(x). Est elle £ . AM mesure 4 unités.

alors dérivable en 0 ? Calculez l'aire du rectangle

A, E, F, D).
Montrez que si f est C! de [a, b] dans R ¢ )
alors elle est lipschitzienne. 5 c

Montrez qu’il n’y a pas de réciproque. M

iz ] O Montrez que si f est lipschitzienne de [0, 1] dans R** alors 1/f l'est aussi (il faudra penser & introduire
Inf(f(x) | x €10, 1])).

<22 I Construire une suite qui admet une sous-suite strictement croissante de limite 1 et une sous-suite strictement dé-
croissante de limite 0.

<32 JEn quels point la dérivée de x — |In(|x|)| est elle discontinue ?
Ne dites pas n'importe quoi, la question a un sens précis.

T
Soit f de classe C! de [0, 1] dans RR. Pour tout 1, on pose I, = / t".f(t).dt. Montrez par encadrement que I, tend
0

vers 0 quand n tend vers l'infini.
Déterminez la limite de ((n + 1).1,,). Déterminez la limite de (n.1,).

<52 O Résolvez z + 7 = |z| d’inconnue z dans C.

TS| f et g sont deux applications continues de R™ dans R*. On suppose f(x) ~x—s 1o §(x) (au fait, pour un demi point
déja, ¢a veut dire quoi ?). Lesquelles de ces affirmations sont alors vraies :

A si f est bornée alors g est bornée

B si f est dérivable en tout point alors g est dérivable en tout point

C si f est positive en tout point alors g est positive en tout point

D si f est périodique alors g est périodique a partir d'un certain réel
E si f est croissante alors g est croissante

F si f est lipschitzienne alors g est lipschitzienne

J. On définit : f = x —> 2 —|3.x —2| et g = x — [x] + f(x — [x]). Représentez f et g. Montrez que g est
continue et lipschitzienne.

Montrez que pour tout A réel 'équation g(x) = A d’inconnue x a
exactement trois solutions.

Montrez qu’il n’existe pas d’application & continue de R dans R
telle que pour tout réel A I'équation h(x) = A ait exactement deux
solutions. "

<82 1 Parmi ces trois applications, combien sont lipschitziennes sur R
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Qui, de 6 — sin(tan(0)) et 6 — tan(sin(6)) est lipschitzienne sur | — 7t/2, 7w/2[?

<102 I Montrez que x — cos(x) et x — cos(v/2.x) sont périodiques.

On suppose que x — cos(x) + cos(v/2.x) est périodique de période p. Montrez alors cos(p) + cos(v/2.p) = 2.
Déduisez cos(p) = 1 et cos(v/2.p) = 1. Concluez.

<112 1O Montrez que si f est lipschitzienne de | — oo, 0] dans R (rapport H) et de [0, +oco[ dans R (rapport K) alors elle
I'est de R dans R.

w122 I Montrez que si f est lipschitzienne de R dans R, alors | f| 1’est aussi.
Montrez que x — (—1)1*] n’est pas lipschitzienne de R dans R mais que sa valeur absolue I'est aussi.

On suppose |f| lipschitzienne de R dans R (rapport K), et continue.

On se donne a et b. Montrez que si f(a) et f(b) sont de méme signe, alors on a |f(b) — f(a)| < K.|b —al.

On les suppose cette fois de signes opposés. Montrez qu’il existe ¢ entre a et b vérifiant f(c) = 0. Montrez alors
Lf(0) = f(@] < [f®)] +|f(@)] < Kle =b[ + K|e —a] < K.|b —al

Concluez : f est a son tour lipschitzienne.

w1321 © Montrez que x — tan(x) est lipschitzienne de [—7/3, 71/3] dans R mais pas de [0, 77/2[ dans R (on pourra
montrer que sinon, elle serait bornée).

<142 I Montrez que si f et [f] sont lipschitziennes de R dans R, alors f est bornée (raisonnez, n’écrivez pas plein de
formules).

<152 I Existe-t-il f continue de R dans R telle que I'image de chaque rationnel soit un rationnel ?
Existe-t-il f continue de R dans IR telle que 'image de chaque rationnel soit un irrationnel ?
Existe-t-il f continue de R dans R telle que I'image de chaque rationnel soit un irrationnel et 'image de chaque
irrationnel soit un rationnel ?

<162 1 © Déterminez la limite quand 7 tend vers l'infini de {/Arctan(1).Arctan(2) ... Arctan(n).

wlze ], & Un des plus beaux exercices niveau Sup. 1l figure dans tout bon cours parlant des sommes de Riemann.
n est un entier naturel ; résolvez '’équation z>" + 1 = 0 (en passant par z = r.¢'?) puis factorisez (X>"* + 1) dans C.

On pose fy = 0 — In(x? — 2.x.cos(0) + 1) (x est un réel fixé de |1, +oo]). Montrez que fy est intégrable sur [0, ).
Exprimez gréace a la premiere question la somme de Riemann milieu de f, pour 1’équisubdivision de [0, 7].
Déduisez : /On In(x? — 2.x.cos(#) +1).d6 = 2.7.In(x).

Calculez /On In(x? — 2.x.cos(8) + 1).d6 pour x dans | — co, —1[ (indication : t = 7 — 6).

T
Calculez / In(x* — 2.x.cos(#) +1).df pour x dans | — 1, 1].
0

T
Vérifiez que x — / In(x% — 2.x.cos(#) +1).d8 = 2.77.In(x) admet la méme limite a droite et a gauche en 1, dont
0



T
on estimera que c’est la valeur de / In(12 — 2.1.cos(#) + 1).d6. Calculez alors /
0

0

" In(sin(#)).dt.

<182 1 Montrez que x — x.sin(x) est lipschitzienne sur chaque segment [—a, a]. Montrez qu’elle n’est pas lipschit-

zienne sur R.

EL]
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Et pour x — x.sin(y/x) ?
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<192 1O Combien y a-t-il d’applications continues de R* dans {0, 1, 2, 3} ?

Combien y a-t-il d’applications uniformément continues de R* dans {0, 1, 2, 3} (attention, a x < 0 < y avec

ly — x| < pe)-

2202 1O Montrez que si f est lipschitzienne de R dans R™ alors x — /1 + f(x) l'est aussi.

<282 ] On définit f = x — |sin(x)| et pour tout entier naturel n : [fn =x+— |sin(2".x)|/ 2”] Montrez que

chaque f, est lipschitzienne.

| Sup(Inf(fu(x)[x € [0, n]) [n € N) |
s | Inf(Sup(fu(x) [x € [0, \ﬂGN)\
Déterminez proprement
PTop [Su (M(ﬁ&HnGNﬂx€07ﬂ\
] (Sup W(x)[neN)[xel0, n]) |
<222 I Montrez que x — / .dt estlipschitzienne mais pas dérivable. Méme question avec x — / )[t]. sin(t).dt.

2.x
Montrez que x — / e dt est lipschitzienne de R dans R.
X

xodt
 Montrez sans forcément la calculer (ni méme la dériver) que x — / T8 est lipschitzienne de R dans R.
0

w252 0 soit f continue de R dans R admettant une limite en +co et en —co. Montrez que f est bornée.
La méthode astucieuse consistera & définition ¢ = 6 —— f(tan(f)) sur | — /2, 7/2[ et méme si possible

| — /2, /2|

Ajustez un polyndme P pour que x — ¢ In(x)

—= -8 —a —= a = a s

si

si

x <0

x>1

soit de classe C! sur R.

-8

—a

7T
w272 1 S0it f continue. Montrez que x — / sin(x.t).f (t).dt est lipschitzienne.
0

<2821 © Montrez que l'application x — x? est lipschitzienne sur tout segment (en revenant a la définition, et non pas en

majorant la dérivée).

<292 1O Une application est dite lilipschitzienne si il existe K vérifiant ¥(x,y), |f(x) — f(y)| < k.|x — y|>. Montrez que
les applications lilipschitziennes ont une dérivée nulle. Déduisez que I'ensemble des applications lilipschiztiennes

de R dans R est un espace vectoriel de dimension 1.




Find Wrong Steps

-1 = -1
~1/1 = -1/1
~1/1 = 1/-1
V=1/1 = 1/-1
i/1 = 1/i
i = 1/
2 =1
-1 =1

Ceci est la racine cubique d"un arbre.

<312 I Montrez que x — cos(e*) n’est pas lipschitzienne (sans dériver, étudiez le taux d’accroissement entre In(k.7r) et
In((k+ 1).7r) pour k entier).

<322 1 © Montrez que I'image d’une suite de Cauchy par une application uniformément continue de A dans B est une
suite de Cauchy.

330 ] & L'application f échange les deux premiers chiffres derriere la virgule et garde les autres chiffres (f(1/2) = 0,05,
1

f(m) =3,41159.. ., f(4/7) = 0.751428571429.. . .). Donnez ses points de discontinuité. Calculez / f(t).dt (allez,
0

les plus fous, c’est pour vous !).

I&I Montrez que si f est uniformément continue sur | — oo, 0] et sur |0, +o0] elle ne I’est plus forcément sur R.
On suppose que f est uniformément continue sur | — co, 0] et sur [0, +oo] :
o Ve >0, 3y >0, Y(x, y) €] —o0, 0], (Jly —x| <7e = |f(y) — f(x)] <e)
eVe >0, 35 >0, V(x, y) €0, +oo[%, (ly — x| <ée = |f(y) — f(x)| <)
On se donne ¢ strictement positif. Montrez que pour |x — y| < Min(v¢/2, d¢/2),0ona |f(y) — f(x)| < e dans chacun
des cas suivants :

[x<y<0] y<x<0] ¥<O0<y | y<O<x] 0<x<y] 0<y<x]
Concluez.
135> I

f est un polyndéme unitaire de degré 4 convexe exactement sur T P A "
[—3, 4]. Son développement limité en 2 est f(2+h) = a+ e g .
5.h + c.h? 4+ d.h3 + o(h3) et son développement limité en 5 est 7 o
f(5+h) = 1+ B.h+v.h?+ 5K +o(h3). Trouvez a, ¢, d, B, v
etd. 4 : : —
Unitaire, c’est « coeffcient dominant égal a 1 ».

|36 |
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91/=190+ 01
10/ +[06[=]16

372 ] ’
370 ] Q@ Calculez / 2! dt en passant par la limite des sommes de Riemann.
a

Palindrome numérique

n—1 _ _ b
) f(a + b a).b 1 — ot / f(t).dt pour f continue.
k=0 " " a

<382 | Iexercice est “limite quand n tend vers +oo de /n!”. L'éleve Agin-Tensiff passe par la forme exponentielle :

In(n!)
exp (—=2).
Il sépare la factorielle : In() + In(r _nl) ...+ In()
vers 0 ; la somme tend vers 0. Par continuité de I’exponentielle, /1! converge vers 1.

V2ot | V30! | Vo [ V50! |
83 | 120 | 157 | 194 |

. Chacun des termes de la somme (de In(n) /n a In(1) /n) tend

Pourtant, I'ordinateur donne a 10~! prés

Alors qui a tort ? Que doit on trouver ?
Tiens, au fait, et si ¢a avait été & vous de calculer avec Python /n! pour n “grand”, qu’auriez vous fait ?
Il parait qu’avec une somme de Riemann droite pour In(f) entre 0 et 1 on a un équivalent de V/n!. A vous de le faire.

T
& Soit f une application de [0, 1] dans R**.On pose [ = / f().de. .7
0

7

Montrez que pour tout #, il existe une subdivision de [0, 1] : °

. X k+1 I 2.
0= 2,0 < Xp1 < Xpp < ...Xpu=1 Vér1f1ant/ f(t).dt = PR
Xn k

Interprétez géométriquement.

Pour rédiger cette question, on aura intérét a définir F (la primitive
de f nulle en 0) et a faire intervenir F~1 (sa réciproque de [0, 1] dans [0, 1] .

(2390 Lapre . S0 o 0.z 0.4
m apres en avoir prouvé 'existence).

Au fait, pourquoi les note-t-on (X, . .. X, ) et pas juste (xg,...x,)?
1

n—1 / f(t).g(t).dt

g est continue. Montrez que o Z g(x, k) converge vers 0
k=0 / f(t).dt

3

quand # tend vers l'infini.

2.5

2

1.9

abs{2=cos(a)+1}

1

O Montrez que |sin| n’est pas une primitive de | cos|. Calcu- o

2.7C
lez/0 |1+ 2. cos(t)|.dt. 0 1 2 3 a 5 s

7T
B kv f est croissante de classe C'. Montrez que / f(t).cos(t).dt est négative.
0

<422 1 Q) Un éleve donne les théoremes suivants pour les applications D! :

] \ Vrai | Faux |
si f est bornée sur R alors f’ 1’est aussi
si f” est bornée sur R alors f 1’est aussi

si f est bornée sur [a, ] alors f’ I'est aussi
si f’ est bornée sur [a, b] alors f 1’est aussi

!

1 ¢ nf (2
Donnez la limite quand 7 tend vers l'infini de —. } " In (n : k). Déduisez que la suite ( (2.n)

' ) converge et
n = n".n!

donnez sa limite.




Q On rappelle que I'on note « sommes de Riemann de f sur [a, b] pour la subdivision a=a<m<...<a,=b
n—1 n—1
les trois sommes Z(ak+1 — ag).f(ag), Z(akﬂ - ak).f(ak—i_zﬁ) et Z agy1 — ag).f(ax41) (gauche, milieu et
k=0 k=0
droite) ». On prend la version simplifiée : ay = a + k. b-a = (n = k)na + k b

n
Calculez la somme de Riemann gauche pour f = x — x? et sa limite quand 7 tend vers +co.
Calculez la somme de Riemann gauche pour f = x — x et sa limite quand 7 tend vers +co.
Calculez la somme de Riemann gauche pour f = x — 2% et sa limite quand # tend vers +oo.

a.74S

a.6 7
© On considére I'application logarithme, sur le segment [1, 2] o
dont on effectue une équisubdivision en n morceaux. Montrez .
que la somme de Riemann droite est alors o

"/

(B2 ). e

X
<462 10 Calculez / cos(t).dt en passant par la limite des sommes de Riemann.
0

b
Q@ Calculez / t2.dt en passant par la limite des sommes de Riemann.
a

<482 I Montrez que 'application tangente est lipschitzienne sur [—a, a] pour a strictement plus petit que 7t/2 (sans dériver,
sin(b —a)

cos(b).cos(a)”

Lipschitzienne sur I c’est 3K € R*, V(x, y) € I2, |f(x) — f(y)| < K|x —y|.

Au fait, quelles applications vérifient 3K € R, V(x, y) € I, |f(x) — f(y)] < K.|x —y|?

249 > I

Soit f une application de classe C? de [a, b] dans R. On définit

I:/abf(t)'dt ]:/[;hf’(f)- a+b)dt K:/ff’(a;b)_(tﬂ;—b)dt
209 Jcalculez K.

219 IMontrez : I+]= (- u).w.

]ustifiez 'existence de Sup{|f”(t)| | t € [a, b}} (notée My).
239 IMontrez pour tout ¢ de [a, b] : |f'(t) ff’(#)‘ < Mz.‘t - ”Zﬂ’

e eduser |1 - LI g  Male el

My.(b—a)?
Déduisez : |I — Ty,| < % ot T,, est 'approximation de I par la méthode des trapézes pour une

équisubdivision de [a, b] en n pas (dont vous rappellerez la formule).

mais en pensant 4

501 f estun C! dlffeomorphlsme de [a, b] sur [c, d]. Justifiez : / f(u).du + / f1(v).dv = b.d — a.c (on pourra dériver

/ Flu du+/ v).dv).

Déterminez la limite quand / tend vers 0 de

tend vers O (oit f est une application de classe 4).
(utiliser des DL).

fla+4.h)—4.f(a+3.h)+6.f(a+2h)—4.f(a+h)+ f(a)

A quand h

<522 ] Combien y a-t-il d’applications continues de R* dans {0, 1, 2} ?




wifloor(x)

X
Résolvez /0 t.[t].dt = 222 d’inconnue réelle x. L ~ i - - - -

<54e ] & Soit f une application uniformément continue de Q dans R. On veut montrer qu’elle se prolonge en une appli-
cation continue de R dans R “par densité de Q”.
On se donne un irrationnel a. Montrez qu’il existe une suite (,,) de rationnels qui converge vers a. Montrez que
les suites (r,) et (f(r,)) sont de Cauchy et convergent donc. L'éleve A veut alors poser f(a) = n»LiToo f(rn). Léleve

B l'arréte en indiquant : mais si tu avais pris une autre suite (c,), qui dit que tu aurais obtenu la méme limite

fla) = lir}rl f(cn) (f(a) dépendrait il du choix de la suite choisie ?). Que pensez vous de son objection ? Et que pensez
nr——+00

vous de 1’éleve qui explique alors (rg, ¢o, 1, €1, 2,...) ?

Montrez que f ainsi définie est a son tour uniformément continue.

ssedo Prolongez la aux bornes du domaine : x — In(x).In(1 — x). Trouvez son maximum, donnez son axe de symé-
trie.
Admet elle un développement limité en 0 ?

a | Pourquoiestil vrai que si f est continue a droite et continue a gauche
en 4, alors elle est continue en a.

b | Pourquoi est il vrai que si f est dérivable a droite et dérivable a
gauche en g, alors pourquoi elle n’est pas forcément dérivable en 4.
¢ | Pourquoi est il vrai que si f est dérivable a droite et dérivable a
gauche en g, alors elle est continue en 4.

d | Un & tracé par Enis est il homéomorphe a un & tracé par

Ines ?(référenc MPSI2 2023-24)
1
M5er] e | Vraiou faux : x — In(|x|) a pour dérivée x — T ?
< >

f | Vraiou faux : f est dérivable en a si et seulement si x — f(x +a)
est dérivable en 0.

g | Vrai ou faux : si f est dérivable en a de dérivée f'(a), alors x —
f(—x) est dérivable en —a de dérivée f'(a).

h | Vrai ou faux :si x — Arctan(f(x)) est dérivable en a alors f est

_ | dérivableena
i | Vraiou faux :six — (f(x))? est dérivable en a alors f est dérivable

_lenag
] | Vraiou faux :si f est paire, alors f’ est nulle en 0.

et méme http :/ /rogermansuy.fr/HX2/Derivables.html
Homéomorphisme : application continue bijective dont la réciproque est aussi continue.

Y

Q Donnez les points de discontinuité sur [0, 1] de x

1
X. {ﬂ . Prolongez cette application par continuité en 0. o

& Exprimez l'intégrale de cette application de 0 a 1 comme .
somme d’une série numérique. Donnez sa valeur, en admet- .
2
7T

[e9)
1
tant kgl k7 - ?. a.2 E.‘Iu a.6 8.8 1

Messaline se fit mettre un col de loutre sur Ia nuque. Le Pape remercia la Duchesse de I'avoir fait mander. Il n’y a pas que dans les Postes
qu’on voit de beaux Bottins. La Chine se souleve a 'appel du Japon. Frottez moi ce lard dit la charcutiére, il est bien salé.

Ne cherchez pas, ce sont des parapétries de 1'OuLiPo. Elles en ont la forme, I'odeur, la saveur, mais ce ne sont pas des contre-
peteries.




O\ D fpan
ARV ARVEVAAY

o v | .
Q On définit : f = x — sm)(cx ) Prolongez la par R T R
continuité en 0. /\ R . /\ /\ m

Montrez qu’elle est dérivable, méme en 0.
& Montrez que f est uniformément continue sur tout
segment[—a, a] et sur R.

Montrez que f’ n’est pas bornée. ! T T z 3

(Rappel : on a montré (f' bornee) = (f lipschitzienne) = (f uniformément continue) mais on voit ici qu’il n’y
a pas de réciproque.

O Montrez que x — est continue sur Q dans R

I
x—/2

mais pas uniformément continue. Méme question avec

1 : L L
X —> [m} (partie entiere). : - ;

<602 1 Donnez une application continue de R dans IR qui n’est pas uniformément continue. Soit maintenant f continue
de R dans R admettant une limite a2 en —co et une limite b en +co. Montrez que f est bornée. On veut montrer que
f est uniformément contmue On pose alors : ¢ = 9 — f(tan(0)).

2.

1.

LT I I I

' 1
—a —= e = a —= -1.5 -1 —a.s C] e.s5 1 1.5 2

Montrez que ¢ se prolonge par continuité en —7t/2 et en 71/2. Montrez que ¢ est alors uniformément continue sur
[—7t/2, /2] puis sur | — 7t/2, 7t/2[. Déduisez par composition que f est uniformément continue sur R.

<6z ] Soit f une application continue et périodique de période 1. Montrez que f est uniformément continue sur [0, 2].
Déduisez que f est uniformément continue sur tout R.
Pourquoi a-t-on pris [0, 2] plutot que [0, 1] simplement ?

w6220 soit f une application uniformément continue de R dans R. On se donne 2 dans R. Montrez par récurrence sur
n que pour tout x de [a + n.uy, a+ (n+1).u1],ona |f(x) — f(a)| < n+ 1. Déduisez que f est encadrée par deux
applications affines.

1 0 3 1 0 0 2
@ Quels sont les vecteurs de la famille (| 1 |, [ t |, [ o |,{ =2 |, [ o ].,| 3 |, | 4 |) quevouspou-
1 1 -5 1 0 4 2
1

vez utiliser pour compléter (| 2 |, 1 |) en base de R3? Lesquels donnent une base de méme orientation
1 3

que la base canonique ?

1 1 2 111
OOnposeld = | 1 2 |, W= 1 eeM=| 0 2 4 |.Estil possible de choisir x pour que

1 0 1 2 3

(U, V, W) soit de rang 3 (libre) et (M.U, M.V, M W) de rang 2 (liée) ?

Est il possible de choisir x pour que (U, V, W) soit de rang 3 et (M.U, M.V, M.W) de rang 1?



