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Pour toute suite réelle u, on définit sa moyenne de Cesarbi par z, = ]

n
k iz
T kZ: 2“.u;. Montrez que les proprié-
=0
tés suivantes passentdeu a z :
constance, caractére borné, croissance, convergence vers 0, convergence.
(pour la convergence, on pourra suivre exactement la méme méthode que pour le théoréme de Cesaro).

Indiquez lesquelles des propriétés précédentes passent de z a u.

/1 1 2
-Calculez A Max(m, pn xz).dx.

<2 1 Q Montrez que 4*+"+2 — 31+3 est toujours un multiple de 11.
Tout multiple de 11 est il de cette forme ?

<32 1O Trouvez toutes les applications dérivables f vérifiant f'(t) = f(2 —t) pour tout ¢ (on pourra par exemple dériver deux

fois).
<42 11a CONSTANTE D’EULER (de valeur approchée 0.577215664901532860610).
1 1 N
On définit ¢;, = o In (1 + E) etCy = Z cx (on va montrer que Cy converge, vers une limite appelée 7 ).
k=1
K3 x?
Montrez pour tout x positif : CRE) <x—In(1+4x) < X
o 1 1
Déduisez 22 A S cy < Pk
Déduisez pour tout couple d’entiers (1, N) (avecn < N) :
1 1 1 1 1 1 10
— i 5t <SON-"C < 5— 5
2112 2N 62 e(N+12 SN TSy T AN T2 .

=

e

A : 1 ’ S an—4 s s
Déduisez v — Cp, ~y—ytoco = (en gros, pour connaitre -y a 10~* pres, il faudra

-5

prendre n de I'ordre de 5000 dans Cy,, ce qui fait trop de termes apportant chacun leur i}
imprécision). .

fo 11 T 11
Calculez / (— — —) .dx au sens de la limite quand N tend vers l'infini de / (— — —) dx.
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.dx, en prouvant aussi que x — 1 se prolonge par conti-
—x

1
Montrez pour tout entier naturel n H, = / I
0

nuité en 1.



J— xn . L -1.5
Montrez que x — () (notée ¢,) se prolonge par continuité enOet ..
enl. -
t=n x=1 x=1 t=n -3
Calculez / ( / xt.dx> .dt puis exprimez / ( / xt.dt) dx s
. t=1 x=0 x=0 t=0 -a
é llalde de q)n . a 8.2 8.4 . 8.6 8.8 1
1 1 S
. Prouvez que x — 1—x + m (notée 1p) se prolonge par continuité
0.8 enOeten 1.
os En admettant qu’il existe un théoreme sur les intégrales similaire au
- théoréme sur les sommes qui permet de les permuter, déduisez : C, =

0.4

/01 P(x).dx — /01 (x".tp(x)).dx.

° 1
3 0.2 8.4 0.6 0.8 1 Déduisez Y= / ¢(x).dx.2016
0

|<15_>| Par combien de 0 se termine I’écriture décimale de H 2 3/ 5k 21

1<i<j<k<5

T Tk
- Q Calculez H @_a (si possible évidemment sans récurrence, vous étes en MPSI2, non ?)
k=3" —

CAN YOU SOLVE THE RECTANGLE GEOMETRY RIDDLE

AREA PUZZLE? Grade School Homework In
China: How Tall Is The Table?

How many squares are in this picture?

(ABC)/ 5 = A X B X C The shape consists of 6

congruent rectangles. If a
Solve if the letters are single rectangle has a
perimeter of 222, what 1s

digits from 1 to 9 the perimeter of the shape?

s ] & Trouvez toutes les séries géométriques réelles (puis complexes) vérifiant

+00 —+o0 2 —+o0 —+o0 3
Zaz.k: (Eﬂn) et Eam: (Zﬂn) .
k=0 k=0

n=0 n=0

w2921 A et B sont deux matrices de Su-Do-Ku convenablement remplies. U est le vecteur colonne formé de neuf 1. Entre

quelle et quelle valeur peut varier le réel UT.A.B.U (au fait pour un demi point déja, c’est bien un réel ? sachant que la notation
T a a
a b ¢ )

M indique la matrice M oit on a échangé le role des lignes et des colonnes : ( Jd by = b v |)?
/
c ¢
10 I . . n—+3 . . . . N
21021 © On sait que la suite (n_—|—6) (notée u) converge vers 1. Prouvez le en explicitant N pour avoir |u, —1| < ea

partir du rang Ne.

. ., (sin(e” . . R .
On sait que la suite (%) (notée v) converge vers 0. Prouvez le en explicitant Ne pour avoir v, — 0| < € a partir

du rang Ne.
n? + 3.sin(n)

/Q On sait que la suite ( 7= In(n)

) (notée w) converge vers 1. Prouvez le en explicitant N, pour avoir

1. par «écriture décimale, je veux dire écriture en base 10 (car il existe des écritures en base 2, 16 ou méme —2), et pas écriture avec des
chiffres derriere la virgule, car 1a vous pouvez mettre plein de 0



|w, — 1] < € & partir du rang N.

Bonus de bonus : des conseils, piqués pour certains a Pierre-Jean Desnoux (ex prof de MP a Charlemagne).

S’il y a un contre-exemple a chercher, essaye avec ((—1)") .

Trois petits points ne font pas une preuve.

Juste. Justifié. Efficace.

« Forcément », « naturellement » traduisent en fait I'ignorance.

Si on a fait tendre # vers 'infini dans une limite, il n'y a plus de n dans le résultat.

Sil'ensemble image est patit, le noyau sera grand.

Tu devras avoir autant d’équations de chaque coté de <.

Pour majorer ou minorer une somme, pense déja a « nombre de termes fois le plus grand / petit ».
Quand deux sigmas s’additionnent, on peut prendre la méme variable de sommation.

Quand deux sigmas se multiplient, on prend deux variables de sommation différentes.
n n

n

La somme Z ai.byn’a en général rien a voir avec Z ai. Z by.

k=1 k=1 k=1
(cos(2.t))" n’a pas de sens.
f peut étre croissante, décroissante, périodique. f(x) est juste un nombre, il ne croit pas.
Tu ne simplifieras pas par a si tu ne sais pas si 2 est non nul.
Tu ne soustrairas pas des inégalités entre elles.
Une équation ou une inéquation est une question (« trouver x pour que... »). Sinon, il y a des égalités et des
inégalités, c’est tout.

@Quefaitla suite (1, v/2, \/ﬁ, \/\/ﬁ, \/\/\/\ﬁ,)')

On fait tourner de T/2 chaque

On sait 1. =0,
0

membre de -~ =0O.
00

On va déduire On obtient -8 = O

J
Q- On agjoute 8 -lo=2g8

de chaque coté

N )
On tourne a nouveau =~ = oQ

S =
de /2

o [ In(n
Déterminez, si elle existe, la limite quand » tend vers +co de : (\)/ L
n

Déterminez, si elle existe, la limite quand n tend vers +co de nl/vn,

Déterminez, si elle existe, la limite quand # tend vers +co de \/ﬁl/n.

Trouvez le plus de coefficients du développement asymptotique :

d 1
\/n4—|—n3—n2:a.n+b+£—|——+o(—) .
n o n? 12/ n—stoo

T
QO Calculez cette intégrale « exponentielle » / 2837455 dx .
0

Vn2+2—-vn2+1 Vn+3—+vn+1
Vi+2—vn+1 V2 +3-vVnZ+1
Upt1

O Déterminez la limite quand # tend vers l'infini de

<162 1 17énoncé dit : « une suite u de réels strictement positifs vérifie

— 1400 0, déduire que (u,,) converge vers
n

21 . . N .. u N
0». Un éleve commence par «on note « la limite de la suite # ; on a alors par passage a la limite : — = 0, d’ol
o

« = 0». Indiquez les erreurs de son raisonnement.

4 A 4 Un+1
Démontrez quand méme le résultat en commencant par nt

< % pour n plus grand que Ny ;.

n




1
Ot est 'erreur : pour tout k, (nE) diverge vers +oco quand n tend vers +o0, donc (n%) diverge vers +oco quand

n tend vers +o0.

Une question telle que « montrez que f est un endomorphisme de E » appelle une réponse en plusieurs points :
morphisme et endo.

Si I’hypotheése une une limite ou un équivalent, vous n’obtiendrez jamais une conclusion en « pour tout # ».

Au mieux une conclusion en « pour tout n a partir d"un certain rang », avec un encadrement et non plus une
égalité.

Pense a intercaler des termes : a4 — b = a — & +« — b avec a bien choisi.

Le symbole = ne se galvaude pas.

Si vous voulez écrire « donc », eh bien écrivez « donc ».

Et au lieu de « donc », citez 'argument (on somme, on dérive, cas particulier, par passage a la limite...).

Les trois piliers de I'intégration : linéarité, croissance et Chasles.

Ne crains pas d’avancer lentement, crains seulement de t’arréter.

Jamais de sigma « mous ».

Si je tiens la fonction, je ne tiens pas sa dérivée.

Si je tiens sa dérivée, je maitrise la fonction.

Penser aux idées simples :

sommes télescopiques, décompositions en éléments simples, intégration par parties, formule de Leibniz, facto-
risation de a” — b", formules de Viete, théoreme d’encadrement, majoration terme a terme, comparaison série
intégrale, principe des tiroirs, quantité conjuguée, inégalité triangulaire (premiére et seconde)

Tu ne soustrairas point des équivalents de méme ordre.

Tu ne passeras pas les équivalents aux exponentielles.

Cette variable a-t-elle été présentée ?

n b

Une lettre muette est en fait une lettre absente (Z vy / ...dx).

k=0 “f
Nommer les objets, c’est déja prendre le pouvoir sur eux.
Gauss, Bézout et Euclide. Avec ¢a, tu tiens presque toute I'arithmétique élémentaire.
Sur les entiers, comme sur les polyndmes.
Mais le lemme de Gauss ne dit pas n’importe quoi.
«Montrez qu’il existe un unique a vérifiant.. ; », ce n’est pas une question. C’est deux questions :
e existence et unicité.
«Montrez que P, est un polyndme de degré n vérifiant P(X + 1) — P(X) = ... » ce n’est pas une question, c’est
trois questions :
e polyndme, degré et formule.
Une suite qui converge vers a peut trés bien ne jamais prendre la valeur a.
Ne confonds pas « borne supérieure » et « plus grand élément ».
Ne dis pas «le majorant » mais « un majorant ».
Pour «identifier », il faut presque toujours un argument de type «base » ou « somme directe » ,
sinon c’est presque toujours une bétise.
La relation f(x) = g(x) n’entraine pas f'(x) = ¢’(x) si elle n’a lieu que pour un x particulier.
Ne te perds pas entre les étages (f ou f(x), u, ou (uy), pas de (f(0))’...).
Une formule en « pour tout 7 » se démontre souvent sans récurrence, et sert dans la suite pour des récurrences.
Tu ne diviseras jamais par 0.
Une suite ne peut pas étre équivalente a 0.
Si tu as bien cherché un exercice...
...méme si tu n’as rien trouvé...
...tu t'es bien préparé pour les concours.
Les réponses aux questions posées tu encadreras. Les arguments tu souligneras. Tes notations tu mettras en

valeur.
Si tu sens que ton argument est bancal,

crois moi, le correcteur le saura encore mieux que toi...

On justifie la convergence d’une série en étudiant / dominant.. son terme général, et pas avec des Z (sauf pour
la série géométrique).

x.In(x) en 0 est la forme indéterminée classique.

. 1s . . x\"
Et 1% est une forme indéterminée (classique (1 + 7)

)
- n
Soit p dans N — {0, 1}. Pour n dans IN*, on pose u,, = <n : P> etSy =) u.
k=1




Montrez :Vn € N, (n+ p +2).upqp = (n+2).1p41.
1
Montrez par récurrence S, = Pt (1 —(n+p+ 1)un+1).

On pose Vn € N¥, v, = (n + p).u,. Montrer que (v,) converge vers 0. Déduisez lim;_, .« S, en fonction de p.

ag+ ...+ ay . ag+ ...+ ay
———— au lieu de ——

<1921 Un éleve dont je tairai le nom s’est trompé sur la moyenne de Cesaro : . o

(nombre de termes).
Perd il la propriété « convergence » ?
Perd il la propriété « croissance » ?

<2021 On note (E,+,., x) l'algebre des suites a valeurs dans R. Deux suites a et b sont dites voisines si la moyenne de Cesaro de
leur différence tend vers 0 a l'infini. Montrez qu’on définit ainsi une relation d’équivalence.
Indiquez pour les suites suivantes si elles sont équivalentes et/ou voisines de la suite (1n?) :

7’13 nin
(n2 + 1) (n2 + n.In(n)) (%) (n.In(n +1)) (212 + 1)

Montrez que deux suites stationnaires (c’est a dire “constantes a partir d'un certain rang”) sont voisines si et seulement si
elles ont la méme limite.

Un éleve prétend qu’une suite a est voisine de la suite constante égale a 1 si et seulement si elle converge vers 1.
A-t-il raison ?

Deux parties A et B de IN sont dites "de méme masse” si leurs fonctions indicatrices sont deux suites voisines. Montrez
qu’on définit ainsi une relation d’équivalence sur P(IN).

Montrez que les ensembles finis ont tous la méme masse.

Montrez que I'’ensemble {2 | k € N} a la méme masse que les ensembles finis.

Montrez que si A et B sont des parties de N de méme masse, alors A° et B¢ ont la méme masse.

Montrez que I’ensemble des nombres pairs et I’ensemble des nombres impairs ont la méme masse, mais n’ont pas
la méme masse que IN.

Montrez que l'ensemble A des nombres qui sont multiples de 2 ou de 3 a la méme masse que 'ensemble B des
nombres qui ne sont pas multiples de 3.

Ecrivez une fonction Python qui prend en argument un entier 7 et retourne deux booléens (1,4(n), 15(n)) pour les
deux parties A et B définies ci dessus.

n

o Y uy pour n de 0 a 7. Montrez que la suite
k=0

u diverge, de méme que sa moyenne de Cesaro. Montrez que la moyenne de Cesaro de sa moyenne de Cesaro
converge.

Donnez une suite dont la moyenne de Cesaro de la moyenne de Cesaro converge vers 1 sans que sa moyenne de
Cesaro ne converge.

& Donnez une suite dont la moyenne de Cesaro de la moyenne de Cesaro de la moyenne de Cesaro converge vers
1 sans que la moyenne de Cesaro de sa moyenne de Cesaro ne converge.

Q On pose : u, = (—1)".(2.n+ 1) pour tout n. Calculez

ag+ap+...+ay
n+1 '

Rappel : la moyenne de Cesaro de la suite (a,,) est la suite (c,) définie par ¢, 11 =

3.n a
Q Pour tout n, on définit a, = < " ) Donnez la limite de ’;H , puis de In(ay,,1) — In(a,) quand n tend vers
n
l'infini.

3.
En appliquant le théoreme de 16 aromes, donnez la limite de { ( n”) quand 7 tend vers l'infini.

(et ce ne devra pas du tout étre les

1 X dt
Donnez le domaine de définition de x — ———— puis de x — / ——
In(x) —1 x In(t)—1

mémes domaines...)

I&I O Montrez I'équivalence entre a,, ~ by, et b, = a, + o(ay).

I&l Q Pour tout 1, on pose a4, = n(") Donnez sa limite en +oco.
La série de terme général 1/a, converge-t-elle ?
An+1

Donnez la limite de quand n tend vers l'infini (indication : In(n* + n).In <1 + %) ).

an




Etape 0 la suite (1, %, %, % % 31—2 . 2%, - ) converge vers 0
Etapel la suite (1, 1, %, % %6 31—2 . 2%,, - ) converge vers 0
Etapez la suite (1, 1, 1, % % 31—2 . 2%,, - ) converge vers 0
Etape3 la suite (1, 1, 1, 1 %6 31—2 . 2%, - ) converge vers 0
)
Etape4 la suite (1, 1, 1, 1 31—2 . 2%,, - ) converge vers 0
Ecrivez la formule pour le terme général a I’étape p.
Etapep la suite (l, 1, 1, 1 1 31—2 . zi,,, - ) converge vers 0
Faites tendre p vers +co.
la suite (1, 1, 1, 1 1 1 L1, ) converge vers 0

Euh, il y a une erreur, la !

27 > I

Faux : si u, tend vers a quand n tend vers l'infini, alors u,, 1 1.14,42 . . . Uy, tend vers a"” quand n tend vers +oo.
Vrai ou faux : si uy, tend vers a > 1 quand n tend vers l'infini, alors u,1.4,17 ... Uz, est équivalent a a” quand n
tend vers +co.

<282 ] Cest drole, mais il y a un multiple de 13 dont la somme des chiffres vaut 13 : 13 x 19 =247 et2+4+7 = 13. Et
c’est pareil pour 19 : 19 x 46 = 874 et 8 +7 + 4 = 19. Trouvez une solution pour 10. Une solution pour 20. Trouvez
une solution pour 25. Et pour 22. Soit par un programme Python. Soit avec votre cervelle.

I&l Montrez que si la série a termes positifs (a,),cN converge (avec une limite non nulle), alors la série a termes

... Ao+ ...+tay
positifs — 1 Deconverge pas.
—+00
On note Ly I'espace des suites réelles de carré sommable (les (a,) telles que ) (an)? existe).
n=0

Montrez que pour (a,) et (b,) dans L, alors la série de terme général a,,.b,, est absolument convergente (pensez a
une majoration avec des (a,)? et des (b, )?).
Déduisez que L, est stable par addition et multiplication par un réel (oh, oui, un espace vectoriel).

+o0 1
Montrez 'existence de chaque Z i (noté a,) et montrez que la famille (a,),en est sommable et calculez sa
k=n""

somme.

w3221 d, est le nombre de diviseurs positifs de n. Montrez que la série de terme général Z—Z converge.

. 1 .
Montrez que la série de terme général 1 (n > 0 évidemment) converge.

Comparez les deux sommes obtenues.

w330 ] Prolongez par continuité en 0 I'application x — (x +1)!"(*). Montrez qu’elle est décroissante puis croissante sur
0, oof.

§ Tektonik - [} x

1 2
3
5
HEIN

| 34 > I




1 - . . . .
Complétez < 1 ) avec des coefficients entiers sachant que son carré est 11.I, et son déterminant —11. Com-

bien de solutions ?

I&l & Mon corps est a sept éléments ? version sur 2 sur 2. On pose donc K = {0,1,2,3,4,5,6} avec 'addition et la
multiplication modulo 7 qui en font un corps.
Montrez qu’il y a 7* matrices carrées de taille 2 a coefficients dans K.

. . . a b\ . . o .
Montrez qu’il y a (72 —1).(7% — 7) matrices carrées ( c d ) inversibles (indication : vecteurs non nuls et non coli-

néaires...). 5 5
7-—1).(7 =7
Montrez qu’ily a ( ) 6( ) matrices ( ch Z ) de déterminant 1.
27 x 3V x5¢ = 235
Q Trouvez le réel a sachant { 3% x 5Y x 2¢ = 352
57 x 2 x 3¢ = 523

w382 | Berivez x cos(x + a) comme combinaison linéaire de x — cos(x + b) et x — cos(x + ¢) (b et ¢ sont deux
réels donnés, dont la différence n’est pas multiple de 7).
Pouvez vous écrire x — cos(x + a) comme combinaison linéaire de x — cos(x + b) et x — cos(x + b + 7).

I&I Q Deux matrices carrées A et B de méme format sont dites semblables si il existe une matrice inversible P vérifiant
A.P =P.B.

Montrez que ( } g ) et ( ; } ) sont semblables en trouvant une matrice P.
Montrez que 1 411 ) et ( 8 g ont méme trace et méme déterminant mais ne sont pas semblables.
. 11 4 & .
Ajustez pour que ( 1 & ) et ( 1 2 ) soient semblables.
Montrez que < 1 _93 ) est semblable a son double (en donnant P inversible vérifiant donc A.P = P.(2.A)). Méme

question avec ses multiples (A.A pour A non nul).

1 1 1
Montrez : | a b ¢ |=(b—a).(c—a).(c —b) (déterminant de VanDerMonde de taille 3).
a? b

(2422 1 On donne 11p = 9, u; = —8 et up = 2.
Trouvez a et B vérifiant u, = «.2" + p.(—1)" pour tout n de {0, 1}. A-t-on alors u, = a.2" + B.(—1)" pour tout n

deN?
Trouvez « et B vérifiant u, = a.(—2)" + B.3" pour tout n de {0, 1}. A-t-on alors u, = a.(—2)" + B.3" pour tout n
deN?
Trouvez « et B vérifiant u, = a.(—2)" + B.(—3)" pour tout n de {0, 1}. A-t-on alors u, = a.(—2)" 4+ .(—3)" pour
toutndeIN?

Complétez < 5 - ) pour qu’elle se diagonalise en ( (1) 2 )

st ] o (ay) et (b,) sont les suites Vn, a, = 4" —3.(—1)" et Vn, b, = —4"+1 +5.(—1)".
Trouvez la matrice M vérifiant M( 4 4 ) = ( 41 3 )

by by b, by
Vérifiez qu’on a alors < Z" ) = M". ( Zg > (sans calculer M™).
n

2. comme disait Blanche Neige



Montrez pour tout x positif : In(1 +x) < x < (14 x).In(1 + x). /

Déduisez |n| 1—|—1 ¢ " |n| 1+1 Sk . ==
édui : -] <" < - . o
éduise | 1( k> e ( k)

k=1 -

2 . 1n n
Dedulsez V!~ ieo > ' s . )

24621 On veut montrer le résultat suivant : si deux matrices de M, (R) sont semblables en tant que matrices a coeffi-
cients complexes (c’est a dire par l'intermédiaire d’une matrice P & coefficients complexes) alors elles le sont aussi en tant que
matrices a coefficients réels (c’est a dire par l'intermédiaire d'une matrice R a coefficients réels).

3 -2 2 1 -1 1 0 1+2i —3.
Regardons unexemple A=| 1 0 1 |etB=( 0 1 etP=| —1—-i 24+2i —-2-2i
0 0 0 -1 2 i 1 -1

Arrangez vous pour que A ait la méme trace et le méme déterminant que B.
Vérifiez que A est semblable & B via la matrice P. Trouvez une matrice réelle R telle que A soit semblable a B via
R.

Dans le cas général, un éleve propose la démonstration suivante :

on part de A = P~1.B.P, on écrit P = R + .S, on obtient (R +i.5).A = B.(R +i.5) d’ott R.A = B.R et on a trouvé
R;

Complétez les étapes qui manquent dans son raisonnement (il y a des notations a rendre rigoureuses et il y a une grosse lacune
sur la fin).

<47 I Montrez que toute matrice carrée de taille 2 de trace et déterminant nuls est nilpotente.

10 -9 -1
Montrezque [ 11 —10 —1 |a une trace nulle et un déterminant nul, mais n’est pas nilpotente.
1 -1 0

I&I Q Dans le développement du déterminant d’une matrice de taille 6 et de terme général a¥, que est le signe devant
PP g ird g

1,23 4.5 .6 A : 1,.,2.3.4.5 .6 A 1,2.3 .4, .6
a3.0y.03.07.0¢.4y ? Méme questlon avec a,.ds.03.01.4g.0;. De méme pour ag.ay.a3.45.a;5.47.

Complétez al.a3.43.a%.a3.a% pour qu'il ait un signe moins.

24921 A est la matrice d’un Su-Do-Ku convenablement rempli. Quelle est la valeur maximale de 'U.A.V si U est le vec-
teur colonne formé de neuf 1 et V le vecteur colonne formé des entiers de 0 a 8 ?
A et B sont deux matrices de Su-Do-Ku convenablement remplies. U est le vecteur colonne formé de un 1 suivi de
huit 0. Entre quelle et quelle valeur peut varier le réel !U.A.B.U (au fait pour un demi point déja, c’est bien un réel ?) ?

<502 I 1.4 relation définie sur M;(R) par “il existe P inversible vérifiant A.P = P.B” est elle réflexive, symétrique, antisy-
métrique, transitive ?
La relation définie sur M, (IR) par “il existe P vérifiant A.P = P.B” est elle réflexive, symétrique, antisymétrique,
transitive ?
La relation définie sur M, (IR) par “il existe P inversible vérifiant A.P = B.P” est elle réflexive, symétrique, antisy-
métrique, transitive ?

<512 ] Un entier naturel p supérieur ou égal a 2 est dit jovial s’il existe une liste d’entiers naturels entiers

n—1
1 1 1 1 1
2<ky <k <...<ky_1=pvérifiant g) % = 1. Par exemple : 12 est jovial d’ordre 4 car 1 = 5 + 1 + 3 + IVh

Ecrivez un script testeur de jovialité qui prend en entrée une suite d’entiers L et vérifie si les entiers plus grands
que 2 vont en croissant et ont pour somme de leurs inverses 1. La procédure devra retourner False, 0siilyaune
erreur, et True, p ol p est le dernier terme de la liste (le nombre jovial) si tout va bien.

S=0
for i in L

Comme on est en maths, il ne faudra pas se baser sur un calcul approché qui de toutes fagons
ne pourra pas étre probant comme ci contre. Je rappelle que pour Python, 1/2+1/3+1/6 vaut
0.99999999999. Quel farceur ce serpent ! co..8 4= 1/1
Par exemple, TestJovial([2, 4, 6, 12]) doit donner « True, 12», donc 12 estjovial. if S==

20 IMontrez que 24 est jovial d’ordre 5. Montrez que 156 (c’est 12.13) est jovial d’ordre 5.

Montrez qu’aucun nombre premier n’est jovial.



On note | I'ensemble des nombres joviaux. Donnez Min(]) (justifiez).

(238 on doit montrer que | est stable par multiplication ; un éléve propose le raisonnement suivant : on part

1

de —+—+...+ = =1 (ntermes) et — + — +... 4+ — = 1 (m termes), on effectue le produit et on réordonne
ko ki p ho = q

les nombres aux dénominateurs + ...+ ﬂ = 1 (n.m termes), le dernier entier de la liste est jovial. Ot est

1
ko.hy
l'erreur ?

Montrez que si p est jovial alors 2.p et p.(p + 1) le sont aussi.

Et un test avec Python ?

<522 JQ on rappelle la définition du déterminant d’une matrice A de terme général af : det(A) = Y ,cs, Sgn (o). (11‘17(1) AL )-
A-t-ondet(—A) = det(A)?
Montrez que le déterminant d"une matrice diagonale est le produit des termes diagonaux.
Quel est le coefficient de chacun des termes suivants dans le déterminant d’une matrice de taille 6 :

T3 15 6 1] 6583270 BA2a0D ] BA2al05 ] 82805
| a3.03.05.05.08.0] | aS.05.05.03.05.0] | a3.05.05.0}.08.a7 | af.a5.0%.0].08.05 | af.a5.05.05.02.a]

En taille n, quel est le coefficient de a?.a;‘l .. a%fl.a}l.
2 1 3 4
Calculez det 8 é g ; en utilisant la définition avec ses 24 termes (dont plusieurs seront nuls).
00 11
1 45
O Calculez | 3 2 0 |. Vous avez ensuite le droit d’augmenter ou diminuer un des coefficients d’une unité. Est
211

il possible que le déterminant ne change pas ?
Quel coefficient changez vous pour que le déterminant bouge le plus possible ?

<542 I On travaille avec les entiers de 0 2 16 pour 'addition et la multiplication modulo 17.

| a [1]2[3[4[5][6]7[8[9[10[11[12[13]14]15]16]
Completez 1 * * * * * * * * * *
Linversedea [ *[*[*[18[*[ [5] | [*] [*]*]*[*[~"]
2 4 x 7 2 2
Complétez | 1 * 3 | pour que cesoitlinversede | 15 5 16
* 1 = 16 2 0
7 2 2
Calculez le déterminantde | 15 5 16 | en utilisant la formule ) Sgn(a).a‘;(l) . .azw.
16 2 0 TES,
74 +2b +2c = 2
Résolvez I'équation ¢ 15.a +5.b0 +16.c = 1
16.a +2.b = 4

(2552 1 © Montrez det(M? + I,) > 0 pour toute matrice M de M, (IR).
Conseil : det(M +i.Iy) et det(M —i.Ip).

<562 ] Qui c’est U,en[2.1, 3.11] 2

(notée A) vaut 7 quel que soit a. Trouvez b.

1 0
Le déterminant de ; ;
1 a
-1

a NS N
N NS JeN]

Et donnez les coefficients de qui ne dépendant pas de a.

B Yo pose U :( g ) Montrez que {M € M(R) | 3A € R, M.U = A.U} est un espace vectoriel. Donnez en une

base et la dimension.
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15 2 3
Dérivezx— | x 25 13
18 2 5
a 5 1 1 4 38
Montrez que| 9 1 4 |et g } ; ; ne pourront jamais étre nuls.
3 2 8 01 5 7

<61 I Bcrivez un script Python qui prend en entrée un entier n et crée la matrice de format # sur n(liste de listes) corres-
pondant aux exemples suivants :

11111
1 11 } ; ; ; 1 2 2 2 2
1 2 2 |, 123 3| 1 2 3 3 3
1 2 3 12 3 4 1 2 3 4 4
1 2 3 45

Et demandez au matheux en vous de calculer le déterminant en taille 7.

<622 1.a comatrice d’une matrice antisymétrique inversible est antisymétrique. La preuve :
f(Com(A)) = det(A).A~! donc
Com(A) = (det(A).A™1) = det(A).f (A1) = det(A).(fA)~! = det(A).(—A) "1 = —det(A).A"! = —Com(A)
Et pourtant, il suffit d"une matrice de taille 3 pour avoir un contre-exemple. Alors ?

cos(2.a) cos(a+b) cos(a+c) cos(a+d)
. . cos(a+b) cos(2.b) cos(b+c) cos(b+d) N
630 ] © Le colleur demande de calculer le déterminant cos(c+a) cos(c+b) cos(2c) cos(c+d) | Apres un calcul
cos(d+a) cos(d+b) cos(d+c) cos(2.d)
un peu long, I'éleve P.Céhessi trouve 0.
L'éleve M.Péhaici bougonne “coplanaires dans R*”. Expliquez.
= - = = - o L
<642 Une forme bilinéaire antisymétrique sui(]R3, +,. ) vérifiep( i + j, i — j)=4detp(i + k, i +2.k)=10.
- = =
Pouvez vous calculer ¢( i + j, j — k)?
Etsijevousdonne¢(j + k, i — j)=8?

7 27
Montrez que Y _ k.In(k) est équivalent a nTn(n) quand n tend vers I'infini.
k=1

<662 ] De méme qu’on peut développer un déterminant par rapport a une colonne faite de n termes avec chacun son
cofacteur, il existe une formule oti I'on développe par rapport a deux colonnes, somme de termes du type “déter-
minant de taille 2 fois déterminant de taille n — 2”. Combien de termes de ce type ?

Al a2 ay a3 a3
Quel est le signedu terme | 1 7} ai a; ai dans le déterminant de taille 5?

a3 a3 P R G
5 5 5

-x 1 0 0 0 a 1 1 1 1

0 —x 1 0 0 b -1 0 0 0

Calculez| 0 0 —x 1 0 eteflc 0 -1 0 0 |.(non, pasderapport)
o 0 0 —-x 1 dad 0 0 -1 0
e d ¢ b a-—x e 0 0 0 -1

I&l Le corps est {0, 1, 2, 3, 4} pour I'addition et la multiplication modulo 5, noté [Fs.
Montrez qu’il y 5 formes bilinéaires antisymétriques sur (IFs)2.
5 formes trilinéaires antisymétriques sur (IF5)3
625 formes bilinéaires sur (IFs)?
125 formes bilinéaires antisymétriques sur (IFs)3
125 formes bilinéaires symétriques sur (Fs)?

= - = - -
2692 1 © Résolvez 7 A (i +7 —KkK)=(i+ j +2. k) dinconnue vectorielle 7 .

- . .. - = ) .
272000 i A j A i A k n’apas de sens si on ne met pas de parenthéses (ainsi, ( YA (i A k) vaen avoir). Combien

de « valeurs » peut prendre ce vecteur suivant comment vous mettez les parentheéses ? (base canonigue)

- =
(VAN

Q© a, b et ¢ sont trois réels, montrez : ! ! = cos(b) — cos(a) et
cos(a) cos(b)




1 1 1

cos(a cos(b)  cos(c) | =2.(cos(b) — cos(a)).(cos(c) — cos(b)).(cos(c) — cos(a)).
cos(2.a) cos(2.b) cos(2.c)

1 1 1
cos(a) cos(b) cos(c) cos(d)
) cos(2.c) cos(2.d)

Avez vous une formule pour b
.b)  cos(3.c) cos(3.d)

ch
ch(2.a) ch(2.b) ch(2.)

? Et pour
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Dans ce cadre, exactement une phrase est vraie.
Dans ce cadre, exactement une phrase est fausse.

Est il possible qu’une phrase soit vraie dans ce que jai Dans ce cadre, exactement deux phrases sont vraies.

(725 ) écrit dans ce cadre ? Dans ce cadre, exactement deux phrases sont fausses.

. . 1 2
Trouvez une matrice dont la comatrice est ( > .

11
1 0 2 01 2
Méme questionavec | 1 2 -1 |.Existe-t-il une matrice de comatrice | 2 1 -1 |?
1 2 3 2 1 3

. . . . 1 1
Existe-t-il une matrice de comatrice ( 11 ) ?

1 1

1 1

1 1

1
1]7?
1

Existe-t-il une matrice de comatrice (

<7421 © Montrez que I'équation d’un cercle du plan est de la forme x2 + 12 — 2.0.x — 2.8.y + 7 = 0.
Montrez néanmoins que x* + y?> — 2.x — 4.y + 7 = 0 n’est pas une équation de cercle.
X242 y 1
a* +a? a1

X
Montrez que P4 Z B 1" 0 est I’équation du cercle passant par A(a,«a), B(b, B) et C(c,7y) (surtout ne dé-
c

2+ 92 ¥ 1

veloppez pas, on est en maths | pensez a prouver que c’est la forme d'une équation de cercle, et trouvez trois points évidents). Donnez

l’équation et le centre du cercle passant par A(1,1), B(2,5) et C(4,12).
Donnez I'équation et le centre de la sphere de R3 passant par A(1,1,0), B(2,5,0) et C(4,12,0) et D(0,0,1).

I&I Q Un triangle du plan a pour sommets A, B et C de coordonnées (a’, a”), (b/, b”) et (¢/, ¢”’). L'aire du triangle est

1 1 1 1 a a”
notée S.Montrez2.S=|a b ¢ |=|1 bV b’
a’ b 1 ¢ ¢
1 1 1 1
Déduisez 1452 — | 0 1+ a?+a?  1+dV +a’b” 14+d.+a"c”
o 0 1+ab+a”b” 14+b2+0"? 14+V.C+b".c”
0 14+d.cd+a"c” 14+b.0+b"c” 142+
0 1 1 1
. ’ 1 a?+a? dV+a"b” dd+a"c”
puis —45° =11 il 24P Vb
1 dd+a"c” V. +b"c" %42
1 1 1
et —16.5% =

=24V —2.a"b" 2072077 202"
—2.4'.c —2.a".c” —2V.c—2b".c” 20?7207
0 1 1 1
1 0 AB* AC?
s 2 _ . . : 3
et enfin —16.5 1 AB2 0 BC2 (déterminant de Cayley-Menger ).

1 AC?Z BCZ 0

0
1 —2.4%2 2472 —2a'b —2a"b" 24 —2a"c"
1
1

3. Karl Menger mathématicien du vingtieme siécle né a Vienne mais devenu américain en 1937, connu pour son “éponge” fractale, de volume nul et

d’aire infinie
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Retrouvez la formule dite de Heron? : S = \/(u tbto)lath- C)l'éb te—a)lcta—b) oua, b et c désignent

les longueurs des trois cotés du triangle.

a. Heron d’Alexandrie, premier siécle, mathématicien grec, auteur de nombreux livres et d’astucieux systémes mécaniques
0 1 1 1 1
1 0 AB*> AC* AD?
25 ] Pour un tétraedre de R, la formule est 288.V3 = | 1 AB> 0 BC? BD? | (dite formule de Piero
1 AC* BC* 0 cCD?
1 AD?> BD* CD* 0

della Francesca *). Prouvez la.

I&I Ecrivez un script Python qui prend en entrée n et crée la matrice de taille n sur n “du laboureur”, dont

1 2 3 4
1 2 3
ici 1 eres Loy = (), Ly = (1), La=(+ 2 ) 15={65 4| 1L,=| 8 7 &5
voilcl les premieres Lo = (), L1 = s b2 = 4 3 )78~ 789’4_9101112’

16 15 14 13

12 3 4 5 e e
0 9 8 7 6
Ls=| 1 2 B3 14 51| < < < <
o =

20 19 18 17 16
21 22 23 24 25

Calculez son déterminant en fonction de n.

/./\ .
Soit A une matrice de terme général ai-‘ .Onnote A lamatrice de terme général acf? = aZﬁ:;c. Expliquez “géomé-

triquement” comment elle se déduit de A.
Montrez qu’elle a le méme déterminant que A.
Vous pourrez revenir a la formule “brute”, vous pourrez aussi utiliser la permutationi — n +1 —i.

0 0 .. 1

. A . .
Exprimez A al’aide de A et de la matrice :
01 ... 0
10 ... 0

5
f est une application affine paire vérifiant f(2) = 7. calculez / f(t).dt.
0

w70 ] Lequel de ces deux programmes va bien construire une matrice (justifiez) :

def Fred(n, a, b) : def Daphne(n, a, b)

....M=[[0 for k in range(n)] for i in range(n)] ....M=[[0 for k in range(n)] for i in range(n)]
....for k in range(n) : ....for k in range(n)

........ Mkl [k] = a cevea. W MKI[K] = a

........ M[k] [k+1] = b cevee o MKI[X-1] = b

....return M ....return M

Calculez le déterminant de celle qui existe.

4. XVe™esipcle, mathématicien italien (oui, avec ce nom) qui formalisa la notion de perspective et volumes dans R® et reste d’ailleurs connu comme
peintre



