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—+o00
Calculez Y Min(2", 202527,

n=0

On pose A = ( ; i ) Montrez que M —— A.M est un endomorphisme de (M;(RR),+,.). Déterminez son

noyau. Est il surjectif ? Déterminer son rang.

On donne A = < } _31 ) etB = ( _22 (1) ) Déterminez les dimensions des ensembles suivants en donnant
a chaque fois une base :
Ca={MeMR)|AM=MA}Cg={M e Mp(R) | BM=MB}CaNCpTy={AM—-MA|Me M(R)}

et To NCg.

1
Montrez que P — P(0), P — P'(1) et P — /0 P(t).dt sont des formes linéaire sur (Ry[X], +,.) (notées ¢, pet
9).
Trouvez P vérifiant (
Trouvez P vérifiant (
Trouvez P vérifiant (
Trouvez P vérifiant (

Montrez que (¢, ¢, P) est libre.

(42 ] Soient (u_{, us, i3, us, ﬁ) cing vecteurs d'un espace vectoriel (E, +,.). Montrez
dim(Vect(uy, u3, u3)) — 3 > dim(Vect(iri, up, us, us, uz) — 5.

232 1 © Faites en une famille li¢e dans I'espace vectoriel des matrices de format 2 sur 2 dont la trace est nulle :

() (P5) (3 s) (5

460>

GeCwmage L Mme Ay
! BANACH-TARSKI !

Ce probleme a pour objectif de mettre en place des outils qui servent a établir le théoreme de Banach-Tarski (qualifié
aussi de paradoxe car il va a I'encontre du “bon-sens” deés qu’on accepte quelques points de la théorie des ensembles) :

on peut découper Sucri en cinqg morceaux (mathématiquement définissables, mais physiquement irréalisables) qui, une fois
ré-assemblés donnent deux Sucri de méme taille.

1 1 2 2 1 1 2 =2
On définit| S = 3 2 -2 1 etR = 3 2 1 2
2 1 =2 2 -2 -1

Bien siit, il ne s’agit ici que d’une partie de la démonstration, mais si vous lui appliquez une bonne transformation, vous la
dédoublez, et si vous recommencez, vous finirez bien par avoir la démonstration entiere. Mais je vous préviens, d un moment il
faut utiliser I'axiome du choix pour prendre un représentant par classe d’équivalence des isométries modulo les sous-groupes
qu’on définit ici. Il y a des éléments dans I'épreuve de Capes 2004, dans le livre de Michel Wirth et dans un vieux livre de
Jean-Marie Arnaudies.

I~0) Calculez le déterminant de chacune. Calculez S%, R?, R.fR, S.R et R.S.

I~1) Montrez que 1 est valeur propre de S en donnant au moins un vecteur propre.

I~2) Montrez que S admet une valeur propre double mais se diagonalise quand méme.

I~3) Montrez que le groupe engendré par S pour la multiplication (plus petit sous-groupe de (GL,(R), o) contenant S) est
de cardinal fini.



II~0) Montrez que 1 est valeur propre de R et de 'R. Montrez que le plan d’équation x +y = 0 est stable par R
(c’est a dire I'image de tout vecteur de ce plan est dans ce plan).
II~1) Calculez R?, R3 et exprimez R3 comme combinaison linéaire de R2, R et 5.
[1~2) Déduisez que les puissances de R (d’exposant positif comme d’exposant —1) sont toutes dans Vect(I3, R, R?).

t t
I1~3) Montrez que la suite (Tr(R")) vérifie t,.3 = —=% — -1
II~4) Déduisez : Tr(R") = 1+ 2.cos(n.Arcos(—1/3)).

v
II~5) Montrez que Tr(M") est, pour n dans IN*, un rationnel de la forme —Z avec vy, entier, congru a 1 modulo 3.

+ t;, pour tout n.

II~6) Montrez que le groupe engendré par R pour la multiplication est de cardinal infini.

III~0) On admet que les éléments du sous-groupe G engendré par S et R sont de la forme SP.R*1.5.R*2.5.R* ... R% .51
ot les a; sont des entiers relatifs, et ot p et g valent 0 ou 1 (par exemple S.R*.S.R3.S ou R°.S.R”.S ou R8...). Montrez que
les éléments de G ont tous au moins une valeur propre réelle (imaginez le graphe du polyndéme caractéristique d’une matrice
de taille 3).

IlI~1) On prend M dans G de la forme SP.R?1.S.R%2.S.R% ... R%.S1, simplifiez ' M. M.

[11~2) Déduisez pour tout vecteur propre de M, noté U de valeur propre A : ‘{U.U =f (M.U).(M.U) = A2!U.U.
III~3) Déduisez que 1 est toujours valeur propre de M.

IV~0) Retrouvons ici pourquoi I’angle Arccos(—1/3) intervient en mathématiques, en physique et en chimie, avec
le tétraedre (le chimiste I'écrit 109°47 et des poussieres car il adore apprendre par coeur des trucs approximatifs et de surcroit caballis-
tiques quand il est si simple de les retrouver en une ligne). Un tétraedre a pour sommets Ap a A3 avec tous les A;A; égaux, et
pour centre de gravité G.

Simplifiez (GAp + GA; + GA; + GAj3), développez (G—>A0 +

GA1+ GAy + GA3).(GAg+ GAL + GAy + GA3).

Concluez : (G—Ai, G—A;)() = Arccos(—1/3).

Vérifiez que c’est aussi 2. Arctan(/2).

Pour l'obtenir d’une autre facon : Ag(2, 0, 0), Ag(—1, /3, 0),
Ao(=1, —/3, 0) et A3(0, 0, 2.4/2). Vérifiez que les A; Ay sont tous
égaux. Donnez les coordonnées du centre de gravité G. Retrouvez

—

le cosinus de 1’angle (G—Ai, G—;:)

a7

FORMES

n est un entier naturel donné, on note E I'espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a n. On se
donne n + 1 réels distincts ag a a;,.
Montrez que chaque application P — P(ay) est une forme linéaire, notée ¢, .

n

Montrez que ces formes sont indépendantes (on pourra utiliser par exemple [ [(X — ax)).
k=1
Déduisez 3(a, B,7) € R3, VP € Ry[X], P(4) = a.P(0) + B.P(1) + 7.P(2).
Que pensez vous du résultats VP € R3[X], 3(a, B, 7, ) € R3, P(3) = a.P(—1) + B.P(0) + v.P(1) + 8.P(2).

1
Complétez : VP € R;[X], /0 P(t).dt = P(...).

1_ V2 1 1, v2
Montrez : VP € R3[X], /01 P(t).dt = P(% 42) +P(3%> +P<;+ 42).
P(...)—i—P(...)‘

2

1
Complétez : VP € Ry[X], / P(t).dt =
0

e ] f est un endomorphisme de (R", +,.) vérifiant f o f o f = 0 (application nulle). Montrez : rg(f) +rg(fof) <n
(pensez a la formule du rang).
Ah oui, le rang c’est la dimension de 'ensemble image.

w292 1 Une matrice carrée de taille 7 est dite symétrique si ai»‘ = al pour tout couple (i, k). Montrez que les matrices

symétriques de taille n forment un espace vectoriel (dimension ?).



Une matrice carrée de taille n est dite gentil-symétrique si elle est symétrique par rapport a la “seconde” diagonale,

a b ¢ d
comme ( 4 { ? ) ) Montrez que c’est un espace vectoriel de (M, (R), +,.) (dimension ?) noté G,. Quantifiez
j h e a

’ 3 ak— g
I'appartenance a G, :a; = a:.

Déterminez la dimension de G, N S;,. Déterminez la dimension de G,, + S,,.

w00 ] A, B et C sont trois sous-espaces vectoriel de (E,+,.). Montrez que si on suppose A+ B = C + B, on n’a pas
forcément A = C.
Montrez que si on suppose A+ B =C+ Bet ANB = CN B, onn’a pas forcément A = C.
Montrez que si on suppose A+ B =C+Bet ANB =CNBet A C C, alors on a forcément A = C (attention,
méme si la preuve par les dimensions passe bien, elle n’est pas légitime, il faut une vraie preuve commencant par
«on prend T dans C..).

o (grand classique) Soient f et ¢ deux endomorphismes de (E, +,.), espace vectoriel de dimension finie. On sup-

pose go f = 0 (application nulle) et f + g injective. Montrez alors Im(f) C Ker(g) et Ker(f) NKer(g) = {6)}
Déduisez dim(Im(f)) 4 dim(Im(g)) = dim(E).

w12 o f et g sont deux applications linéaires de (M3(R), +,.) dans (M3(R), +,.). Montrez qu’il existe au moins une
matrice non nulle M de (M3(R), +,.) vérifiant f(M) = g(M) = ( 8 8 )

(4]
0 0 ® 0
2]

ISE

2015 1 1 1
Q Calculez ( 1 _11 ) (sans diagonaliser). On pose : | = ( 1 ] /2 ) .Calculez J? et J* (on rappelle : j = %7/3),
12

Ecrivez la matrice de taille 4 dont le terme de ligne 1 et colonne k (en indexation Pythonienne de 0 a 3) est i"* (i est le
célebre complexe de carré —1). Ecrivez A, calculez sa trace. Calculez A? et A%. Calculez A2015,
# Généralisez en dimension n.

w1510 on pose A={1,2, 3, 4}tetB={5,6,7, 8,9, 10}. Montrez qu’ily a 6 x 5 x 4 x 3 applications injectives de A
dans B (et combien de B dans A ?).

6x5x4x3

1x2x3x4F

Combien y a-t-il d’applications surjectives de A dans B ?

Montrez : pour toute application f : (f surjective de A dans B) = (f injective de A dans B).

On définit : f: A — Bpar f(1) =6, f(2) =5, f(3) = 8 et f(4) = 7. Combien y a-t-il d’applications g de B dans

A vérifiant f o g = Idp ? Combien y a-t-il d’applications / de B dans A vérifiantho f = Id4 ?

Montrez qu’il y a plications strictement croissantes de A dans B (et combien de B dans A ?).

<162 On définit E = {a, b,c,d}etF={0,1,2,3,4,5 6}etf(a) =2, f(b) =1, f(c) =5et f(d) = 6. Montrez que
cette application est injective de E dans F. Existe-t-il g vérifiant g o f = Idg. Si oui, combien de solutions. Si non,

7T/ 2
calculez / cos®(t).sin*(t).dt.
J0




<1721 © Sojent quatre matrices de taille 2 sur 2 de trace nulle. Montrez qu’elles forment une famille liée .

T
Calculez / Arctan(\/1 — x2).dx (parties et s = sin(0) par exemple).
J0

w192 I soit f de classe C® de R dans IR. Complétez

Fflx+1) = f(x) 11 1 1 1 '(x) ?
Flx+2) - f(x) 2 4 8 16 32 fr(x)/2 ?
Flx+3)—f(x) |=| 3 9 27 81 243 [.| O/ |[=] 2
flx+4)— f(x) 4 16 64 256 1024 F®(x)/24 ?
f(x+5)— f(x) 5 25 125 625 3125 ) (x)/120 ?

Montrez que la matrice carree de cette formule est inversible.
Deduisez que si f et f(®) sont bornes sur R, alors £/, f”, f®), f4) et (3 le sont aussi.

2202 ] On définit - f = x — [x].sin(7r.x). Montrez que f est continue sur R.

Montrez que l'équation / f(t).dt = 0 a une solution entre 3 et 4.
0

. x .
Le professeur a demandé de calculer la moyennes des entiers de 1 a . L’éléve Hall-Honter (Pourlaveh-Lelinj) a
trouvé 8, 8. Le professeur lui dit : “tu t'es trompé, tu as oublié de compter un entier (mais tu as bien divisé par le nombre
de termes de ta somme)” . Retrouvez 1’entier oublié et la question initiale du professeur.

Bl A [ B T T T D ]
(10,0, 4,4, 4,413,333 3,3 | 1222266/ |[1,1,1,55 5 |
Ce sont des dés équilibrés a six faces (appelés dés de Bradley Effron).
Montrez que la probabilité que A batte B est 2/3.
Montrez que la probabilité que B batte C est 2/3.
Montrez que la probabilité que C batte D est 2/3.
Quelle est la probabilité que D batte A ?

. 4 2 . N
& Pouvez vous compléter la matrice < 1 © ) pour que ses deux valeurs propres soient entiéres ?

Quel est alors le plus grand terme de A% ?

w242 ] soit f une application linéaire. Montrez : Ker(f) + Ker(f — Id) + Ker(f — 2.1d) = Ker(f) ® Ker(f — Id) @
Ker(f — 2.1d).

x 5x -8y -2z
Ondonne : f=| vy | — | 4x -2y -2z |.
z -y 2z

x
Un éleve entend prouver Ker(f) @ Ker(f — Id) & +Ker(f — 2.1d) = R® par analyse et synthese.
+

)
W=7+ b+ avec @ dans Ker(f), 7 dans Ker(f — Id) et © dans Ker(f — 2.1d).

Il écrit ce qui suit : u
2
1l déduit f(7) = 0 + W,7=2-f(7)—f2(7)

= 2.9 —3.f(W)
2

+ b
+2.7, puis f2() = T +4.7. 11 déduit T = f

F2(W)
. Quel sens a-t-il traité ?
fA() — f() 2y et 7 = 24 =3+ ()
2

+ =

et a =

et vérifie

%
Ensuite, il propose T = f, = 2.f(U) — fA(u
W=7+ 7 + . Quel sens a-t-il prouvé?
Trouvez I'erreur.
Montrez qu’en remplacant x — y + 2.z par x — y, le résultat devient correct.

<2521 Décomposez x — 2.|x + 1| en p + i avec p paire et i impaire, puis représentez p et i.

I&l On définit, pour f continue de [0, 1] dans R :

1. liée : I'un des vecteurs est combinaison linéaire des autres



= [M1oLa ¢ [ @t | Na(p) = suplIFO] £ € 0, 1))

Calculez ces trois normes pour les apphcatlons suivantes : t — t", exp, t — sin(7.t).

Montrez : N < Noo (C'esta dire Vf, Ni(f) < Neo(f)), N2 < Noo et Ny < N (la, il faut penser & quelquechose, ou a
quelqu’un ou a quelques uns).

L'application f — |f(0)| + N1(f’) est elle une norme sur C1 ([0, 1], R) (les applications dérivables a dérivée conti-
nue).

(2272 1 Pour tout k, on note E; I'application x — [x/k]. Montrez que la famille (Ej, Ep, E3, E4, Es) est libre dans 1’espace
des applications de R dans R pour les lois usuelles.

w28 JUn point (a, b) est un point critique de F (fonction numérique de deux variables dérivable) si les deux dérivées

oF(x,vy) o oF(x,y)
0x ay

partielles p et g (notées aussi F; et F; ou méme F; et Fj, ou encore ) s’annulent en (a, b).

Trouvez les points critiques des applications suivantes :

a ( y) — (x=y?+x°+y° e (x, y) — 22y

b | (x,y)— (x y).(z i)(;) f| (x,y)— (x—1)2+242

c (x, y) — sin(x).sin(y).sin(x +y) g | (x, y)—Py+x>—22y

d (x, y) — (x—y)> +x* +y* h| (x, y) — e V. (x2 — 2.92)

(22921 On donne A = < i é >.On définit f = M — (Tr(M), Tr(A.M), Tr(A2.M), Tr(A%.M)). Montrez que f est linéaire

de (Mz(R), +,.) dans R*. Calculez f(I,) et f(A) et f(A~1). Un éléve dit que cette application est de rang 6. Prou-
vez qu’il a tort. Un éleve prétend que f est de rang 1. Prouvez qu'il a tort. Pour mettre tout le monde d’accord,
calculez le rang de f. Donnez une base d'un supplémentaire de Ker(f). Donnez une base de Im(f).

Un professeur vous demande de calculer Tr(f). Que lui répondez vous ?

<302 I Donnez un supplémentaire de 'ensemble des matrices de taille n sur n de trace nulle.
Donnez un supplémentaire de I'ensemble des matrices de taille # sur n de diagonale nulle

il
IM Q On note (E,+,.) I'espace des combinaisons linéaires de x — B2 5556 X — P xzx 5116
tx — x* Mont t de di ion 3. Mont X — 1 X — 1 t
e P o 5xi6 ontrez que ce espace est de dimension 3. Montrez que 1 P e

1
X — po sont dans (E, +, .) et en forment une base.

32 Jon se place dans l’espace vectoriel (E, +,.) des applications continues de R dans R. Montrez que {f | f(1) = 0}
et {x — a.x | a € R} sont deux sous-espaces vectoriels de (E, +,.) et donnez la dimension d’un d’entre eux.
Montrez qu’ils sont supplémentaires dans E.

_>
<3321 © On note P le plan de (R3, —|—,_)>d’equat10n x4y —2z = 0, D la droite de vecteur directeur i + ¥ etD la
%
droite de vecteur directeur j + k.
Montrez : R3 =P @D =P @ D’ (et ne simplifiez pas en D = D').

1 4
Onpose @ = ( ) ( 2 ) ( 3 ) . vérifiez que c’est une base de (R3, +,.).
6 7




Existe-t-il un sous-espace vectoriel qui soit supplémentaire a la fois de Vect(a@, b ) et de Vect( ') ?

%
b
—
Existe-t-il un sous-espace vectoriel qui soit supplémentaire a la fois de Vect(?, b)etde Vect(d,)?
—
Existe-t-il un sous-espace vectoriel qui soit supplémentaire a la fois de Vect(@’, b ) et de Vect(@, ') et méme de

%
Vect(b,7T)?

I&I Résolvez x* — 4% = 17.

<362 ] L'application P(X) — P(X + 1) est un endomorphisme de (R[X], +,.).
Donnez sa matrice de la base canonique vers la abse canonique.
Donnez sa matrice de la base canonique vers la base (X2, (X + 1)2, (X +2)?) apreés avoir vérifié que c’est bien une
base de (Ry[X], +,.).

+
111
Existe-t-il une base B telle que sa matricede Bdans Bsoit [ 0 1 1 |?
0 01

Passez de la premiere situation a la Commencez par  transformer
seconde ; les mouvements autorises cette portion d’échiquier en

. . graphe (les sommets sont les

sont ceux des cavaliers, et deux cavaliers
- cases, deux sommets sont relieés

ne peuvent occuper la meme case. si on peut passer d'une case a

l'autre par un saut de cavalier).




Retrouvez l'aire du
troisieme carre (oui,
c'est un indice, ce

. sont des carres).



