+0c0
Calculez Y Min(2", 2025.2°"),
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n=0
On a une infinité de termes. C’est une série. On va commencer par travailler a horizon fini N et on verra si les

sommes partielles ) Min(2", 2025.27") tendent vers quelquechose quand N tend vers l'infini.

n=0
202
On voit que Min (2", 2025.27") peut valoir 2" ou gn5.

On voit méme qu’a partir d’une valeur de n convenable, ce sera

qui sera le plus petit.

2025 . . . L .
On résout donc o < 2"d’inconnue entiere 1. On trouve apres passage au logérithme (ou estimation directe par

les puissances connues, ou usage d'un tableur si on est au college) :

\ n o[ 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | n>6] jusqualinfini |
2" 1 2 4 8 16 32 64 128 2n
202

2025.27" 2025 | 1012.5 | 506.25 | 253.125 | 126.5... | 63.2... 31.6 15.8... %

2025 2025 2025

Minimum 1 2 4 8 16 32 % % on
Puisque N est destiné a tendre vers I'infini, on peut supposer N > 6 et couper par relation des Chasles
N 1 1
, 2025 26~ pN+1
Y Min(2", 202527 Z 2" 4 Z =63+2025.2 21
n=0 1—=
2
On tient une valeur explicite et elle a une limite quand N tend vers +oco
+ + !
X = 2025 26 4041
Y Min(2", 2025.2°" Z 2+ ) S =6 20052 =
n=0 1—=
2

La valeur en soi n’a aucun intérét. Les maths sont donc finalement tout sauf de l'art. En effet, ce n’est pas le
résultat qui importe mais le chemin pour y parvenir.

1 2
2 4
noyau. Est il surjectif ? Déterminer son rang.

On pose A = ( ) Montrez que M — A.M est un endomorphisme de (M3(R), +,.). Déterminez son

Attention, on a dit (M2(RR), +,.). On étudie donc ( ; { ) — ( ; i ) ( X ¥ )

La matrice obtenue est aussi 2 sur 2. Endo !
Et la linéarité repose sur A.(«.M + B.N) = «.A.M + B.A.N.

2 4
ici, le noyau est fait des matrices dont les deux colonnes sont dans cet espace.

Si I’on ne résolvait que ( 12 ( ch ) = ( g on trouverait Vect(( _21 ))

2 0 0 2
Ker(M — AM) = Vect(( 10 > , ( 0 1 ))
Ce noyau est de dimension 2.

L’ensemble de départ est de dimension 4.
L'ensemble image est par soustraction de dimension 2. L’application n’est pas surjective de (M (RR), +,.) dans lui



a2

méme.

Son rang vaut 2. Les matrices images ont toutes une dixieme ligne qui est le double de la premiere...

Mais le rang de A vaut 1.

On donne A = < } _31 ) etB = < _22 (1) >.Déterminez les dimensions des ensembles suivants en donnant

a chaque fois une base :
Ca={Me M(R) | AM = MA} Cg = {M € Ma(R) | BM = MB} C4NCp Ty = {AM—-MA|M €
Mz(]R)} et T4 NCp.

Pour le commutant de A !, le plus simple est d’en revenir aux coefficients.

Onégalise(1 3 ).(a b)et<a b )(1 3 )

1 -1 c d c d 1 -1

On a quatre équations pour quatre inconnues. C’est bon signe, mais si le systéme ne dégénérait pas, il n'y aurait
que la solution nulle. Or, on sait qu'il n'y a pas qu’elle.

C’est donc que le systeme dégénere (et ’est normal, car on a par exemple Tr(A.M) = Tr(M.A) qui nous enléve
une équation).

Et on sait méme que I, et A seront solutions.

L’espace des solutions est au moins de dimension 2.

C’est donc que le systéme dégéneére d’avantage que d’"une équation perdue.

On en perd au minimum deux.

Peut on en perdre trois ? les quatre équations seraient alors proportionnelles. Ce n’est pas le cas.

Le systeme de quatre équations va donc donner un espace de dimension supérieure ou égale a 2 (présence de I et
A)

et strictement inférieure a 3 (sinon quatre fois la méme équation)

L’espace des solutions est de dimension 2, et les deux éléments I, et A en forment une base.

Oh la vache. Je viens de tout faire sans calcul. C’est le physicien qui sommeille en vous qui doit étre surpris. Il n’a rien vu
venir. Et le matheux qui vit en vous doit jubiler.

Bref : Cy = {M € My(R) | AM = M.A} = Vect(L,, A}

Mais bon, je vais le faire fagon éleve de Sup (et donc bon éleve), en me tapant le systeme.
On a donc obtenu

a +3.c = a +b
1 3 a b\ _ (ab 1 3 a —c = c +d
(1—1><c d>_<c d>'(1—1)‘:’ b +3d = 3a —b
b —-d = 3.c —d
a +3c = a +b
Remarque : | Comparez mon écriture du systeme avec a2 —e = ¢ +d
’ b +3d = 3a b~
b —d = 3¢ —d

Comprenez vous pourquoi je dois non seulement vous apprendre a calculer juste (ca vous le
faites sinon vous auriez moins de trois de moyennes toutes matieres scientifiques confondues),
mais aussi vous apprendre calculer proprement.

Ne vous contentez pas de «j’ai toujours st résoudre mes systémes méme sans les présenter bien ».
Faites l'effort de casser vos MAUVAISES habitudes (pléonasme ?). Acceptez 'idée que vous
pouvez rendre vos méthodes et calculs rigoureux et lisibles avec de petites idées a la con.

On poursuit :

a +3.c = a +b 3.c = b

a —c = c +d a = 2.c +d
b 134 = 34 —b < b 4134 = 3a
b —d = 3.c —d b = 3.c

1. puisque tel est le nom de I'ensemble des matrices M vérifiant A.M = M.A



On va pouvoir effacer une équation.
Re-remarque : | Vous aviez quatre équations, il n’en reste plus que trois.
Votre cerveau doit tout de suite réagir : il s’est passé quelquechose.
I est MILLE fois plus important que vos réflexes soient la dessus :
«combien d’équations » (une question de dimensions)
plutdt que « quand il passe de 1'autre coté, c’est 3.c ou -3.c ? ».
Les deux équations du milieu sont a leur tour équivalentes. Il n’en reste que deux :

a +3.c = a +b
—c = c +d b = 3¢
b 13d = 3a —b S 4 = 2¢ 4d
b —-d = 3.c —d

Le travail est fini. Quatre inconnues, deux équations, dimension 2 (ah zut, je refais des maths au lieu de faire du

calcul).

On a la forme des matrices : ( Z'C:rd 30.10 ) qu’on écrit méme c.( ? 3 > +d. ( é (1) )

10 01
Si vous savez mener proprement ces étapes, avec des équivalences et non des implications qui se barrent en couille, si vous séparez en base
a la fin, vous avez le niveau naturel d'un éléve de Sup... Si ce type de question dépasse votre entendement, que faites vous ici ? Et comment
avez vous eu votre bac ?

Une base est alors (( 23 > , < 10 )) et notre espace est de dimension 2.

Remarque encore : | On a obtenu Vect(( 23 ) , ( 1o )) par cette méthode parfaite.

10 0 1
, G 10 1 3
Avec ma méthode de matheux pur, j’avais obtenu Vect( 01 /) U1 4 ).
Sont ces les mémes ?
) (1 0\ _ (23 10 1 3\ _ . (23) .(10
Reponse.(O 1>—0.<1 0)+1.<0 1)et<1 1)-1.(1 O) l.<0 1)

pour un sens.
Et vous avez les formules de changement de base dans 1’autre sens.
Pour Ie commutant de B, on trouve Vect(Ip, B).

EtpourC4 NCg?
On sait que c’est un espace de dimension 0, 1 ou 2.
On sait que B est dedans. Sa dimension vaut au moins 1.
Peut elle valoir 2 ? On aurait alors C4 = Cp. Et A qui est dans C4serait dans Cp.
Or, « A ne commute pas avec B ».
On s’arréte a la dimension 1 : C4 N Cp = Vect(Ip).
Attention : | Une réponse ratée pour une intersection de sous-espaces peut étre :
A =Vect(u, 7) et B=Vect(, W) donc ANB = Vect( ).
En quoi la ligne ci dessus est elle une énorme connerie ?
Ona certes i € ANBetdonc Vect() C ANB.
Mais on a peut étre d’autres vecteurs encore en commun. Si une combinaison de \vu et K4
coincide avec une glomlglalson dej et_? SN . N
Tenez : Vect( i, i + j)NVect(i,2.i —3.j )neseréduitpasa Vect( i ).
Si vous n’abordez les exercices qu’avec le point de vue formel et non géométrique, vous écrivez
des bétises avec une candeur de premier communiant.
Pour ce quiestde Ty = {A.M — M.A|M € M(R)}, on a la forme générale de ses éléments :

1 3 a b\ (ab 1 3 B 3c—b —3a+2b+3d
1 -1 )" \c d c d)'\1 -1 /) \a—-2c—d b—3.c

Les naifs diront alors « dimension 4 ».
Pauvres de naifs. Ils auraient alors (M, (IR), +,.) tout entier. Alors que les matrices en A.M — M.A ont forcément
une trace nulle, et ne recouvrent au mieux qu’un sous-espace de dimension 3.

Ce qu’on peut dire avec rigueur et calme, c’est

e (3 9 (3 )5 %) (% 1)
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La dimension est inférieure ou égale a 4.

Mais on élimine de la famille les vecteurs inutiles : le dernier est colinéaire au premier.

TA_VeCt((? _03>(_01 i)(—gz —03))

la dimension ne dépassera pas 3.

. . 0 -3 -1 2 3 0 0 0
Ma1sonaauss12.(1 0 )+3.( 0 1)+<_2 _3) (O 0)

On peut encore en effacer une : T4 = Vect(( (1) —03 )/( —01 ? ))

Cette fois, les matrices sont indépendantes. La dimension vaut 2.

T4 N Cp est de dimension 0, T ou 2.
Enfin, non, pas 2 car on n’a pas T4 = Cp (I est dans Cp mais pas dans T4 car T4 est inclus dans 1’espace des
matrices de trace nulle).

Existe-t-il une matrice non nulle a la fois dans T4 et Cp (si c’est le cas on aura une droite, sinon, on aura {025 }).
Peut on trouver g, b, c et d vérifiant

(07 ) ()=l v) (5 9) (0 o)

On note que ceci revient a se demander si la famille des quatre matrices est libre...
Et a se demander si elle engendre (M3 (RR), +,.). Ce qui donnerait T4 + Cg = M»(R), de dimension 4.

Allez, tous calculs faits : To N Cp = {022}.

1
Montrez que P — P(0), P — P/(1) et P — / P(t).dt sont des formes linéaire sur (Ry[X],+,.) (notées ¢,
0
pet ).

Trouvez P vérifiant (¢(P), ¢(P), ¢(P)) = (1, 0, 0).
Trouvez P vérifiant (¢(P), ¢(P), ¢(P)) = (0, 1, 0).
Trouvez P vérifiant (¢(P), ¢(P), p(P)) = (0, 0, 1).
Trouvez P vérifiant (¢(P), ¢(P), ¥(P)) = (0, 0, 0).

Montrez que (¢, ¢, 1) est libre.

Ces applications sont bien définies.

Elles prennent un polyndme et associent un réel. Elles vont de (Ry[X], +,.) das (R, +, .).
Pour la linéarité, j’écris en une fois : P et 4 donnés ainsi que « et B, on a bien

(a.P + B.Q)(0) = a.P(0) 4+ B.Q(0), (a.P + B.Q)'(1) = a.P'(1) + B.Q'(1) et la derniere.

Conseil : utilisez P et g, et non pas P et P’.

1
Premiere requéte : P doit vérifier P(0) =1, P/(0) = 0 et / P(t).dt=0.

3.X2
On résout un petit systeme et on trouve | Py(X) = — 3.X + 1 |(vérifiez).
3.X2 X 3.X2
Le second systéme donne| Py (X) = 4 T3 et le dernier| P> (X) = 5 +3.X

Et le dernier ? Il donne le polynome nul.

|Montrez que (¢, ¢, ) estlibre. |

Pour la liberté de ((p, ¢, ) on se donne w, B et 7y et on suppose a.¢ + B.¢p + v = 0 (forme linéaire nulle). Objectif
ca=B=9=0.2
Comme c’est vrai pour tout polyndme, on peut étre tenté d’écrire
Y(a,b,c), (.9 + B+ 7)) (aX>+bX+c) =0

2. pensez dans ces petits raisonnements a indiquer votre objectif




et d’en déduire des choses.

Mais comme c’est vrai pour tout polyndme, c’est vrai en particulier pour Py, P; et Ps.
Pour Py, cela donne «.1 + .0+ .0 =0. D'oua =0.

Et pour P; ? On trouve § = 0.

Et pour P, : oui, c’est 7.

Les trois polynomes Py, Py et P, forment d’ailleurs une base de (Ry[X], +,.)
(pour la liberté, partez de a.Py + b.Py + c.P, = 0 et appliquez ¢, puis ¢ puis ).
On les appelle « base duale de (¢, ¢, P) ».

24> 1| Soient ( ui, u_>2, @, u_>4, u5) cinq Vecteurs d’un espace vectoriel (E +,.). Montrez
dim(Vect(irg, 13, u3)) — 3 = dim(Vect(irg, 3, u3, s, us) —
On ne sait pas si la famille initiale est libre (et donc ses sous familles uussz)
Notons que si elle l'est, alors Vect(ul, 72, us3, 74, u5) est de dimension 5 et Vect(ul, u_2>, ug) est de dimension 3
(a chagque fois, la famille citée est une base de I’ espace ve vectoriel qu’elle engendre) et la formule demandée est une égalité.
Sinon, si elle est liée, la dimension de Vect(ul, u_2>, @, u_>4, u5) descend d’au moins une unité, tandis que celle de
Vect(LTf, 172>, LT%) ne descend pas forcément (exemple : - UL est combinaison de Vect(ul, s, 3, u_>4) mais (u_{, 3, 13, u4) est
libre...).
On écrit
Vect (itf, u3, W3, 3, u§) = Vect(uj, u3, u5) + Vect(u, u3)
(somme pas forcément directe).
On passe aux dimensions :
dim(Vect (1}, u}, 13, ug, u3)) = dim(Vect(irg, 13, u})) + dim(Vect (i, u3)) — dim(Vect (i}, u3, u3) N Vect (i3, u3
On majore :
dim(Vect(iri, w3, 13, ua, 12)) < dim(Vect(i, 3, i3)) + dim(Vect (i3, 1))
On majore encore :
dim(Vect (i}, w3, u3, s, ut)) < dim(Vect(i, u3, u3)) +2
On remplace : dim(Vect(ir, u3, u3, s, u3)) < dim(Vect(ir, u3, u3)) +5—3.
On fait passer de 'autre coté et c’est fini.
Le résultat se généralise dim(Vect(ui, ..., u;)) —k > dim(Vect(ui, ..., ui,..., uy) —n.
232 1| Q Faites en une famille liée dans 1’espace vectoriel des matrices de format 2 sur 2 dont la trace est nulle :
( 15 =2 7 5 6 )
6 ¢ 2 )'\3 -5 /)"\7 -3
Bon, il faut déja que ce soient des matrices de trace nulle :
( 1 5 -2 7 5 3 6 )
6 -1 )’ 2 /)7\3 =5 )"\7 =3
Et ensuite ?
. . 1 0 01 00 . .
Facile, ce sont quatre matrices dans Vect( 0o -1/ Vool L1 o0 ) (dimension 3).
Quels que soient les coefficients choisis, la famille est liée...
260>

GeCwmage e Amey
. BANACH-TARSKI !




Ce probleme a pour objectif de mettre en place des outils qui servent a établir le théoreme de Banach-Tarski
(qualifié aussi de paradoxe car il va a I'encontre du “bon-sens” des qu’on accepte quelques points de la théorie des ensembles) :

on peut découper Sucri en cinq morceaux (mathématiquement définissables, mais physiquement irréalisables) qui, une
fois ré-assemblés donnent deux Sucri de méme taille.

1 1 2 2 1 1 2 =2
On définit| S = 3 2 -2 1 etR = 3 2 1 2
2 1 =2 2 -2 -1

Bien sfit, il ne s’agit ici que d"une partie de la démonstration, mais si vous lui appliquez une bonne transforma-
tion, vous la dédoublez, et si vous recommencez, vous finirez bien par avoir la démonstration entiere. Mais je
vous préviens, a un moment il faut utiliser ’axiome du choix pour prendre un représentant par classe d’équi-
valence des isométries modulo les sous-groupes qu’on définit ici. Il y a des éléments dans 1’épreuve de Capes
2004, dans le livre de Michel Wirth et dans un vieux livre de Jean-Marie Arnaudies.

~0) | Calculez le déterminant de chacune. Calculez S?, R?, R.IR, S.R et R.S.
On calcule les premiers produits demandés :

10 0 L[ 1 8 4 L[ B 2 10
$2=101 0 RR=- 8 1 —4 R3S = _—. 2 25 —10
00 1 P\ 4 4 —7 27\ 10 10 23
10 0 L[ 1 48 1.0 0
SR=[0 0 -1 Rs=-. 8 4 1 RIR=[0 1 0
01 0 P\ -4 7 4 00 1

On peut déja dire : R.S # S.Ret S? = I.

1
On n’oublie pas de multiplier les 3 devant les matrices.

Pour le déterminant, il y a un piege grossier qui vous est tendu : det(a.M) = a>. det(M).

1 2 2 1 2 2
C’estainsiquesiontrouve | 2 —2 1 | =27, ona quand méme det (§ 2 =2 1 ) =1
2 1 =2 2 1 -2

De méme [det(R) = det(S) = 1}

D'ailleurs, quand on a S* = I3, on a sans tarder det(S)? = 1, ce qui ne nous laisse que peu de choix...

~1) | Montrez que 1 est valeur propre de S en donnant au moins un vecteur propre.

1 2 2 x X
Si on cherche un vecteur propre de S de valeur propre 1, onrésout | 2 -2 1 v | =31y | Le
2 1 =2 z z
2y 2
systéme dégénere et on trouve les vecteurs de la forme y |.On garde un générateur 1 (facile a vérifier).
Yy 1

~2) | Montrez que S admet une valeur propre double mais se diagonalise quand méme. |
Ensuite, nul besoin de chercher loin I'autre valeur propre.

Seul I'éleve bourrin (ou sage et peu imaginatif) va se lancer dans le calcul du polyndme caractéristique “parce que c’est
comme ¢a qu’on a fait une fois dans le cours, alors je fais toujours comme on a fait la premiere fois”. Si je faisais
tout comme je I'ai fait la premieére fois, ma femme m’aurait quitté depuis longtemps...

On nous dit qu’il y a une valeur propre en double. Or, la somme des valeurs propres est la trace (M et D ont la
méme trace) : 14+ A+ A = Tr(S) = —1. C’est donc que l'autre valeur propre cherchée vaut —1.

Si malgré tout vous avez développe det(S — A.I3), vous avez dii trouver —A3 — A2 + A + 1, et vous avez dil trouver aussi le

chemin de la salle de PC.
1 2 2 x X
On cherche les vecteurs propres associés : | 2 -2 1 A v |=-3]vy
2 1 =2 z z

Grosse dégénérescence :2.x +y +z = 0. On a un plan de vecteurs propres. Alors on se laisse aller a y prendre deux



1 1 2 -1 0 O
vecteurs indépendants, plus le vecteur propre de valeur propre1 :|P= | —2 0 1 |etD = 0 -1 0
0 -21 0 0 1
1 (1 2 2 1 1 2 -1 -1 2 1 1 2 -1 0 ©0
On vérifie 3 2 =2 1 -2 0 1 )= 2 0 1 |= -2 01 0 -1 0
2 1 =2 0 -2 1 0 2 1 0 -2 1 0 0 1
La matrice S se diagonalise en dépit de son spectre [—1, —1, 1].
~3) | Montrez que le groupe engendré par S pour la multiplication (plus petit sous-groupe de (GL,(R), o)
contenant S) est de cardinal fini.
Le sous groupe engendré par S est simple : {I3, S}
S est son propre inverse, et quand on effectue des produits, on retombe toujours sur S ou I3.
1~0) | Montrez que 1 est valeur propre de R et de 'R. Montrez que le plan d’équation x +y = 0 est
stable par R (c’est a dire I'image de tout vecteur de ce plan est dans ce plan).
x 1
On résout R.U = U d’inconnue U et on trouve les vecteurs de la forme X (on retient le générateur ( 1 ) a
0 0

17+ V5.
moins qu’on ne préfere | 17 4+ /5.t |)-
0

Pour R, c’est amusant, mais le méme vecteur convient. Et ¢’est normal.

On a trouvé : RR = I3 d’ott 'R = R~1. Ayant R.U = U pour le vecteur propre de valeur propre 1, on compose
par R! : U = R~1.U. On reconnait que U est vecteur propre de R~! de méme valeur propre 1.
En toute généralité, si U est vecteur propre de R de valeur propre A, alors il est vecteur propre de R¥ de valeur propre A¥, méme pour k

négatif.

x —x—2z
Prenons ensuite un vecteur de la forme [ —x | et calculons son image : . x+2z |].Il vérifie encore
b4 4x—z

“somme des deux premiéres composantes nulle”, il est resté dans le plan.

I~1)| Calculez R?, R3 et exprimez R® comme combinaison linéaire de R?, R et I3.

On a calculé les puissances, on cherche la combinaison :

y R’ \ a.R* \ b.R \ cl3 \
1 25 2 10 4 1 8 4 p (12 2 1 00
77 2 25 -10 5 8 1 —4 3 2 1 2 cc{ 010
-10 10 23 -4 4 -7 2 -2 -1 0 0 1
Les termes hors de la diagonale nous informent vite :24.a +18.b = 2 et 12.a — 18.b = 10.
On trouve a = 3 eth = — 3 (on vérifie dans les autres cases), et on complete ¢ = 1.
R* R
Onrésume :|R3 = — — = +1]
[ 3 3 ' 7

I~2) | Déduisez que les puissances de R (d’exposant positif comme d’exposant —1) sont toutes dans
Vect(I3, R, R?).

On en déduit que R3 est dans Vect (I3, R, R?) (et évidemment, I, R et R? y étaient déja).
Par une récurrence forte, on va montrer que les R" y sont tous.

Supposons pour un 1 donné que tous les RF de R® a R” sont dans Vect(I3, R, R?).
Objectif : R"*! y est aussi.

2 R™ Rnfl
Or, en partant de R® = % - ? + I3 et en multipliant par R"~2, on a E{n"'l = 37 3 + Rn_%

Chacun des termes du membre de droite est un élément de Vect(I3, R, R?) par hypothese de récurrence forte.




Par stabilité de I'espace vectoriel engendré, R" 1 y est aussi.

La clef était donc une récurrence. Mais pas une petite récurrence n a # + 1 mais une récurrence forte (ou pour le moins
a triple hérédité) de n — 2, n — 1 et n a n + 1. On n’a pas de formule explicite pour R" en fonction de I3, R et R? mais
c’est jouable, par étude de suites récurrentes linéaires.

Il manque le cas des exposants négatifs. On sait que R est inversible, et son inverse est 'R.

Mais ceci ne nous renseigne pas sur I'écriture comme combinaison de I3, R et R%.
Mais on a vu la méthode dans le cours (ou en T.D., mais il faut étre bas de plafond pour se dire “ah si c’est en TD et pas
dans le cours, c’est pas a connaitre”).

2 R I
On isole R3 — % + g = I;. On multiplie par R™! (qui existe) :[R2 ) + 53 = Rl}

On a gagné, R~! est combinaison de I3, R et R?.

Et mes grands presque ennemis qui ne pensent qu’a calculer avant de raisonner auront calcule R~ et auront posé un systeme
qu’ils auront résolu. Preuve qu’on peut méme réussir quand on n’a pas de cerveau. D'ailleurs, il suffit de regarder ceux qui
veulent nous gouverner.

On notera qu’on pourrait reprendre le méme raisonnement et montrer que chaque R~ est aussi dans Vect(I3, R, R?).

t i
[~3) | Montrez que la suite (Tr(R")) vérifie t, 13 = n; £ _ ”; L pour tout #.
R 2 R+1
On repart de notre formule obtenue par multiplication : | RT3 = 3 T3 +R"
1 1
On passe a la trace, linéaire : Tr(R"*+3) = g.Tr(R”JrZ) - g.Tr(R”H) + Tr(R").
tyio — tye1 + 3ty 1 -5 73
On a donc, en posant Tr(R") = t,, : t, 3 = -+ et| tg=3|tH==|th= — | 3 = —
o 3 ° P73l 9 [ ° 7
[~4) | Déduisez : Tr(R") = 1 + 2.cos(n.Arcos(—1/3)).
7 . z . 2 e 7z . s . . 3 )\2 - )\ + 3
C’est une suite récurrente linéaire d’équation caractéristique A° = — s

On cherche les racines de 3.X3 — X? 4+ X — 3. On factorise en (X — 1).(3.X2 +2.X + 3).
—1+i2.V/2 (1o i.2./2
e

On a trois racines distinctes :| 1,

3 3
—1+i.2. n —1—1i2.4/2\"

Le cours nous dit que t, est de la forme a.1" + b. <+;\[) +c. (#) ,avec b et ¢ conjugués.
On constate avec les données initiales encadrées ci-dessus :a =b =c = 1.
Onadonct, =1"+ (W) + (#) pour tout n.

, > o 1, . 2./2
Mais quel rapport avec ’énoncé ? Si on pose 6 = Arccos(—1/3), ona cos(f) = — 3 etsin(f) = =

. n . n
On reconnait bient, =1+ (81‘9) + (e”'e) pour tout n.
Par formules de Euler et Moivre : [tn =142 cos(n.())}
2

D’ailleurs, au passage, on avait X> — X? + % —1=(X-1).(X>+ %X + 1) et on retrouvait nos polyndmes X> — 2.cos(0).X + 1

croisés des le mois de septembre.

v
I~5) | Montrez que Tr(M") est, pour n dans IN*, un rationnel de la forme 3—Z avec v, entier, congru a 1

modulo 3.
Ce n'est pas avec la forme t, = 1+ 2.cos(n.0) qu’on montre que les t,, sont tous rationnels, sauf a utiliser les polynéme d’un certain
Pafnouti Tchebitchev.

Mais par récurrence simple, on montre que R" est dans M3(Q) pour tout n.

La trace est donc une somme de rationnels, c’est un élément du corps (Q, +,.).




On sent d’ailleurs les 3 qui vont s’accumuler au dénominateur. Mais pourquoi ne disparaitraient ils pas tout a
coup, comme dans

On pose v, = 3".t;. On va montrer que les v, sont tous des entiers. On a vgp = 3, v7 = 1, v, = =5
t —t 3.t
et v3 = 73. C'est bien parti. On part encore de t,43 = 2 ’;”1 R et on multiplie par 3"*3

[vn+3 = Upy2 — 3.0p41 + 9.0@
Une récurrence a triple hérédité dit que ce sont toujours des entiers.
On réduit modulo 3 : v,13 = v,.1 [3].

Les vy sont tous des entiers de méme congruence modulo 3 :| v, = 1 [3]|pour tout 1 (au moins pour n powvant s'écrire
k + 3, ce qui explique que n = 0 soit a part).

I~6) | Montrez que le groupe engendré par R pour la multiplication est de cardinal infini.

U
Les rationnels ¢, sont de la forme —Z avec v, = 1 [3]. Ils ne se simplifient donc pas.

Ils ont donc tous des dénominateurs différents.
Ce sont donc des rationnels tous différents.
Les matrices R" sont donc toutes différentes. Et il y en a une infinité. Le groupe {R" | n € Z} est bien infini.

Pratiquement, ce sont des rotations de (R3,+,.) ayant toutes le méme axe et des angles en n.Arccos(—1/3). Comme
Arccos(—1/3) n'est pas un multiple rationnel de 71, on tombe sur des angles tous différents, méme en réduisant modulo
2.7

II~0)|On admet que les éléments du sous-groupe G engendré par S et R sont de la forme
SP.R".S.R®2.S.R% ... R% .5 o1 les a; sont des entiers relatifs, et oli p et q valent 0 ou 1 (par exemple
S.R%.S.R73.S ou R5.S.R7.S ou R8...). Montrez que les éléments de G ont tous au moins une valeur
propre réelle (imaginez le graphe du polynéme caractéristique d'une matrice de taille 3).

L'idée est de former toutes les matrices qu’on peut avec R et S. On va avoir toutes les puissances de R, et toutes les
puissances de S. Mais les puissances de S ne sont que deux : I3 et S.

Comme R et S ne sont pas permutables, quand on met bout a bout des R et des S un peu au hasard, on n’a pas de
simplification (hormis si deux S sont cote a cote).

Chaque matrice M de G est de taille 3 a coefficients réels.

Son polyndme caractéristique est de degré 3, de la forme —A3 +
Tr(M).A? — Miny(M).A + det(M).

C’est un polyndme de degré 3 a coefficients réels.

Par théoreme des valeurs intermédiaires avec comportement a -
I'infini, on trouve qu’il y a une ou trois racines (ou méme une e
simple et une double en cas critique). )

HOBHDEH" DBt E

On peut retenir que toute matrice réelle de format impair admet au moins une valeur propre réelle.

II~1) | On prend M dans G de la forme SP.R%1.S.R%.S.R% ... R%.S4, simplifiez ' M. M.

On prend M dans G, elle est de la forme M = SP.R"1.S.R*2.5.R% ... R% .51,
On calcule sa transposée : ‘M = (§1).f(R%).FS.F(R%-1) ...} (R™).}(SP) (regle : '(A.B) =! B.LA).

t
On effectue : 'M.M = ( (89).H(R%).tS.H(Raa-1) .. ! (Ral).f(sp)) . (sp.Ral.s.Ruz . Rad.sq)

Par associaitivité, on regroupe ceux du milieu : f(5?).S? en étudiant les deux cas possibles : ’

Le terme du milieu se simplifie : 'M.M =t (S7).f(R%).tS.F(R%-1) .. F(R™).R".S.R%...R%.S.

Cette fois, on a {(R?).R". C’est 'R./R...!R.R.R...R. Chaque rencontre ‘R.R donne 5. Et au final, il ne reste plus
rien la encore.

Dans ‘M.M =t (§7).f(R%).!S.}(R%-1)...S.5.R® ... R%.57 les S.S se simplifient a nouveau.

On a derechef une rencontre {(R%).R* qui donne encore I.

Bref, tout se simplifie étape par étape grace a !S.S = I3 et {(R?).R? = 3.



10

Finalement :

II~2) | Déduisez pour tout vecteur propre de M, noté U de valeur propre A : ‘{U.U =' (M.U).(M.U) =
A2tuu.

On prend un vecteur propre de M de valeur propre A. On traduit : M.U = A.U (vecteur colonne).

On transpose : {(M.U) = A.!U (le réel A passe au travers) : vecteur ligne.

On multiplie : {(M.U).(M.U) = ALU.AU = (A)21U.U (le réel passe encore au travers).

On vérifie les formats : ( V. * )< : ‘:' )( ; : )( Z ) =A% (Vv « )( Z ) = A2 (#) = reel
Ensuite, on a {(M.U).(M.U) = (‘U.!M).(M.U) =t UIM.M.U =! U.I;.U =" U.U.

I1~3) | Déduisez que 1 est toujours valeur propre de M. |

Par transitivité : 'U.U = A2!U.U.
On a envie de simplifier : 1 = A%.

X1
Iy a un détail a surveiller :le réel {U.U est non nul. Et ¢’est une somme de carrésderéels ( x1 ... X, ).

Xn
n
Z (x¢)?. Comme le vecteur est non nul, cette somme est non nulle.
k=1
On a donc bien A? = 1.
Les seules valeurs propres possibles pour une matrice de G sont —1 et 1 (en tout cas pour ce qui est des valeurs propres
réelles).

II'nous reste a prouver que les éléments de G ont pour valeur propre 1.

On sait déja qu’ils ont au moins une valeur propre réelle. Mais on ne sait rien des deux autres.
On va distinguer deux cas :

e les trois veleurs propres sont réelles

on a vu qu’elles ne pouvaient valoir que 1 ou —1

or, leur produit vaut 1 (déterminant)

il n’est donc pas possible que les trois valeurs propres vaillent —1 (produit égal & —1)

il y a donc au moins une des valeurs propres qui vaut 1

e il y a au moins une valeur propre non réelle

mais comme le polyndme caractéristique est a coefficients réels, le conjugué de cette valeur propre est aussi valeur
propre

comme il y a une valeur propre réelle, le spectre est du type [réel, complexe, conjuguél

le produit des valeurs propres vaut 1 (déterminant) : réel.carré du module du complexe=1
le réel ne peut donc pas étre négatif

par élimination, la valeur propre vaut 1

Je résume : spectre d’un élémentde G :[ [1,1, 1] [ [1, -1, 1] [ [1, 2, Z] |

En fait, les éléments de G sont des rotations, comme produit de rotations.

Et une rotation de R3, ¢a a toujours un axe, et cet axe, c’est la droite de valeur propre 1.

Attention, quand on compose deux rotations d’axes distincts, on obtient une nouvelle rotation dont I'axe n’est pas facile a
déterminer.
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III~0) | Retrouvons ici pourquoi I'angle Arccos(—1/3) intervient en mathématiques, en physique et en
chimie, avec le tétraedre (le chimiste I'écrit 109°47 et des poussieres car il adore apprendre par coeur des trucs
approximatifs et de surcroit caballistiques quand il est si simple de les retrouver en une ligne). Un tétraedre a pour
sommets Ag a Az avec tous les A;A; égaux, et pour centre de gravité G.

Simplifiez (GAg + GA1 + GA; + GA3), développez IS
(GAg + GA] + GA, + GA3).(GAg + GA] + GA; +
—
GA3).
— =
Concluez : (GA;, GAy) = Arccos(—1/3).

Vérifiez que c’est aussi 2. Arctan(+/2).

Pour l'obtenir d’une autre fagon : Ag(2, 0, 0),
AO(_lr \/gl 0)/ AO(_]-r _\/§/ O) et A3(01 0/ 2\/5) Vé- oy
rifiez que les A;Ay sont tous égaux. Donnez les coor- G0 1
données du centre de gravité G. Retrouvez le cosinus de
GA;, GAY).

’angle (

On a quatre points de Ap a A3 et leur centre de gravité (c’est a dire leur moyenne).

Par définition méme de l'isobarycentre, le vecteur GAg + GA1 + GAz + GAj3 est nul.

X0+ X1 +x2+Xx3 )

Sinon, on note (xx, Yk, zx) les coordonnées de chacun des points, on sait que G a pour coordonnées ( 1

et le calcul confirme la chose.
Bref, GAyg + GA1 + GAy + GAjz estnul.

Dong, le produit scalaire (GAg + GA1 + GAy + GA3).(GAg + GA1 + GAy + GAj3) est nul aussi.
Mais quand on le développe, on a seize termes : Z GA;.GA.

i<3

k<3

Il'y a quatre termes a mettre a part : ceux oil i et k coincident : (TAi.GAi.

Mais, de par la position centrale de G, ces quatre termes sont tous égaux par symétrie des roles a |[GAg|>.

I1 reste ensuite douze termes avec i différent de j, qui mesurent non plus des normes mais des produits scalaires
de deux vecteurs de méme norme, faisant entre eux un angle inconnu.

Quoi qu’il en soit, par symétrie des roles, les douze termes ont la méme valeur G—>AOG—Aj> qu’on écrit aussi
|GAp|?. cos(a) ot a est I’angle qu’on retrouve entre tous les “rayons vecteurs”.

La grande somme vaut donc 4.|G Ag|? + 12.|GAg|*. cos(«).

Mais on a dit aussi qu’elle était nulle.

On simplifie, on fait passer de l’autre coté : cos(a) = —1/3.

2

! avect = tan(a/2). Onisole : 3.(1 — t?) = — (1 + t?) : #> = 2. On exxtrait

On rappelle la formule : cos(a) = Te

.t = /2 car a/2 est entre 0 et 77/2.

1
On a donc Arccos( - §> = 2. Arctan(V/'2)

On prend les points et on mesure les distances

] | (200 [ (-1,v3,00 | (-1,-v3,0)| (0,0,2.4/2) |

(2,0,0) 0 V3243 V3243 V22442
(-1,/3,0) | vV32+3 0 2.4/3 VI+3+42
(—1,—/3,0) | V32+3 2./3 0 V1+3+42
(0,0,242) | V22 +42 | V1+3+42 | V1+3+42 0
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Elles valent toutes v/12, on a bien un tétragdre régulier.

On détermine son centre de gravité en calculant la moyenne des

coordonnées : il est sur I'axe Oz : G(0, 0, V2/ 2).

On prend ensuite deux vecteurs issus de ce centre GApet GAj3 par
2 0

commodité : 0 et

0
—V2/2 3.3/2/2
3.2

On calcule leur produit scalaire : —3/2.

Déja, les deux ont la méme norme :

—

On rappelle : G—ASG—Ag> = |GAp|.|GA3|.cos (G_>0, G—)Ag,) etona- - —— _ |

encore un cosinus qui vaut —1/3.

Remarque : suivant la dimension 7, I'angle au centre de la “figure” réguliére a n 4- 1 sommets est

\ n=1 \ n=2 \ n=23 \ n \
| Arccos(—1) = rt | Arccos(—1/2) =2.71/3 | Arccos(—1/3) | Arccos(—1/n) |
\ segment | triangle équilatéral | tétraedre | ? \

— 2
On rappelle la formule cos(0) = 1_'_—:2 Avec cos(f) = —1/3, on aboutit a tan?(0/2) = 2.

On garde la valeur positive, car 6 est entre 0 et 77 (et §/2 entre 0 et 71/2) : /2 = Arctan(V/2).

a7

FORMES

n est un entier naturel donné, on note E I'espace vectoriel des polyndmes de degré inférieur ou égal a nn. On se
donne n + 1 réels distincts ag a a;,.
Montrez que chaque application P — P(ay) est une forme linéaire, notée ¢, .

Pour chaque polynéme P, la quantité P(a) existe et appartient a RR.
Pour P et Q donnés, ainsi que « et B, on a bien ¢,(a.P + B.Q) = a.¢.(P) + B.¢a(Q), qui d’ailleurs vaut
w.P(a) + B.Q(a).

On a bien pour chaque a une forme linéaire.

n
Montrez que ces formes sont indépendantes (on pourra utiliser par exemple H (X — ag)).
k=1

n
On part d’une relation du type ) ay.¢,, = 0 (forme linéaire nulle). On doit montrer que les a; sont tous nuls.

k=0
n

On traduit I'hypothese : Z . @a, (P) = 0 (réel nul) pour tout polyndéme P.

k=0
n
On pousse plus loins : Z ag.P(ar) = 0 pour tout P (sans le “pour tout P”, tout est perdu).
k=0
e Si on ignore I'indication de 1’énoncé, on regarde pour de polyndmes P bien choisis :
P(X)=1 &g +aq +... +ay =0
P(X)=X : wpag +a1.ay +...  Haga, =0

PX)=X oco.(ao)2 +¢x1.(u1)2 +... —i—ocn.(an)2 =0

P(X)=X" : ag.(ag)" +war.(a)” +... Hap.(an)" =0
1 1 . 1
ap a an
C’est un systeme de VanDerMonde en les inconnues «a, de matrice : ) (de taille n + 1 sur

(a0)"  (a1)" (@n)"
n + 1disons le). La matrice est inversible (je peux méme vous répéter son déterminant), I'unique solution est : tous les &y sont
nuls.

n
Mais on peut aussi utiliser 1'indication et introduire le polynéme H(X — ag). Oui, on ne va que de 1 a n. Il est
k=1
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n
donc de degré n et on est en droit de lui appliquer I'hypothése : ) ay.Py(a;) = 0. Comme presque tous les a; sont

k=0
n

racines de Py, il ne reste que wg.Py(ap) = 0. Comme Py(ap) vaut H((lo — ay), il est non nul, et il vient sans tarder :
k=1
g = 0.
Avec les autres polyndmes de Lagrange (puisque ce sont eux) :
[T (X —a) donne ;. J] (a0 — ax) = 0 puis a; = 0.
0<k<n 0<k<n
k#i ki

Bref, toute famille (¢q,, . . . ¢4, ) est libre dans le dual (L(E,R),+,.).

Déduisez 3(a, B,7) € R3, VP € Ry[X], P(4) = «.P(0) + B.P(1) + 7.P(2).
Or, ce dual est de dimension dim(E). dim(IR) c’est a dire n + 1.

Une telle famille est donc une base de (L(E,R), +,.).

Toute autre forme linéaire s’exprime d’une facon unique comme combinaison linéaire de ces formes fondamen-
tales.

Prenons comme proposé le cas n = 2 et les trois “formes d’avluation en un point ¢g, ¢1 et ¢,”. Elles forment une
base de I'espace des formes linéaires sur (Ry[X], +,.).

La forme @4 s’exprime a 1’aide de celles ci avec une écriture ¢4 = a.¢o + B.¢1 + 7.92.

En redescendant d'un étage : VP € Ry [X], (P) = a.¢o(P) + B.9¢1(P) + v.92(P)

Ceci ne raconte rien de plus que “quand je connais un polynoéme de degré inférieur ou égal a 2 en trois points, je
le connais partout”. Par exemple, si je connais P en 0, 1 et 2, je le connais en 4. Et les coefficients qui me permettent
d’exprimer P(4) a l'aide de P(0), P(1) et P(2) sont les mémes pour tous les polynomes P.

c =P(0)
L’éleéve qui aime calculer bétement part d"un syseme a +b +c =P(1) |, trouvea,betcpuis
da +2b +c =P(2)

calcule 16.a% 4+ 4.b + c.
Aimer calculer n’est pas un défut du tout.
C’est aimer calculer bétement qui 1’est.

Que pensez vous du résultats VP € R3[X], 3(«, B, v, 6) € R?, P(3) = a.P(—1) + B.P(0) + 7.P(1) + 6.P(2).
On fait de méme en dimension 4 avec les polynémes de degré inférieur ou égal a 3. La forme ¢3 est combinaison
de ¢_1, o, 1 et @a (avec unicité).

Onadonc 3(w, B, 7, 6) € R3, VP € R3[X], P(3) = a.P(—1) + B.P(0) +v.P(1) + 5.P(2).

Et c’est mille fois mieux que

VP € R3[X], 3(a, B, 7, 0) € R3, P(3) = a.P(—1) + B.P(0) +7.P(1) + 5.P(2)

dans laquelle &, B, 7y et § dépendent de P (mais qui est juste, comme conséquence de la précédente).

1
Complétez : VP € Ry[X], /O P(t).dt = P(...).

1
La suite, c’est : la forme P — / P(t).dt est combinaison linéaire (simple) de formes P — P(a) et P — P(b)

0
quand on travaille sur le dual de (Ry[X], +,.).
Mais il y a mieux, en choisissant bien le point 4, les coefficients de
la combinaison sont 1 et 0.

On regarde pour un polyndome quelconque /0 1 (Ax 4+ p)dx =
A + p.

2 1

Pour tout polyndme de degré inférieur ou égala 1 : /0 P(t).dt =

P(5) .

Géométriquement c’est 'aire d"un trapeze.

{2#x+3)*charfun{abs{2sx=-1} < 1}
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1
Montrez : VP € Rs[X], / P(t).dt =
0

3
Pour montrer /1 P(t).dt = P(% - T2> +P(%) +P(% + %)

pour tout P de R3[X], quelle est la meilleure dé-

marche mathématique ?

Le calcul certes, mais raisonnable.

Comme c’est une formule “linéaire” (de chaque coté on a une forme linéaire en P), il suffit de la prouver pour les vecteurs
de la base canonique.

On va donc la prouver pour 1, X, X2 et X> et non pas remplir des lignes et des lignes avec des a.X> + b.X% 4+ c.X +d.
Je ne dirai méme pas que c’est une démarche de mathématicien(ne), mais tout simplement une démarche d’ingénieur qui découpe le travail
en tdches distinctes, a confier a différents services.

[ P(X) [ intégralede0a1 | P(a) + P(b) + P(c) ‘
1 1 3
1 1 2 1 1
X _ — + £ + — _ £
2 2 4 2 2 4
1 1 2 1
2 Z z -
X 3 (2 Ay Y T < f)
1 1 2\3 1 1 253
X3 - =+ — = =+ —
4 (2 + 4 ) + 8 i (2 i 4 ) . . 5
On voit que I'avant-derniere case necessite un calcul et donne — 1 + 16 + — 1 + — 1 + ( les double-produits se simplifient)

1
c’est a dire 1. La division par 3 redonne bien 3

Et la encore, un tableau m’a permis de rendre la chose claire, propre et intelligible.

P(...)+P(...)
7 .
Pour la derniere, je succombe a nouveau a mon vice :

1
Complétez : VP € Ry[X], /O P(t).dt =

1 1
5 | 3 £ +3. 1 2 2 V2
é13 4 4 216 64
1 1v2 12 2.v2
5| 37— | 352 | ——
8 4 4 5 2116 64 3
La somme vaut 3 + 6.E. On simplifie : 1 et on divise par 4. C’est acquis.

Bilan :la valeur de I'intégrale d’un polyndme de degré inférieur ou égal a 3 sur [0, 1], c’est la gentille moyenne de
P en trois points bien choisis, tous trois dans [0, 1], environ| P(0.15) [ P(0.5) [ P(0.85) |

Hélas, la formule n’est pas valable pour un degré plus élevé. Ou alors il faudra rajouter des points. Mais oi1 ? Je vous laisse deviner. Euh,
non, ne cherchez pas.

P(a)+ P(b)

T
On remonte aux polyndmes de degré inférieur ou égal a 2. On cherche a et b vérifiant / P(t).dt = 5
0

pour tout polynéme P. 11 suffit que ce soit vrai pour ceux de la base canonique.
| P(X) | intégrale [ moyenne | équation |

1 1 1 aucune
1 a+b
X = b=1
% 7 b = 3
2 1 a”+ 2,23
X 3 5 a‘+b 7
Le systeme se résout par substitution encore plus vite que par les formules de Viéte : % - ? % 4 ?

a8

f est un endomorphisme de (R", +,.) vérifiant f o f o f = 0 (application nulle). Montrez : rg(f) +rg(fof) <n
(pensez a la formule du rang).

Silona fofof=0alorsonaIm(f2) C Ker(f) (chaque f2(@) a une image nulle par f).

On passe aux dimensions : dim(Im(f?)) < dim(Ker(f).
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On rappelle ce qu’est le rang : la dimension de I'image, et on sort la formule du rang : rg(f?) < n —rg(f).
C’est fini.

|<191>I

Une matrice carrée de taille n est dite symétrique si ai-‘ = a;{ pour tout couple (i, k). Montrez que les matrices

symétriques de taille n forment un espace vectoriel (dimension ?).
Une matrice carrée de taille n est dite gentil-symétrique si elle est symétrique par rapport a la “seconde”

a b ¢ d
diagonale, comme ( e f £ ) Montrez que c’est un espace vectoriel de (M, (R),+,.) (dimension ?) noté
j h e a

Gy, Quantifiez ’appartenance a G, : af.‘ =a:.

Déterminez la dimension de G, N S;,. Déterminez la dimension de G, + S,.
Bon, pour « espace vectoriel », il suffit de dire que la matrice nulle est symétrique et qu'une combinaison de ma-
trices symétriques 1’est aussi.

Ou alors on l'écrit Vect(E{ + E; |i <j<n)avec Ef + E]i, qui a ses 1 en colonne i et ligne j et vice versa.
On notera qu’on peut prendre i < j, car pour i = j, on récupere les matrices « de la diagonale ».
j=2 =3

—.
|
—_

—_
o

I

—_
coN
coco
coo

Pour saisir en taille 3 :

SO oo~ O
SN OIC O
S ool o o

(el i) fe i)l e e)
O OOk O OO o
NO OO O or

. 1
La dimension est n + (n — 1) + ... + 1 ce qui fait M

Pour les gentil-symétriques, la dimension est la méme.
On peut se contenter de l'affirmer.

On peut aussi écrire le critere : ak = aZﬂ_f{
1 2 _ 3 _ n no_ gn
(obtenu par tatonnements ?1 _Z 1 a% = n=p 1 4= Tnd | — | In = O
ay = ay ay = a 1 et ainsi de suite
On peut donner une base : (voir ci dessous)
0 0 01
S o . 1 0 010
On peut donner une caractérisation : J,;.M est symétrique avec J la matrice «antidiagonale» : | = 010 0
1000
On retrouve sous cette forme que les deux espaces auront bien la méme dimension.
Pour I'intersection, on a plusieurs symétries, qui réduisent le nombre de coefficients a choisir.
symétrique et gentil-symétrique les deux a la fois
a b ¢ a b c
b d e b=ceta=f b d b
. c e f c b a
En format 3 : dimension 6 on en perd deux dimension 4
100 0 1 0 0 01 0 00
0 0O 1 0 0 0O Jetf O 1O
0 01 0 100 0 00
symétrique et gentil-symétrique les deux a la fois
a b c d a b c d
e =
Enformat4 : d ¢ i j d ¢ b a
dimension 10 on en perd quatre dimension 6
1 0 0 O 01 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 OOOO)(OOOO
0 0 0 O 1 0 0 O 0 0 0 1 0 0 0 O 01 0 O 0 0 1 0
00 0 O 0 0 0 1 1 0 0 0 00 0 O 00 1 0 01 0 0
0 0 0 1 0 0 1 a 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 O
Formule générale : il faut remplir une partie de la matrice et le reste tombe par les deux symétries :




16

kok k% % %
* ok ok % Xk
0 * % % % 0
0 * % % 0
0 0 * % 0 0
0 0 *x 0 o0 |et
0 0 0 0 0 o0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 o0
0 0 0 0 0
00 0 0 0 o0
La dimension va dépendre de la parité de n, a cause du coefficient central.
] n impair \ n pair
n=2p+1 n=2p
Cp+1)+Q2p-1)+Q2p—-3)+...+1 2p+Q2p—-2)+Q2p—4)+...+2
(p+1)° p-(p+1)
La dimension de Ia somme est donnée par la formule de Grassmann.
] n impair \ n pair \
n=2p+1 n=2p
2p+1).2p+2 2.p).2p+1
p-(p+1) P

<110>I

A, B et C sont trois sous-espaces vectoriel de (E, +,.). Montrez que si on suppose A + B = C + B, on n’a pas
forcément A = C.

Montrez que si on suppose A+ B = C + Bet ANB = CN B, onn’a pas forcément A = C.

Montrez que si on suppose A+B =C+BetANB=CNBetA C C, alors on a forcément A = C (attention,
méme si la preuve par les dimensions passe bien, elle n’est pas légitime, il faut une vraie preuve commengant
par «on prend T dans C...).

Avec A = Vect( T ), B = Veci(
A=C.
Onad’ailleursaussiA+B=C+B=R?et ANB=CNB={ I } et toujours pas A = C.

7) etC = Vect(?—i—?) dans le plan, ona A + B = C + B = R? mais on n’a pas

Si on utilise Ies dimensions et Ia formule de Grassmann, I'hypothése A+ B = C+Bet ANB = AN C donne
dim(A) = dim(C).
Si on y ajoute l'inclusion A C Conaalors A = C.

Prenons une preuve de vrai matheux avec Ies hypothéeses A+ B=C+ B, ANB=CNBetA CC.
Pour avoir A = C il nous manque juste C C A .

On prend donc 7 dans C (objectif : = A).
On se laisse porter en regardant quelle hypothése utiliser sans se mettre a introduire des vecteurs venus de nulle
part.

" estdans C donc dans C + B (puisque C C C + B).
Par hypothese, le Voﬂa dans A + B.

Onadonc @ =7 + b etméme ¢ — @

On Vécrit donc @ + b )_avec 7 dans A et E djg
Pourquoi j'écris ¢a ? Parce que -7 ns

est dans C (différence de deux vecteurs de C puisque A C C).

= |

Etil est dans B puisque c’est c’est b .
Ce vecteur est donc dans BN C.
Mais par hypothese, le voila donc dans BN A

Le vecteur b est dans A? Clest drole, mais @ y est aussi.

Leur somme 7 + b est dans A.
Clest f1r11, c"est dans A.

Rien de fou, pas de gros théoreme, juste de la logique, et des propositions qu’on enchaine.
Comme d’hab.
Bref, difficulté maximale pour qui maitrise mal les maths et ceoit que c’est un outil pour calculer alors que c’est un outil pour
raisonner.
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<11 I[© Soient f et g deux endomorphismes de (E, +,.), espace vectoriel de dimension finie. On suppose go f = 0
(application nulle) et f + g injective. Montrez alors Im(f) C Ker(g) et Ker(f) N Ker(g) = {ﬁ} Déduisez
dim(Im(f)) +dim(Im(g)) = dim(E).

Un classique. Une fois qu’on I'a en main, tout se déroule sans aucun probléme.

La composition g o f = 0 donne Im(f) C Ker(g) puis rg(f) < dim(Ker(g)) = dim(E) — rg(f).
Onadéarg(f)+rg(g) < dim(E) avec une des deux hypotheses.

%
S’il y avait ne serait ce qu'un vecteur k non nul dans Ker(f) N Ker(g), il vérifierait f (7) + g(?) -0 + 0 =0.

Le noyau de f + g serait non trivial, et 'application f + g ne serait pas injective.

Mais alors par la formule de Grassmann : dim(Ker(g) + Ker(g)) = dim(Ker(f))
Mais Ker(f) + Ker(g) ne peut pas étre plus gros que E. On a donc dim(E
dim(Ker(f)) + dim(Ker(g)).

On remplace par la formule du rang : dim(E) > dim(E) — rg(f) + dim(E) — rg(g).
On trouve rg(f) +rg(g) = dim(E) qui est la relation qui nous manquait.

+ dim(Ker(g)).
) > dim(Ker(g) + Ker(g)) =

Q f et g sont deux applications linéaires de (M3(RR), +,.) dans (M (RR), +,.). Montrez qu'il existe au moins une

matrice non nulle M de (M3(R), +,.) vérifiant f(M) = g(M) = ( 8 8 .

On se donne f et g linéaires de (M3(R), +,.) dans (M>(R), +,.) et il faut en déduire des choses.

Or, on ne sait rien de plus de f et g ; on n’a aucune donnée explicite. C’est donc qu’on va jouer uniquement sur les nombres
en jeu. Et pour cela, c’est la formule du rang et/ou la formule de Grassmann qui vont servir.

Le résultat final attend des relations du type f(M) = 0247 ; c’est une histoire de noyau.

Que dire : dim(M3(R), +,.) = 9 etdim(My(R), +,.) = 4. Ayant Im(f) C Mp(R), on a immédiatement rg(f) < 4.
Par soustraction & 9, on a dim(Ker(f)) > 5 (d’un espace de dimension 9 vers un espace de dimension 4, il faut
perdre au moins conq dimension).

De la méme facon, Ker(g) est “gros” : dim(Ker(g)) > 5.

5et 5, c’est gros. Ces deux sous-espaces sont obligés de se rencontrer.

En I'occurence

dim(Ker(f) + Ker(g)) = dim(Ker(f)) + dim(Ker(g)) — dim(Ker(f) N Ker(g))

Comme Ker(f) + Ker(g) est inclus dans (M3(R), +, .), sa dimension ne peut dépasser 9 ; alors que dim(Ker(f)) +
dim(Ker(g)) dépasse 10.

C’est donc que dim(Ker(f) N Ker(g)) vaut au moins 1. Il y a donc au moins une matrice non nulle dans cette inter-
section. Elle vérifie f(M) = g(M) = 0zx2.

| Additionner, compter, majorer. Aucun calcul, juste de la tactique.

Et putain, si ¢a c’est pas du concret, il vous faut quoi ?
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1 1 \2B 1 1 1
© Calculez ( 1 -1 ) (sans diagonaliser). On pose : | = 1 j j* |. Calculez J* et J* (on rappelle :
; 12
j= e24.71/3)

Ecrivez la matrice de taille 4 dont le terme de ligne 1 et colonne k (en indexation Pythonienne de 0 a 3) est i"* (i est le
célebre complexe de carré —1). Ecrivez A, calculez sa trace. Calculez A2 et A*. Calculez A2015.
# Généralisez en dimension 7.

(L= Y)

2.n n
Puis par récurrence immédiate : ro ) = ( é g ) =2"1.

1 -1
2015
Lo (11 _s007 (1001
Parp1rodu1t.(1 _1> =27, 1 -1 )
3 00
J?=| 0 0 3 |enutilisant1+j+j2=0.
0 3 0

1 1 1 4 000
11 -1 - ..o | 00 0 4 4
A= 1 -1 1 1 | puis A= 00 4 0| A* =16.14.
1 —i -1 i 0 400

Je ne donne pas ici la généralisation.
En effet, vous pouvez la formuler (proprement, si possible).

Mais de 14 a la prouver.

Et on rappelle qu'une généralisation sans preuve, c’est de la biologie (et encore), mais pas des maths.
En maths, tout ce qui est affirmé sans preuve est a mettre au panier (et dans un coin de votre esprit pour y réfléchir quand
méme).

w15 1[Q On pose A= {1,2,3,4}etB= {5 6,7, 8,9, 10}. Montrez qu’il y a 6 x 5 x 4 x 3 applications injectives de

A dans B (et combien de B dans A ?).
6x5x4x%x3

1x2x3x4
Combien y a-t-il d’applications surjectives de A dans B ?

Montrez : pour toute application f : (f surjective de A dans B) = (f injective de A dans B).

On définit : f : A — Bpar f(1) =6, f(2) =5, f(3) = 8 et f(4) = 7. Combien y a-t-il d’applications g de B
dans A vérifiant f o ¢ = Idp ? Combien y a-t-il d’applications & de B dans A vérifiant ho f = Id4 ?

Montrez qu’il y a applications strictement croissantes de A dans B (et combien de B dans A ?).

Pour qu'une application de A dans B soit injective, il suffit de choisir I'image de 1, puis celle de 2, puis celle de 3
et enfin celle de 4.

I1'y a 6 choix pour I'image de 1. Il n’en reste que 5 pour 'image de 2 (ne pas reprendre f (1) sil’application s’appelle
f). De méme, pour f(3) il ne reste que 4 choix et ainsi de suite.

De B dans A, il y en a 0. C’est en effet impossible. Et ceci s’écrit aussi 4.3.2.1.0.0.0 si 1’on suite le méme raisonne-
ment des choix multiples.

Astuce jolie et classique. Pour construire une application strictement croissante, il suffit de choisir son ensemble
image.

Et I'ensemble image correspond ici au choix de 4 éléments parmi 6. C’est ( 4>, qui s’écrit effectivement

6x5x4x3
1x2x3x4
Quel rapport effectivement ?

Si I’ensemble image fait de 4 éléments est fixé (par exemple {5, 7, 8, 10}), I'image de 1 est forcément le plus petit
élément (ici 5) : sinon, qui aura pour antécédent ce plus petit élément ?.
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Et 2 a pour image I'élément suivant par ordre croissant. Et ainsi de suite.

De B dans A, il n'y a aucune application strictement croissante, car strictement croissante implique injective.

Une application ne peut pas étre surjective de A dans B (ensemble image de cardinal maximum 4).

L'implication « f surjective de A dans B implique f injective de A dans B » est ici du type « faux implique qu'im-
porte ».

Onsedonne f(1) =6, f(2) =5, f(3) =8et f(4) =

Pour déterminer g de B dans A, il suffit de déterminer I'image de chacun des six éléments de B (a choisir conve-
nablement dans A).

La condition f o ¢ = Idp dit par exemple f(g(5)) = 5. La seule solution est g(5) = 2.

De méme f(g(6)) = 6 impose g(6) = 1 (seul 1 a pour image 6).

De méme f(g(7)) = 7 impose g(7) = 4.

Enfin, f(g(8)) = 8 impose g(8) = 3.

Mais ensuite, que valent ¢(9) et g(10) ?

On veut f(g(9)) = 9. Et aucun élément de A ne vérifie f(a) = 9.

IIn’y a aucune application g qui convienne.

De toutes fagons, la condition f o g = Idp dit que g est injective. Et ¢ ne peut pas 1’étre de B dans A.
Elle dit aussi que f devra étre surjective sur B, ce qui n’est pas le cas.

Passonsa ho f = Id 4 d'inconnue F.

On a forcément h(f(1)) =1d’ouh(6) =1
H(F(2)) = 2 dou h(5) — 2
H(F(3)) = 3 dou h(8) — 3
H(F(4)) = 4 d'ou h(7) — 4
Quatre valeurs de / sont imposées.

Mais h(9) peut valoir ce qu’il veut (du moment qu’il est dans A). En effet, la condition « h(f(b)) = b pour tout b »
n’impose rien a h(9) puisque 9 n’est pas dans 'ensemble image de f.

On a quatre choix pour f(9) et encore quatre choix pour f(10). Indépendants.

On a donc seize applications /1 qui conviennent.

7

On définitE = {a, b, c, d} et F={0,1,2,3,4,5 6}etf(a) =2, f(b) =1, f(c) =5et f(d) = 6. Montrez que
cette application est injective de E dans F. Existe-t-il ¢ vérifiant g o f = IdE. Si oui, combien de solutions. Si non,

/2
calculez / cos’(t).sin*(t).dt.
0

L'injectivité est acquise, tous les éléments ont des images différentes.

ax= 1T P2 | (xa ) ce qui impose g(z) =

X 1 | I xb De méme g(1) =
¢ A 5 I I X C g(s) = c et g(6) = @
|
|

br-—-——-—-.__

de

d x— X 6

Mais ensuite, on peut

xo On cherche g de ce
f est ici donnée, X 3 . 9 77 choisir g(0) comme on
injective @ X 4 coté ci, pour avoir veut, on ne le croise
gof = Id

@ dans aucun g(f(x)) = x.

Rien ne s’oppose a priori a la construction de g en déterminant les images par gd e chacun des éléments de F.
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\ images possibles | explication \ nombre de choix |
0 a,b,cd aucun role dans les g(f(x)) 4
1 b seule possibilité pour g(f (b)) = 1
2 a seule possibilité pour g(f(a)) = 1
3 a,bcd aucun role dans les g(f(x)) 4
4 a,b,cd aucun role dans les g(f(x)) 4
5 C seule possibilité pour g(f(c)) = 1
6 d seule possibilité pour g(f(d)) = 1

On a4 x 4 x 4 applications g possibles.

/2
Si on veut quand méme calculer / cos®(t).sin*(t).dt, on n’invente pas de formules louches pour u".(u')? ou
0

tres.
autres /2 /2 /2
Mais si on avait eu / cos(t).sin?(t).dt ou / cos(t).sin*(t).dt ou / cos(t).sin®(t).dt, on savait faire.
0 J0

0

03 5 7

sin”(t)17/2 sin’(t)17/2 sin’ (f)17/2

Cretait [SL] ™ g [SUEN 12 o, (o001,
. . O . 5 O . 7 O . .

Ce qui est utile c’est d’avoir un cosinus tout seul face a des puissances de sinus.

/2 /2
Eton va s’y ramener : / cos®(t).sin*(t).dt = / cos(t). cos*(t). sin*(t).dt
0 0

/ ™2 o83 (1), sin (1) dt = /O ™2 cos(t).(cos?(£))2. sind (£).dt
™2 o83 (1), sin (1) dt = /O ™2 cos(£).(1 — sin?(£))2. sind(£).dt
™2 o83 (1), sin (1) dt = | /O "2 cos(£).(1 — 2. sin(£) + sin (1)), sin® (1) dt

n/zcoss(t).sm (£).dt = []/% cos(t). sin* (£).dt — 2. [7/* cos(t).sin(£).dt + [J*/* cos(t). sin®(t).dt

o\c\c\o

[ s [ 0 st

8 . - o ’
On trouve Et si on n’a pas vu cette méthode une fois, il n’est pas si évident que ¢a de 'inventer.

<172 1[© Soient quatre matrices de taille 2 sur 2 de trace nulle. Montrez qu’elles forment une famille liée”.

a. liée : I'un des vecteurs est combinaison linéaire des autres

0 0 0 10

Les matrices de format 2 sur 2 et de trace nulle, c’est Vect( ( 1 _01 ) , < 01 ) , ( 00 ) ). De dimension 3.
Quatre éléments de cet ensemble forment nécessairement une famille liée.

Plus algebre linéaire que cet argument, tu meurs...

. . - a s . < s
Sinon, on prend quatre matrices, avec leur douze coefficients en ( c ) et il fait en exprimer une a l’aide des

quatre autres.

/ ” o

a a a a a
b 4 ) . b v b”  b°
Ce sont comme quatre vecteurs c dans (R*, +, .). On peut calcule rleur déterminant : c o o
—a —a —a —a” d°

il est nul. La famille est liée.

a b ¢ -—a
a v o —d
Et méme : Y 0 a deux colonnes proportionnelles (relation de dépendance linéaire). Son déter-
a° b° c° —-a°
minant est donc nul.
a a/ a// ao
b b/ b” bo
La transposée c o o a a son tour un déterminant nul.

—a —ﬂ/ —a” do
C’est donc que 1'une des colonnes est combinaison des autres.



21

C’est donc qu'une des matrices est combinaison des autres.

Et on dit quoi au physicien qui réclame : «laquelle, et quelle combinaison ? ».
On lui répnd qu’on a prouvé son existence sans la construire explicitement ! N’est ce pas le sommet de la créati-
vité ? Mieux qu’un artiste et mieux qu'un dieu !

1
Calculez / Arctan(\/1 — x2).dx (parties et s = sin(0) par exemple).
0

Cette intégrale existe, car la fonction sous le signe somme est continue. Pas forcément dérivable il est vrai, a cause

de v1—2x2enl.

On va quand méme intégrer par parties, car Arctan est connue pour sa dérivée :

/01 Arctan(\/1 — x2).dx = [x.Arctan(\/ 1— xz)} + /01 2= xzfzcm.x.dx

| 1 [ < | x |

1 —2.x
Arctan(v/1 — x2) | — .
( ) 1+ (V1—22)2 2.4/1 —»2

2

X

Le terme crochet est nul. Et I'intégrale est celle de !' Il reste du travail.

(2—x2).2.4/1—x2

On va pose « naturellement » x = sin(6).

Si, c’est quand méme assez naturel, puisque on a ou méme simplement V1 — x2 qui fait

dx
V1—x2

penser aux lignes trigonométriques.

Ou plutdt on pose 6 = Arcsin(x) pour éviter toute ambigiiité.
L'intégrale devient (et on va la noter I)

1 2.x 2 2.sin%(0) (/2 2.sin%(0)
/0 2 D27 Jso = sin?(@)).cos(@) <O = /6:0 2 —sin?(8)) "

(avec un dénominateur qui effectivement ne s’annule jamais).

Si on a croisé déja des intégrales de ce type, on se dit qu’on va forcer et tan(6) a venir.
c

1
0s2(0)

De I'habitude, ou le fait d’avoir un jour croisé Bioche.

On remplace le 2 par 2. cos?(6) + 2.sin?(6) .

7/2 2 .sin?() /2 2.sin?()
/9:0 (2—sin2(6'))'d6 /9:0 (2.cosz(9)+sin2(9))'d6

On factorise de force cos?(#) au dénominateur (attention en 77/2).

T2 2.sin%(6)
= /0 cosz(e).(z+tan2(9))‘d

. L 7/2 2 tan?(9) . , L
On a envie de 'écrire I = / 5,40, mais on perd la présence de la dérivée de la tangente, dont on a
0 (2+tan*(6))

grand besoin.
tan?(6)

2
Il faut encore remplacer sin“(0) par T+ tan2(8)"
. . rt—+00 2t2
Et cette fois, en posant t = tan(#) on a (enfin) I ./t:O T O).A+E) 4e.
T 2 1
(1+T).2+T) 2+T 1+T°
t——+o0 ( 2 1

— — ———).df
2412 1+t2)

On décompose en éléments simples

I =
t=0
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. T T
Pour arrivera — — —.
V2 2

Si vous avez trouvé un chemin plus court, n’hésitez pas...

w19 1| Soit f de classe C® de R dans IR. Complétez

flx+1) = f(x) 11 1 1 1 '(x) ?
flx+2) — f(x) 2 4 8 16 32 fr(x)/2 ?
flx4+3)—f(x) |- 3 9 27 81 243 |.| fOmw)/6 [=] 2
flx+4)— f(x) 4 16 64 256 1024 @ (x)/24 ?
fx+5) — f(x) 5 25 125 625 3125 £O)(x)/120 ?

Montrez que la matrice carree de cette formule est inversible.
Deduisez que si f et f(®) sont bornes sur R, alors £/, f”, f©®), ) et () le sont aussi.
Quand on effectue le produit matriciel et qu’on regarde la ligne k (indexation non pythonienne), on veut

2 3 4 5
Fla+8) = fa) =k f@) = Sf70) = .0 a) - 5O @) - 5 f O @) =2

Ceci fait furieusement penser a un développement limité

Flx+1) — f(x) 11 1 1 1 '(x) 0(15)
Fx+2) — f(x) 2 4 8 16 32 fr(x)/2 0(25)
Flx+3)—fx) | =3 9 27 81 243 |[.| fOw)/6 |=]| o3
flx+4) — f(x) 4 16 64 256 1024 f®(x)/24 0(4%)
F(x+5) — f(x) 5 25 125 625 3125 F6)(x) /120 0(5%)
Non, c’est n'importe quoi ! Ca n’a aucun sens
flx+1) = f(x) 11 1 1 1 "(x) 0(15)10
Flx+2) - fx) 2 4 8 16 32 fr(x)/2 0(25)20
fx+3)—f(x) | =] 3 9 27 81 243 [.| fOx)/6 |[=] 0(3)s.0
flx+4) — f(x) 4 16 64 256 1024 f®(x)/24 0(4%)40
f(x+5) — f(x) 5 25 125 625 3125 F6)(x)/120 0(5%)5-50

Ca n’a toujours aucun sens, mais au moins c’est d’une poésie folle ces « quand 3 tend vers 0 » 3.

Alors, si ce n’est pas développement limité le mot clef, je propose « formule de Taylor ».

6
/ (1—1)5.f) (1 4 £.3).dt (changez le 3 en chacun des

Et nos points d’interrogations sont des choses comme — =k

entiers).

Sinon, on pourra utiliser une formule de Taylor Lagrange (ou plutdt cing)

Flx+1) — fx) 11 1 1 1 '(x) FO (x+61)
flx+2) - f(x) 2 4 8 16 32 fr(x)/2 , FO) (x +2.6,)
fa+3) —f(x) | =3 9 27 81 243 || fO)/6 | == fO(x+365)
flx+4)— f(x) 4 16 64 256 1024 @ (x)/24 6! 6 (x 4 4.6,)
f(x+5) — f(x) 5 25 125 625 3125 ) (x)/120 £ (x +5.05)

chacun des cing 0; étant entre 0 et 1.

La matrice est inversible. J'ai calculé son déterminant.
Et VanDerMonde 1’avait fait avant moi

1 1 1 1 1 11 1 1 1
2 4 8 16 32 1 2 4 8 16
3 9 27 81 243 |=12345|1 3 9 27 81
4 16 64 256 1024 1 4 16 64 256
5 25 125 625 3125 1 5 25 125 625

3. Troyes relégué en seconde division ?
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2-1) 3-1) (4-1) (5-1)
et on trouve 5!. (3-2) Ei - g% Eg B é; (transposez la si le role des colonnes et lignes ne vous plait
(4-3)

pas).
J’ai 34560 et je m’en moque pas mal.

On repart Ie Ja formule matricielle et on obtient

o 1111 1\ ) - () £6)(x+61)
fr(x)/2 2 4 8 16 32 Flx+2)— f(x) 1| FO+26)
fOwy/e =] 3 9 27 81 243 (| fe+3)=f(0) | -5 O (x+363) |)
@ (x)/24 4 16 64 256 1024 flx+4)—f(x) O (x4 4.6y)
F6)(x)/120 5 25 125 625 3125 fx+5)— f(x) £(6) (x + 5.05)

de la forme M~1.(U — V).
Si f est bornée par M toutes les composantes de U sont entre —2.M et 2.M.

Si f(5) est bornée par K, toutes les composantes de V sont entre —K /6! et K/6!.

K
Par addition, les composantes de U — V sont plus petites que 2.M + — a
Quand on pose ce vecteur sur la matrice inverse (dont le plus grand coefficient en valeur absolue peut étre noté

A), on obtient des combinaisons de nos f(x + k) — f(x) — % Bref, on obtient des quantités bornées (par

2.6!.M+K
6.A.T+ si vous y tenez).

Bref, chaque composante est bornée, chaque ) est bornée.

On définit : f = x — [x].sin(7r.x). Montrez que f est continue sur R.
X

Montrez que l'équation / f(t).dt = 0 a une solution entre 3 et 4.
0

L'application est continue en tout point d’un intervalle du type |n, n + 1 (ouvert), car elle y est de la forme
x — n.sin(7.x).

Les seuls points posant probléeme sont donc les entiers relatifs n de Z.
Comme c’est une définition avec une partie entiére, il est judicieux de regarder a droite et a gauche.
[ intervalle [  Jn—1,n[ [n]| Jn, n+1] |

fonction | (n—1).sin(r.x) | 0 | n.sin(7.x)
limite en n a gauche : 0 0 | 0adroite
Les deux limites latérales coincident avec la valeur de la fonction. Elle est continue aussi en n de Z.

Maintenant qu’elle est continue sur un intervalle tel que [3, 4], on va appliquer le théoréme des valeurs intermé-
diaires.
On découpe donc l'intégrale par relation de Chasles :

/0 L bt — /O Lot /1 " () dt — /1 sin(t) dt /2 C f(h)dt = /2 *2 sin(r.).t 34 F(t).dt = /3 '3 sin(r.).dt
2 1 s
= 4; 2 4 72 6
f@)=—--2>0 fA)=—-~-—<0

Et encore une fois, un bon tableau vaut mieux qu'un con discours.

Si vous vous contentez de dire « oui, j'ai le bon argument », vous n’avez pas l'esprit a réussir aux
concours.
Si vous vous demandez « ai je rendu la chose claire et compréhensible », vous avez 1’esprit ingénieur...

Mots clefs : limite a droite et a gauche, relation de Chasles, théoreme des valeurs intermédiaires.

4. Oui, un tableau, c’est plus lisible que des formules partout que I'on ne relie pas entre elles au premier coup d’ceil et qui s’étalent sur des
lignes et des lignes ; y’a écrit « maths », donc on ne calcule pas, on communique.
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Le professeur a demandé de calculer la moyennes des entiers de 1 a X . L’éleve Hall-Honter (Pourlaveh-Lelinj)
a trouvé 8, 8. Le professeur lui dit : “tu t'es trompé, tu as oublié de compter un entier (mais tu as bien divisé par le
nombre de termes de ta somme)”. Retrouvez 'entier oublié et la question initiale du professeur.

On note N l'entier jusqu’au-quel il faut sommer, et k ’entier oublié par 1’éleve dans son calcul du numérateur.
On note yla vraie moyenne.

N.(N+1) P
N.(N+1 -
Onadoncyu = getS,S: 21\]—71
On peut encadrer suivant le terme oublié :
N.(N+1 N.(N+1
1)y LRSI
e < < e
N-1 <88< N-1
N ne peut valoir que 16 ou 17.
On teste : N vaut 16 et k vaut 4.
e 14243454+6+...+16 132
Veérification : B =15 =88
D |

LA T B T ¢

|
110,0,44,4,413,3,33,33[[22,2,2,6,6/|[1,1,1,5,5, 5] |
Ce sont des dés équilibrés a six faces (appelés dés de Bradley Effron).
Montrez que la probabilité que A batte B est 2/3.
Montrez que la probabilité que B batte C est 2/3.
Montrez que la probabilité que C batte D est 2/3.
Quelle est la probabilité que D batte A ?

On fait se battre A contre B. A n’a que deux issues possibles, B n’en a qu'une :

P(A:O):% p(A:4):§ P(B=3) =1
A=0|A=4
On dresse, méme si c’est inutile ici un tableau B_3 1 %
_ 3 3
A=0] A=4
On ne garde que le cas ot A bat B : 2
A|B|C|D
SNE
2

On commence a remplir| 5 % pour dire que A bat B avec probabilité 3 (et que Bnebat A qu’avec

C

D

probabilité %).

En revanche, B bat C deux fois sur 3 (B a toujours 3, et C ne fait mieux qu'une fois sur trois).

A|B|C|D
1
A 2
2 3 1
Bl =< 2
3 > 3
C <
3
D
C=2(p=2/3) | C =6 (p=1/3)
2 1
Plus intéressant : C contre D :| P = 1(p=1/2) 6 6 5
D =5 (p=1/2) 2 %

6
Les variables aléatoires des dés sont indépendantes, donc les probabilités des cases sont des produits.

5. j’ailaissé des sixiémes partout pour bien vérifier que la somme des probabilités vaut 1



25

C=2(p=2/3) | C=6(p=1/3)
2 1 )
C gagne sur D : D=1¢=1/2 6 6 Total : P(C > D) = 3 (et par soustraction
1
D =5 (p= z
1 (p=1/2) 6
A|B|C|D
1
A =
3
2 1
Bilan provisoire : B 3 , .
C < =
3 5 3
D <
. 2
Jusquela,| A> B | B> C [ C> D hchaque fois avec probabilité 3

D =1@=1/2) | D=5 (p=1/2)

1 1
Mais la surprise va venir de D contre A : A=0p=1/3 6 6
A =4 (p=2/3 2 2
=4 (p=2/9) 6 6
D =1@=1/2) | D=5 (p=1/2)
A gagne sur D : A =0(p=1/3) dans un cas sur trois.
A =4 (p=2/3)

2
6
>

D | D > A | chaque fois avec probabilité 2}

Cest surprenantﬂ A>B|B>C]C 3

A est meilleur que B
B est meilleur que C
C est meilleur que D
D est meilleur que A.
La relation « étre meilleur que au moins une fois sur trois » n’est pas transitive.
Jouons vraiment : | Les dés sont posés sur la table. Je vous laisse en choisir un, et j’en prend un a mon tour (je choisis
bien évidemment?).
On lance plusieurs fois les dés.
Je vous bats deux fois sur trois. Pas de bol pour vous.

Vous en avez marre, je vous dis « on change de dés ? ».
Vous prenez le mien, et moi évidemment, je prend le suivant dans la liste.
Et a nouveau, je vous bats deux fois sur trois.

Quel que soit le dé que vous choisissez, je prendrai le bon pour vous battre deux fois sur trois.
Le fait de vous laisser le choix est en fait un désavantage pour vous... Sympathique, non ?

a. sivous avez pris B et que je prends B aussi, ¢a va étre assez peu intéressant comme jeu

Il existe d’autres modeles assez similaires a ces dés, avec d’autres faces et d’autres probabilités, mais toujours « non
transitifs ».

. 4 2 . 2
& Pouvez vous compléter la matrice ( 10 > pour que ses deux valeurs propres soient entiéres ?

Quel est alors le plus grand terme de A% ?

On veut qu'il existe a et b entiers vérifiant4 + O =a+bet4.0 -2 =a.b.

L’équation x> — (4 + Q).c + (4.0 — 2) doit avoir des racines réelles et méme entiéres.
Q doit étre entier, et le discriminant O? — 8.Q + 24 doit étre un carré parfait d’entier.
On, il vaut (O — 4)2 + 8, et ’est déja presque un carré d’entier.

1 faut donc que (©V —4)? + 8 et (U — 4)? soient deux carrés alors qu'ils sont proches...
La seule solution est 1 + 8 et 1.

On est sur la piste de deux possibilités : O = 5ou © = 3.
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Il reste a voir si les deux conviennent (on a juste raisonné par implications) :

| 0=3 | =5 |
( 4 2 ) ( 4 2 )
1 3 1 5
¥ —7x+10=0 ¥ —-9x+18=0
5et2 5et2
50 6 0
p=(5 ) p=(5 3)
P= i —11 - ( i —21 )
2.5" 421 25" _pn+l 6"4+2.3" 2.6"—2.3"
p.D.P71 = : ’ pP.D.P~1= : ’
51 _on g on+l 6" —3" 2.6"43"
3 3 3 3

24 > I

Décomposez x — 2.|x + 1| en p + i avec p paire et i impaire, puis représentez p et i.

Certes x — |x| est paire. Mais ici, la fonction est décalée. Son axe de symétrie a pour équation x = —1.
Ce n’est plus 1'axe Oy.

Soit f une application linéaire. Montrez : Ker(f) + Ker(f — Id) + Ker(f — 2.1d) = Ker(f) & Ker(f — Id) &

+Ker(f —2.1d).

x 5x -3y -2z
Ondonne : f=| y | — | 4x -2y -2z |.
Z x -y +2z

2_1) d) = R3 par analyse et synthése
b dans Ker(f — Id) et ¢ dans Ker(f — 2.1d).

1l déduit @ Zfﬁiil__liiil = 2.6(7) -

Un éleve entend prouver Ker(f) & Ker(f — Id) & +Ker(f
P 3 ] - T =
II écrit ce qui suit W =T+b+7T

1l déduit f(7) = 0 + b +2.C, puis fA(W) = b +4.C
P et T = 2.0 —3.f(W) + fA(W)

avec @ dans Ker(f),

. Quel sens a-t-il traité ?

2
f( ) f(7) 2f( ) f2(7) ot

_ = _

et vérifie

Ensuite, il propose <
T =7

2.0 —3.f(W) + fA(U)
2

+T+7
Trouvez I'erreur.
Montrez qu’en remplacant x — y + 2.z par x — v, le résultat devient correct.

. Quel sens a-t-11 prouvé ?

I1 faut donc séparer.

fix) = plx) +ilx)
La formule « toute préte », obtenue par condition nécessaire dit f(—x) = p(—x) +i(—x)
f(=x) = px) —i(x)
puis P(X) _ f(JC) +2f(—X) et P(X) _ f(X) _Zf(_x)
On peut alors découper par intervalles
! x [J—oo, —1[[ -1 [J-11[[1]]1, 4o |
2]x+1] | —2—-2x | 0 | 2x+2 |4 2x+2
2]—x+1]| 2-2x | 4 | 2-2x [0 2x—2
p(x) -2.X 2 2 2 2.x
i(x) —4 —4 2.x 4 4

Sans petit dessin pour conclure, cet exercice est totalement stérile... 2

Le plus fort est le cas des éleves qui tracent p et i avec des formules erronées, et ne voient méme pas que p n’est
pas paire par exemple.
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426> I

On définit, pour f continue de [0, 1] dans R :

M) = [ 170

Na(f) = \// (f(t))%.dt

Noo(f) = Sup{|f(D)| | £ € [0, 1]}

a quelqu’un ou a quelques uns).

L'application f — |f(0)| + Ny(f’) est elle une norme sur C; ([0, 1], R

Calculez ces trois normes pour les applications suivantes : t — t", exp, t — sin(7.t).
Montrez : Nj < Noo(c’est a dire Vf, Ny(f) < Neo(£))r N2 <

Nw et N1 < N (13, il faut penser a quelquechose, ou

) (les applications dérivables a dérivée

continue).
- /: £t V [ w2t | Nath) = supllf(e)ae 1 0, 1)
t— t" n+1 WorEs 1(en1)
t — sin(7t.t) % 1 1(en1/2)
Pour f donnée, on écrit Ny (f / |f(t)].dt < / Neo Neo(f).
De méme, )
() = [ ()2t < /0 (Neo( £))2t = (Nes())?

et on passe a la racine.

Enfin, on écrit avec I’aide de Cauchy et Schwarz :

= ([ s

.dt)2 -

(/01|f )lat)’

/ 12.dt), /\f (D[2dt) =

N2 (f))?

Pour tout k, on note Ey I'application x — [x/k]. Montrez que la famille (E;, E, E3, E4, E5) est libre dans I'espace
des applications de IR dans R pour les lois usuelles.

Un point (a, b) est un point critique de F (fonction numérique de deux variables dérivable) si les deux dérivées
oF (x,y)

0x oy

On se donne cinq réels et on suppose : a1.E; + ay.Ey + a3.E3 + a4.E4 + a5.E5 = 0 (fonction nulle). L’objectif est

0 =...=a5 =0.

On traduit I'hypothese : Vx € R, ay.[x] + ap.[x/2] + az.[x/3] + ag.[x/4] + a5.[x /5] =0
On prend des points particuliers :

[ point | formule | conclusion | report \
[x=1] 1. 1+0=0 | a1=0 [VxeR, ap[x/2]+a3.[x/3] + ay.[x/4] + a5.[x/5] =0 |
[x=2] 024+a4.1+40=0 | ap,=0 | Vx € R, az.[x/3] + ag.[x/4] + as.[x/5] =0 \
[x=3]03+01+a31=0] a3=0 | Vx € R, ag.[x/4] 4+ a5.[x/5] = 0 \

et ainsi de suite. Les «; sont nuls. La famille est libre.

IF(XY)

. z s/ / A / /
partielles p et g (notées aussi F; et F; ou méme F; et F, ou encore

Trouvez les points critiques des applications suivantes :

) s’annulent en (a, b).

a (x, y) — (x —y) 2+ 23+ 4° e (x, y) — 2P
a b X
bl (xy)—(x vy )-( b e )( y) £ (0 y)— (x—1)2+242
c (x, y) — sin(x).sin(y). sin(x + y) g| (%, y) — By+r —xly
d (x, y)— (x—y)* +x* + h| (x, y) — e ¥.(x2—247%)
al(x,yr— x—y)?++yP el (x, y) — 221°
2.(x—y)+3x2=0 2xy° =0
—2.(x—y)+3y>=0 y? =0
(0, 0) (0, 0)
b
e () ||
20x+2by=0 2(x—1)=0
2bx+2.cy=0 4y =0
(0, 0) sauf si... (0, 0)
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c (x, y) — sin(x).sin(y).sin(x + y) g ] (x, y)— Py +x> -2y
cos(x).sin(y).sin(x + y) + sin(x).sin(y).cos(x +y) =0 3.x%y+3x%—2xy=0
cos(y).sin(y).sin(x + y) + sin(x).sin(y).cos(x +y) =0 ¥ —x2=0

A faire (1, —3) et tous les (0, y)
d](y)r— -y +x*+y* [h] (v y) V(2% — 247
2.(x—y) +4x°=0 V(P +2x -2y =0
—2.(x—y)+4y° =0 eV (=22 +2y? —4y) =0
(0, 0) (0, 0) et (—4, —2)
On donne A = ( } g ) On définit f = M +—— (Tr(M), Tr(A.M), Tr(A%2.M), Tr(A%.M)). Montrez que f est

linéaire de (M(R),+,.) dans R*. Calculez f(I) et f(A) et f(A~1). Un éleve dit que cette application est de
rang 6. Prouvez qu’il a tort. Un éleve prétend que f est de rang 1. Prouvez qu’il a tort. Pour mettre tout le
monde d’accord, calculez le rang de f. Donnez une base d’un supplémentaire de Ker(f). Donnez une base de

Im(f).

Un professeur vous demande de calculer Tr(f). Que lui répondez vous ?

Les frmats sont compatibles pour les calculs des produits et des traces.
Enfin, composante par composante, on a pour tout couple de matrices et de réels (M, N) et (a, B) et chaque
exposant k
Tr(AX.(a.M 4 B.N)) = a.Tr(A*. M) + B.Tr(A*.N)
L +— (2, 4, 14, 52)
Tous calculs faits : A +—— (4, 14, 52, 194)
Al s (4, 2, 4, 14)

Diagonaliser A ne sera pas génial, car ses valeurs propres manquent de rationnalité. En revanche, A* =
41 112
56 153

Le rang est la dimension de I'ensemble image.
Et I'ensemble image est un sous-espace vectoriel de (R*, +,.). Comment sa dimension pourrait-elle atteindre 6 ?

> si on en a besoin.

Au mieux, le rang de f vaut 4.

2 4 4
, . 14 2 . o
Dans I'ensemble image, on a 14 || 5 || 4 [dquinesontpas colinéaires.
52 194 14

L'image est au moins un plan de (]R4, +,.). Le rang vaut au moins 2.

On fait de I’algebre linéaire, donc on ne calcule pas I'image d n'importe quelle matrice ( i Z >, c’est trop lourd
a écrire.
a+d
Sivous y tenez [ ° b a+b+2.c+3d
POOUSYIENEE <\ ¢ 4 3.a+4b+1l.c+8d

11.a 4+ 15.b + 30.c +41.d

On prend juste une base de (M3(R), +,.) : (( (1) 8 > , ( 8 (1) ) , ( (1) 8 > , ( 8 (1) )) et on calcule I'image de

chacun

1 0 0 1

(<1 0>H 1 (O 1>'_> 1 (0 O)|—> 2 <0 0)|_> 3 )
00 3 |’\0 0 4 [\ 1 0 8 |\ 0 1 11
11 15 30 41

Par linéarité, on a une base de l'image

1 0 0 1
( 1 1 2 3 )
3 17 4 |7 8§ 171 11

—_
—_
—_
Q1
@
o
1SS
—_
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On confirme que ces vecteurs engendrent un espace de dimension entre 2 et 4.

De maniere méthodique on calcule un déterminant :

1 0 0 1 1 0 0 O
11 2 3 |1 1 2 2| 0
3 4 8 11| |3 4 8 8|
11 15 30 41 11 15 30 30
1 0 0
Les vecteurs sont tous combinaisons de ( é , 31 , ; ). L'ensemble image est au plus de dimen-
11 15 30
sion 3.
0 0
. . 1 2 .
Mais on a méme 2. 4 = s | Encore un qui saute.
15 30

L’ensemble image est de dimension 2, c’est un plan.
Etle rang de f vaut 2.
On I'a eu sans passer par la dimension du noyau et la formule du rang, comme quoi il ne faut pas apprdner par

coeur une méthode dans un livre et croire que c’est toujours la méme qu’on applique.
I1 faut comprendre huit idées. C’est tellement plus intelligent !

D’ailleurs, tout vient de la formule de Cayley Hamilton : A>2 = Tr(A).A — det(A).L, Sisi : AZ = 4.A — I,.
On a donc Tr(A2.M) = 4.Tr(A.M) — Tr(A).

La troisieme composante de chaque vecteur image se déduite des deux premieres.

De méme A3 =4.A2 — A =15.A —4.I,.

On a donc aussi Tr(A3.M) = 15.Tr(A.M) — 4.Tr(A).

La derniere composante est somme des deux premieres.

Bref, il suffit de conaitre les deux premiéres composantes du vecteur image pour le connaitre en entier.

x
y
4y —x
15,y —4.x

L’ensemble image est de dimension 2 : (a vérifier pour toutes les images calculées).

Le noyau de f est formé des matrices ( zz Z ) vérifiant Tr(M) = Tr(A.M) = Tr(A%2.M) = Tr(A3.M) = 0.

Elles sont déja de la forme < Z ) avec ensuite trois fois la méme condition : —2.a+b+2.c = 0.

a 2.a—2c

On les écrit < . et le noyau est bien de dimension 2.

On en trouve une base :(( (1) 31 )’ ( (1) _()2 ))

Pour un supplémentaire, il suffit de prendre deux matrices (par exemple de la base canonique), qui ne sont pas das
ce noyau et qui sont non colinéaires (prendrez plutot 'habitude de linéairement indépendantes qui se généralise

s 10 01
a plus de vecteurs). Par exemple ( 0 0 ), ( 0 0 ))

Mais il y a bien d’autres choix.

1 0
. : 1 1
Le cours assure que les images de ces deux vecteurs forment une base de I’ensemble image. ( 3 4

11 15

f ne va pas de M;(R) dans Iui méme, on ne peut donc pas calculer sa trace.

. Cano . . . s . A .
Certes, la matrice de f Mat:l"°(f) existe, mais les deux sobriquets Cano ne désignent pas la méme base canonique
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1 0 0 0
1 0) (0 1) (00) (00 0 1 0 0
(<0 0)'<0 0)'(1 0)'(0 1>)et( o |'fol] 1] o]

0 0 0 1

et on peut s’Tamuser a changer 1'une sans change l'autre.

| <30 > I

Donnez un supplémentaire de I'ensemble des matrices de taille 2 sur # de trace nulle.
Donnez un supplémentaire de I'ensemble des matrices de taille n sur n de diagonale nulle

C’est un espace de dimensionn?® — 1 (choisir tous les coefficients, sauf le dernier qui est I'opposé de la somme de ce que vous avez
choisi jusqu'a présent sur la diagonale). au sein d’un espace de dimension 72.

Choisissez une matrice de déterminant non nul, comme I, et regardez la droite engendrée.

Toute matrice est en effet la somme d’une matrice de trace nulle et d'un multiple de I,;, et ce d'une fagon unique :
A =T+ A, avec Tr(T) = 0 et A réel

Tr(A)

Tr(A
Analyse : onpassealatrace : Tr(A) =0+ An, A = r;(q ) etdoncT = A — Iy,

Synthese : c’est bon.

Tout ce qu’on attend de vous : un sous-espace de dimension 1 (une droite, engendrée par un vecteur) et bien stir pas engendré par une
matrice qui serait de trace nulle.

Les matrices de diagonale nulle sont plus nombreuses et forment un espace vectoriel de dimension n> — .
En taille 3 :
010 0 01 0 00 0 00 0 0O 0 0O
Vect({ 0 0 0 ], 00O0|,{l20O0],{fOO0OT1T],/0O0O0]|,{0O0O0])
0 00 0 00 0 00 0 00 100 010
Et un supplémentaire :
100 0 00 0 00
Vect(| 0 0 0 |, 0 1 0 |,{ 0 0 O0])
0 00 0 00 0 0 1
En notant Ef‘ la matrice de la base canonique « un 1 en ligne 7 et colonne k », ’espace des matrices de diagonale

nulle est Vect(Ef.C )ik (de dimension n% — n).
Un supplémentaire est Vect(E!) <.

Q On note (E I'espace des combinaisons linéaires de x ——> 1 X —> al
=) fsrp et et x3—-2x2—-5x+6" x3—2x2—-5x+6
etx — x? Montrez que ce espace est de dimension 3. Montrez que x — 1 X — 1
x31—2.x2—5.x+6' q P ’ ! =1 2
etx — o sont dans (E, +,.) et en forment une base.

On nous donne trois vecteurs.
IIs forment une famille génératrice de I’espace vectoriel qu’ils engendrent.
C’est méme une phrase qui se contente de répéter ce qu’elle dit au début.

Pour que ces trois vecteurs forment une base, on doit juste vérifier qu’ils sont linéairement indépendants.
On prend 4, b et c et on suppose

(x|—> a+b.x+cx? )

¥ _2x2_5x+16/) (XHO)

La fonction polynéme du numérateur est nulle sur R — {1, -2, 3}, ses coefficients sont nuls.

Libre et génératrice de ce qu’elle engendre, c’est une base de I'espace des applications de la forme

o+ B.x + y.x? )

—
(x P _2x2_5x+6
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La premieére difficulté avec les trois applications qu’on nous donne, c’est « sont elles dans cet espace vectoriel ? ».
Beh oui, il y a ¢a avant méme les calculs.

atBxty.a?

Franchement, pour vous X — P22 5x16

(x+2).(x—3)
x3-2.x2-5.x+6

1
1 c’est (x — ) pour un bon choix de &, B ety ?
Oui, puisque c’est (x —

2).(x —3)

) puisque le dénominateur se factorise en x> —2.x> —5.x +6 = (x —1).(x +

On fait de méme avec les deux autres.

— X — etx —
- x—1' S x+2 x=3 .
encore si ils I'engendrent. Ni méme si les décompositions sont uniques.

Mais on est en algebre linéaire. Et donc en maths. On sait étre flemmard.

Les trois vecteurs x —— sont dans notre espace vectoriel. Mais on ne sait pas

On vérifie la liberté, et on aura « base » par un simple argument de cardinal.

On se donne donc a b et c et on suppose (x»—) xil +x—lij-2+xi3) = (X|—>O).

Par la méthode des poles, on trouve a = 0 puis b = O et c = 0.

Les trois vecteurs forment une famille libre de cardinal égal a la dimension de 'espace.
On tient une base de notre espace.

Tout vecteur se décompose, d"une facon unique, suivant cette famille.

at+Bx+y.x?

Toute application de la forme (x ' P27 576

a+b+c>
x—1 x+2 x-3/

) se décompose d'une fagon unique sous la forme (x —

Et si vous ne prouvez que 'unicité de la décomposition (par condition nécessaire et justement méthode des poles),
vous étes en fait un génie, vous avez compris que la liberté suffisait.

Et si vous appliquez on propose/on vérifie, vous étes aussi un génie. Vous avez compris que « génératrice » suffi-
sait.

Tiens, un point de langage que je souleve :
la décomposition en éléments simples, c’est « bvase » et « unicité »
et la recomposition en éléments simples c’est « génératrice » et « on propose/on vérifie ».

On se place dans I'espace vectoriel (E, +,.) des applications continues de R dans R. Montrez que {f | f(1) = 0}
et {x — a.x | a € R} sont deux sous-espaces vectoriels de (E, +,.) et donnez la dimension d’un d’entre eux.
Montrez qu’ils sont supplémentaires dans E.

(E,+,.) et{f | f(1) = 0} sont de dimension infinie (on trouve déja tous les x — x" — 1).
{x — a.x | a € R} estla droite engendrée par x — x. Dimension 1.

Toute application f se décompose d’une fagon unique en (x — f(x) — x.f(1)) + (x — x.£(1)).

-  —
<332 1{© On note P le plan de (R®, +, .)_c)i’équation x+y—2z = 0, D la droite de vecteur directeur i + k et D’ la
droite de vecteur directeur j + k.
Montrez : R3 = P@® D = P& D’ (et ne simplifiez pas en D = D’).

1 1
UnebasedeP : (| —1 |, 0 |).
2

Une base de D : ( ).

0
1
0
1
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1 1 1
Une famille génératricede P+D : (| -1 |, 0 |,| 0 |)
0 2 1
1 1 1
Petit calcul de déterminant : | —1 0 0 | = —1.
0 21
La famille est une base de (]R3, +,.) donc P+ D = R3 et méme P & D = RR3.
1 1 0
On fait de méme avec P+ D" = Vect(| —1 |, 0 |, 1 ]).
0 2 1

OnabienP®D =Po D' =R?
Et seuls les polymérisateurs de formules le nez collé a la feuille, le cerveau oublié en amphi 21 voudront simplifier.

N

Et cet exercice ne sert a rien si vous n’avez pas en- / X/

téte un dessin comme ca pendant que vous le traitez.

1\ 1 4
On pose 7 :( 0 ), b z( 2 ) et T =< 3 ).vériﬁez que c’est une base de (]R3,+,.).

3 6 7

On calcule le déterminant relatif a la base canonique. Il est non nul, c’est une base de (1R3, +,.).

On peut aussi revenir a la définition de « famille libre » par un systéme, puis exploiter « et cette famille a le bon
cardinal ».

On peut aussi combiner ces vecteurs pour essayer de retrouver les trois vecteurs de la base canonique.

ﬁ
Existe-t-il un sous-espace vectoriel qui soit supplémentaire a la fois de Vect(a, b ) et de Vect(C') 2

C’est impossible. Un tel espace devrait avoir pour dimension a la fois 1 et 2.
Je sais, en mécanique quantique, c’est jouable. Ou pas.

%
Existe-t-il un sous-espace vectoriel qui soit supplémentaire a la fois de Vect(7 b ) etde Vect(d,T)?

%
EX1ste—t—11 un sous-espace vectoriel qui soit supplémentaire a la fois de Vect( a,b)etde Vect(?, ?) et méme
de Vect( b )2

i
On prend un sous-espace de dimension 1 : par exemple Vect( i ).
- = - - =
On vérifie que trois déterminants sont nuls : det(7, b, i), det(?, ?), i)et det(?, b, i).

Bon ¢a marche.

I&I Résolvez x* — 4* = 17.

L'application P(X) — P(X + 1) est un endomorphisme de (R[X], +,.).
Donnez sa matrice de la base canonique vers la abse canonique.

Donnez sa matrice de la base canonique vers la base (X?, (X +1)2, (X +2)?) apres avoir vérifié que c’est bien
une base de (R;[X], +,.).

111
Existe-t-il une base B telle que sa matrice de Bdans Bsoit [ 0 1 1 |?
0 01

Existe-t-il une base B telle que sa matrice de B’ dans B’ soit

_

=)

_ O O
)
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Passez de la premiere situation a la e
seconde ; les mouvements autorises cette portion d’échiquier en

. . graphe (les sommets sont les
sont ceux des cavaliers, et deux cavaliers 2500 omets sont relioés

ne peuvent occuper la meme case. si on peut passer d'une case a
I'autre par un saut de cavalier).

Bel exercice sur les graphes fialement.

Retrouvez l'aire du
troisieme carre (oui,
c'est un indice, ce
ont des carres).




