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31
puissances de A. Montrez que (I, A) est une base de C4.

Q On pose : A = ( L2 ) On pose C4 = {M € Ma(R) | AAM = M.A}. Montrez que C4 contient toutes les

<Lz 1 Soient f et g deux application linéaire de (E, +,.) dans (F,+,.), espaces vectoriels de dimension finie. Montrez
que si il existe ¢ dans GL(F) vérifiant f = ¢ o g, alors on a Ker(g) = Ker(f).
Réciproquement, on suppose Ker(g) = Ker(f). En utilisant alors une base d'un supplémentaire de Ker(f) dans
(E, +,.), donnez une application ¢ de F dans F linéaire et bijective, vérifiant f = ¢ o g.

I
AL
_1A2L |
Sur les croisements du papier quadrillé de la carte du M )3
trésor, cinq points A; a As sont marqués. Montrez que A4
je peux en prendre alors deux dont le milieu est aussi
sur un croisement du papier quadrillé. C’est une histoire de A5
parité dans Z. X Z. A|3 |

X
Q Donnez une base de I’ensemble des vecteurs [ y | de R3 vérifiant2.x +y —z = 0.

zZ

<42 IMontrez que l'espace des matrices antisymétriques de taille # + 1 a la méme dimension que ’espace des matrices
symétriques de taille 7.

<32 1 Calculez a 107 prés /1"Y/e et méme pourquoi pas a 108 pres...

(<62 1 On se donne quatre polyndmes Py, P;, P; et P; dans l'espace vectoriel (R3(X], +,.) et quatre réels distincts a, a1,
ap et az (pourquoi est ce que cela ne se quantifie pas ag # a1 # ay # az ?). On définit alors la matrice M de terme général
P;(ag). Montrez que si la famille est liée, son déterminant est nul.
Exprimez cette matrice a 1’aide de la matrice exprimant les P; sur la base canonique et d"une matrice de VanDer-
Monde. Montrez que le déterminant de M est nul si et seulement si la famille des P; est libre.

d .
Chaque polyndme ) cj. X/ est représenté par la liste [co, . . . c4]. Votre script devra prendre en entrée la liste LP des
j=0

d polynomes et la liste A des abscisses [ay, . ..a;_1] et retourner la matrice M (de taille d sur d) définie ci dessus.

—ze o Ajustez pour qu’elles aient méme trace, méme somme des mineurs de taille 2 et méme déterminant :

1 2 1 -7 0 13
2 et -5 42
1 01 —-11 -1 18
( a b ¢ ) a b a c
On appelle mineurs de taille 2 de la matrice a v chacun des trois déterminants | a’ b’ , . et
a” b” c” a” c”
‘ b ¢ | (que vaut cette somme si la matrice est triangulaire ?)

b c”

<82 1 Q Donnez deux matrices carrées de taille 2 de trace 6 et de déterminant 9. Lesquelles sont diagonalisables ?

- — - = =
@Un vecteur o a pour composantes ( 611 > alafoissurlabase (i, j )maisaussisurlabase (3.7 +2.j,0b.1 +



— —
3. j ). Retrouvez a et b. Que constatez vous alors pour I levecteur i + ] quand vous 'écrirez sur la nouvelle base ?
ﬁ %
Les composantes d’un vecteur @ sur une base ( i, j ) C’est le couple de réels («, p) vérifiant @ = a. i + . | )

— —
<102 | Montrez que pour tout vecteur @ du plan, il existe un vecteur o Verlflant Vb € R% det(@, b) = a.b.

Montrez qu’il est orthogonal a 7, de m_e)me norme. On pourrait le noter A(@). Déterminez A (A ().

%
Montrez que ‘Eour tout triplet (_> b, ) de vecteurs de R*, il existe un vecteur A( b, ?},7) vérifiant
V7, det(@, 1, T, d) = @ .(A( b,?,?)).

<1ie I Montrez que l'implication suivante est une bétise :
(AU =BUetA # B) = U = 0, (A et B sont des matrices carrées, de taille n sur n et U est un vecteur colonne
de taille n).

<122 I Montrez que la famille (X + X2+ X3 + X, 14+ X2+ X3+ X4, 1+ X+ X3+ X4 1+ X+ X2+ X4, 1+ X + X2+ X3)
est une base de R4[X]. Explicitez les composantes des polyndmes de la base canonique sur cette base.
Quelle relation vérifient les composantes sur cette base des polyndmes nuls en 1.

21 —4 2
Pouvez vous compléter pour qu’elle soit nilpotente : ; 0 :;
10 -1 0
a.b b a
Déterminez les triplets (a, b, ¢) de R3telsque (| b |, [ bc |, ¢ |) soit libre.
a c a.c

<152 ] L'application cos® . sin est elle dans l'espace vectoriel engendré par (s, 51, 2, 53, S4, S5) ott I'on pose s = (6 —
sin(k.0)).
Quelle est la dimension de I'espace vectoriel engendré par ces six vecteurs.

<162 1© Un tétraedre régulier a pour sommets A, B, C et D et pour centre O.

On note M la matrice dont les quatre colonnes sont (ﬁ O? (ﬁ et (Y)
c nn n

c n n
Montrez que !M.M est de la forme
n n c n
nonon c
c nnn
noc non
Montrez : = (c+3.n).(n—c).
non ocon
non n c

Justifiez : det(*M.M) = 0. Pourquoi n’a-t-on pas det(M) = 0?

Déduisez que l'angle ((ﬂ, OB ) vaut Arccos(—1/3) (que les physiciens et chimistes vous demandent de retenir par O sous la
forme idiote de 109 degrés et je ne sais combien de secondes car ils aiment la complication inutile).

e e corps est ({0,1,2,3,4},+, x) pour 1’add1t10n et la multiplication modulo 5. On prend 1’espace vectoriel
({0,1,2,3,4}3,+,.). Donnez une base (e, &) du plan d’équation x 4+ 2.y 4+ 3.z = 0. Combien ce plan a-t-il de
vecteurs ? Quelle est sa dimension ?

Combien existe-t-il de vecteurs 7/ tels que (e_f, e_2>, 7) soit une base de ({0,1,2,3, 4}3, +,.).

8] © Quels sont les vecteurs de C que l'on peut ajouter a B pour en faire une base de (R%+,.) : B =

T 0
00 |,
00

0 0 0 0 0 0 0
0], 0 0 0 |et| 0 0 0 |sontdesmatricesnilpotentes linéairement
0 0 1

1 1 1 1 2 2 0
1), (o |Lc=({1r],{1].{ of,[1],[o0]]
2 1 2 1 -1 3 0

m Une matrice carrée M est nilpotente si il existe un entier k vérifiant M = O,. Ayant constaté que (

0 0 1 0 0 0 0
00 o0]|,lo o0 1] |1
0 0 0 0 0 0 0

indépendantes, 1’éleve Tongrocug

[N el

0 1 0 0
-Doipassé déduit «l’espace vectoriel des matrices nilpotentes de taille 3 sur 3

C cooco



est de dimension 6 ». Le colleur Hizenioublack corrige « non, au moins de dimension 6, mais peut étre plus ».
Montrez que les deux sont vraiment cons comme c’est pas permis.

<202 d Pour tout n, on pose ¢, = (6 — cos(n.9)) ets, = (6 — sin(n.6)). Montrez que la famille (co, ¢1, ¢z, ¢3, ¢4)
est libre dans (Cy(R,R), +, .). Montrez que la famille (sg, s1, s, s3, s4) est liée dans (Co(R,R), +, .), enlevez un
vecteur pour en faire une famille libre.

5 3 4
— I — - - =
i +2.j+k, i+ j+2ket2 i+ j+ k ontpour composantes [ 5 |, | 8 | et | 7 | surlabase
4 4 4

(ef, €3, €3 ). Retrouvez qui sont ces trois vecteurs de base.
Et si pour changer on décidait qu’on n’est pas sur R mais sur I'ensemble des entiers de 0 a 6 pour les opérations

modulo 7.

R
<232 ] Donnez une base directe de R? sur laquelle i" + j a pour composantes ( _11 ) (beaucoup de réponses possibles).

Deux épées

il ” P
traversent ce cube 80 cm Les épées

de 80cm de coté. £ / se coupent
/ c40 cm . felles 2
Laquelle
passe
devant

l'autre (vu
de la face

10 CV

40 cm
— avant) .
10 cm |

50 cm Vous serez amené a vous pla-
Tlo cm cer dans un repere d’origine
g O. Vous déterminerez dans ce
80em repere les équations des deux
droites matérialisant ces épées

et a vous demander ce qu'il
en est du systéme déterminant

/ l'intersection.

2 2 2
i S S :
O Sachant que i + j, j + k et k + i ont pour composantes respectives [ 3 |, | 1 | et| O |, vous
3 4 5
déduisez que I'on n’est pas sur la base canonique (ou alors, je ne peux plus rien pour vous). Donnez les composantes de
- =

i, j et k sur cette base. Retrouvez cette base.

<262 Y Une famille de vecteurs (a_f, . @) est dite “positivement génératrice” de (E, +,.) si



Vi € E, Iay, ... ap) € (RT)P, W=7 + .. —i—apu_p)
Montrez que toute famllle positivement génératrice de (E, +,.) est génératrice de (E, +,.) mais n’en est pas une

base! (en decomposant u et 77)
e
Montrezque (i ,— i, j,— ], k % ) est posmvement génératrice de (R3, +,.).

Trouvez une famille positivement génératrice de (IR?, +,.) de cardinal 4.

22721 Soit A une matrice carrée de format n vérifiant |al] > Ykoti |a¥| pour tout i. On suppose (peut étre & tort) qu'il
existe un vecteur U non nul vérifiant A.U = 0,(vecteur nul de taille #). On suppose que des n composantes du
n

vecteur U, la plus grande en valeur absolue est u,,. En étudiant la ligne ) ak,.ux = 0, trouvez la contradiction.
k=1
Déduisez que det(A) est donc non nul.

<28 J On note (E,+,.) I'espace vectoriel des polyndmes de degré inférieur ou égal a 2. On note (E’, +,.) 'espace vecto-
riel des applications linéaires de E dans R (la linéarité c’est ¢(a.P + b.Q) = a.¢(P) + b.¢(Q)).
Montrez que P — P(0), P — P’(1) et P —— P’(2) sont dans E’ et forment une famille libre (on pourra poser
x.@1 + B.¢2 + 7.3 = 0 et appliquer aux polyndmes de la base canonique).

Montrez que P — / ).dt, P — P(0), P — P(1), P — P(2) sont dans E’ mais forment une famille liée.

w2: 1o on pose U :( 3 ) Montrez que {M € M>(R) | 3A € R, M.U = A.U} est un espace vectoriel. Donnez en une

base et la dimension.

= = o o o = o
I&I Q Combien de sous familles de (i, i+ 7j, i—k, i+ j —3.k)sontlibres? Combien sont des bases de
(R3, +,.) ? Combien sont génératrices de (R, +,.) ?
- e T A e e e
Méme jeu de questionsavec (i, i + j, i —k, i +j —3.k, i —j +5.k)
(9312 i 1a famille (e1,...ey) estlibre dans le R-espace vectoriel (E, +,.) , la famille (2.¢7, e + e, &3 + e1,... e, + €1)

est elle libre ?
Si la famille (e_f, ... e_n>) est libre dans le R-espace vectoriel (E, +,.) , la famille (ef + e, e; + €3, e3 + e4,... e, +
1) est elle libre ?

_>

Si la famille (e_f, ... ey ) est libre dans le R-espace vectoriel (E, +,.) , la famille ( Z e_2>, Z E}, Z e_,->, ... Z ?1))

est elle libre ?
Mémes questions si on remplace R par le corps des entiers {0,...p — 1} pour l'addition et la multiplication mo-

dulo p.
(3201 P, Q, R et S sont des polyndmes. Montrez que si la famille (P, Q, R, S) est liée dans (R[X], +,.), alors la famille
P(1) Q(1) R(1) S(1)
re) | [ o) | [ r@) | [ 5@
(| pa) [,] Q@ |.| R@) |,| s@) |[)estliéedans (R> +,.).
P(5) Q(5) R(5) S(5)
P(7) Q(7) R(7) S(7)

Montrez qu'il est possible que cette famille de (IR%, +,.) soit liée alors que (P, Q, R, S) est libre.

<3321 Q& On note A I'ensemble des applications de [0, 3] dans R affines par morceaux sur les segments du type
[k, k+1]. Ce n’est pas clair ? Ce sont les applications continues de [0, 3] dans IR, affines sur [0, 1], puis sur [1, 2] et
enfin sur [2, 3]. On ne perdra pas de temps & prouver que c’est un espace vectoriel.

L e -

1. (sauf sila famille est vide)



Montrez que ¢g, ¢1, ¢2 et ¢3 sont dans A avec ¢ = x — |x —k|.
3

Montrez qu’elles forment une famille libre (estimez Z ar.gpen0,1,2et3).
k=0
Que pouvez vous dire de dim(A) ?
Décomposez x — 1 suivant (@o, ¢1, ¢2, ¢3).
Montrez que deux éléments de A qui coincident en 0, 1, 2 et 3 sont égaux.
Que vaut dim(A) ?
Décomposez sur (go, 1, @2, ¢3) I'élément f de A vérifiant f (k) = k? pour tout k de 0 a 3.

Inversez la matrice

o =N W
\_/

<342 1 0n se donne cing Vecteurs u{ a us dans un espace Vectorlel (E, +, ) tels que (], u3, u3, u), (i, u3, u3, us),
( @, _4>, _5>) (ﬂ, u3, u_4>, u_>5), (u_>2, us, ﬂ, u5) soient libres. Montrez qu’on ne peut pas déduire que

u
7
’ ﬂ/ M_>3, ﬁ/ M—>5) soit libre.

SLE]

a. X3 +bX2+cX+d

(X — 1)(X — 2)(X—|—3), on a deux bases :

Dans I’espace vectoriel des fractions de la forme

G = X C = X Co = ! )etp =
27 X-D.(X-2.(x+3) ' T X-1D.(X-2.x+3) " X-1.(X-2).(X+3) r
1 1
7,13 :7,1—)_:7,1300:1,.
X-1) 2" (X-2) 7 (X+3)
1 ol
X—-2)(X 1 G
En pensant a X _( K X)—( 2)4; }3()_‘_ 3y’ complétez : e 3 gz: . Inversez la matrice obtenue. Ex-

P, P P53 P
primez alors C; comme combinaison linéaire de P;,Pyet P3.

a. X34+ b X2+ cX+d Q@ & [

C 1ét = .

omplétez I xro.x—3 Y tx—itxratxos
01 2 1 1 0 2 2 1 2 1 2
Ny : . .o 0 1 0 2.0 2 1 01 2 2
m@ Calculez les trois déterminants suivants : 12 2 101 20202212
1 1 0 2 2 1 1 1 0 0 0 1

\<3Zedon pose

B=(0+— o 051, 0—e 20 00— 6_4'9)

et
B= (ch4, ch®.sh, ch?®.sh?, ch.sh®, sh4)

Montrez que Vect(B) (noté E) est de dimension 5. Montrez que B est une famille libre de (E, +,.).
Montrez que si f est dans E alors f’ y est aussi.

ap &0
a &1
Si f a pour composantes | a, | sur labase 8, quelles sont les composantes | a, | de f’ sur cette base ? Donnez
as )
as Xy
Xo ao
o ay
la matrice M vérifiant | a, [= M.| 2 |.Donnez la trace, le déterminant et le polynéme caractéristique de M.
a3 as
oy ay
-1 3 2 1 0
On définit A :< 2 -1 ).Complétez pour que ( 0 ) et ( 2 ) soient vecteurs propres.
6 1 -3

Donnez son spectre. Calculez (A — I3).(A — 2.I3). Déduisez que A n’est pas diagonalisable. Calculez (A —
)% (A —2.13).
) (dite

O =
SO O

a
Si vous visez 'étoile, trigonalisez la, c’est a dire rendez la semblable a une matrice de la forme ( 0
0

“forme de Jordan”).

I&I © On se donne une matrice A de taille 4 sur 4. Montrez que la famille (I, A, A? ... A16) est liée.
Montrez qu’il existe au moins un polynéme non nul P vérifiant P(A) = 04 4.



Montrez que si la matrice M est diagonalisable, il existe un polyndme de degré 4 vérifiant a la fois P(D) = 044 et
P(M) = Oy4.

Montrez que 'application ( LCI Z ) — a+2.b+ ¢ — 3.d est linéaire de (M,(R), +,.) dans (R, +,.). Mettez la

sous la forme M —— Tr(A.M) pour A bien choisie & préciser.
Montrez que {M € M;,(R) | Tr(A.M) = 0} est un sous-espace vectoriel de (M (RR), +,.). Donnez sa dimension.
Montrez que {M € M;(R) | Tr(*M.M) = 0} est un sous-espace vectoriel de (M(R), +,.). Donnez sa dimension.

-6 2 6 1
OM= —24 13 a pour vecteur propre | 1 | (valeur propre) et pour valeurs propres —3 et 4. Re-
—-12 —4 1

trouvez son polyndme caractéristique, et diagonalisez la.

1 1 1 1 0
On pose A = ( 1 -1 0 -1 -1 > . Montrez que les vecteurs colonne de A forment une famille liée. Montrez
-2 1 0 -1 1

qu’il existe au moins un vecteur non nul U vérifiant A.U = 03. Calculez ' A.A et prouvez que son déterminant est
nul.

Calculez A.'A et calculez son polynome caractéristique.

Quelle est la dimension de l'espace vectoriel des vecteurs U vérifiant A.U = 03 ?

I&l Q© On se place dans (]R4, +,.) muni de la base canonique.

X X

| Y fem | D Soders{( e Y L S0)
t

<=

t

-6

Donnez une base de E, une base de F. Vérifiez que (( g )) est une base de E N F. Donnez une base de E + F, la
3

dimension des quatre sous-espaces cités, et complétez la derniere famille en base de R*.

l<s42 1 F, G et H sont trois droites de (R", +,.). Quelles valeurs peut prendre dim((F+ G) N H)?

Quelles valeurs peut prendre dim(((F+ G)NH)+ ((G+H)NF)+ ((H+F)NG))?
w45e ] Est 1ljoss1ble de ChOlSlI‘ T gour que | les quatre familles (_'>, i+ 7), _>), (? - ? + 7, ?, 7), (? +

3k z+2],_>)et(z -7, 1+k @) soient des bases de (R?, +,.).
Et si on ajoute « bases directes » ?

O Ajustez a pour que ( 611 :1,’ ) ne soit pas diagonalisable dans C. Rendez la quand méme semblable a < g i )

(trop dur de trouver w).

a7 ] Quelle est la dimension de I’espace vectoriel des matrices symétriques carrées de taille 7 sur n de trace nulle ?
Quelle est la dimension de I’espace des matrices carrées de taille 1 sur n vérifiant Tr(* M.M) = 0? (calculez cette trace)

<482 1O A est une matrice carrée. Montrez que A et'A ont le méme polynome caractéristique et donc les mémes valeurs
propres.
Montrez que les valeurs propres de A% sont les carrés des valeurs propres de A.
& Donnez une matrice carrée A, réelle de taille 2 telle que les valeurs propres de A? soient négatives.

2492 I Parmi ces sous-ensembles de I'espace vectoriel des polyndmes lesquels sont des sous-espaces vectoriels ?

polyndémes nuls en 0 polyndmes a coefficients positifs ou nuls
polyndmes de degré 3 polynomes multiples de X — 1
polynémes ne contenant que des mondmes de degré impair polynomes multiples de X — 1 ou X + 1
polyndmes de terme constant nul polynéomes multiples de X —1et X +1
polyndmes de terme constant 1 polynomes nul en 1 ou en 3
polyndmes dont la dérivée est soit nulle, soit ne contenant que des mondmes de degré impair

Montrez qu’il y a 70 tétraédres dont les sommets sont des sommets du cube [0, 1]°.



Montrez que douze d’entre eux ont un volume nul.
base x hauteur . volume tetraedre

t
3 SOl 6

Donnez un tétraedre de volume 6 Donnez un tétraeédre de volume 3 Montrez qu’il n’en existe aucun de volume
1
5

1
Combien ont pour volume 3 ?

Rappel :le volume d’un tétraédre est

a a+b-c
QO Déterminez noyau et imagede | b | — [ a—b+c¢ | apres avoir évidemment affirmé que cette application
c 2.a
est bien linéaire.

a a+b—c

Donnez un antécédent de chacun des vecteurs de la base canonique par [ b | — [ a—b+c |. Déterminez
c 2a+c

noyau et image de cette application linéaire.

w522 I Montrez quessi ((an)? — ay) et ((an)? + a,) convergent, alors (a,,) converge.
Vrai ou faux :si ((a,)? — a,) et ((a,)% +a,) convergent, alors (a,,) converge.

1 2 1 1 0
On définit f = X — M. XavecM = | 3 1 etP="Vect(| O ,| 1 |)-Donnez la dimension
-3 3 -2 1
de P et une équation cartésienne de P.
2
Ajustez les coefficients de M pour avoir Im(f) C P et :é € Ker(f). A-ton Im(f) = P ? Donnez une base et

0
la dimension de Ker(f) (rappelle : Ker(f) est le sous-espace vectoriel des vecteurs dont I'image est nulle).

<542 I Montrez que de toute suite bornée a valeurs dans Z, on peut extraire une sous-suite qui converge.

<552 ] Une suite réelle croissante dont la moyenne de Cesaro converge est elle aussi convergente ?

1 -2 1
O Pouvez vous compléter | 0 en matrice de projecteur (po p = p et donc M> = M) ?
—10
Si oui, calculez son déterminant et son polyndéme caractéristique.
Donnez son noyau (ensemble des vecteurs d'image nulle) et son image (ensemble des vecteurs atteints).
Et tant qu’on y est, diagonalisez la.

In(1+1¢
Sinon, donnez le développement limité d’ordre 3 en 0 de t — M
-3 1 1
A est une matrice de projection, complétez la : A = 0 -1 |].Donnez son noyau K et une base de son
4

image I. Donnez l'équation cartésienne de son ensemble image. Montrez que son image est Ker(I3 — A). Montrez
que {M € M3(R) | AM = M.A} est un espace vectoriel. Montrez que M est dans C si et seulement si on a
VUeK, MUe€KetVV el MV el

<5821 Soit p un projecteur et n un endomorphisme nilpotent de (R, +,.). On suppose de plus p on = 1o p. On pose
f = p + n. Calculez Tr(f¥) pour tout entier naturel k.

<592 1 On note P Iensemble des projecteurs de (R",+,.) (n vaut au moins 2). Déterminez 1’ensemble image de P x P par
I'application (p, q) — Tr(p +q).
Montrez que I'ensemble image de P x P par 'application (p, q) — det(p +q) est R.
Quel est 'ensemble image de P x P par l'application (p, q) — Tr(poq)?

<602 ] p et g sont deux projecteurs de IR, vérifiant Tr(p + q) = 4. Montrez alors Im(p) N Im(q) # {7} Déduisez que 2
est valeur propre de p + g.



<6121 © Montrez que la dérivation est un endomorphisme sur l’espace des solutions de I'équation y” + a.y’ + b.y = 0.
Donnez sa trace et son déterminant.

<622 J Un éleve dit « j’ai voulu calculer la trace et le déterminant de M — M? de (M(R), +,.) dans lui méme. J’ai donc
, . . . 10 0 1 00 0 0
calculé la matrice de cet endomorphisme sur la base canonique (( 0 0 ) , ( 0 0 ) , ( 1 0 ) < 01 ))
1 0 0O
. 10 00 00 00 o , . 0 00O .
Ayantpourlmages(( 0 0 ),( 0 0 ),( 0 0 >,( 0 1 >),]a1trouvelamatr1ce 000 0 de dé-
0 001
terminant nul et de trace 2.
1 -1 -1
. . 10 11 10 0 0 _ , . 0 2 0
Mals]alprlsensultelabase(( 0 0 ),( 01 ),( 11 ),( 0 1 ))et] ai trouvé la matrice 0 0 N
-1 -1

La trace a changé. Or le cours dit que la trace d"un endomorphisme ne dépend pas de la base choisie.. »

w6321 A est une matrice de taille 3 vérifiant A2 = A (projection). Montrez que M +—— A.M est un endomor-
phisme de (M3(R), +,.). Donnez son déterminant en fonction de celui de A. Déterminez sa trace dans le cas

100
A= ( 010 ) . Déterminez sa trace dans le cas général.

_ o O O

] e e e

Une application f de R dans R (ou méme de IN dans RR) est dite convexe si pour tout triplet ordonné (a, b, c) avec

a b c
a<b<conal| f(a) f(b) f(c)|=0.
1 1 1

I~0) Montrez I'équivalence entre la positivité de ce déterminant et le jeu d’inégalités :
f0) ~f(@) _ f(e) = Fla) _ £(e) = F(b)
b—a ~ c—a c¢—b
I~1) Montrez que les applications affines sont convexes, de méme que x — x2.

I~2) Montrez que 1’'ensemble des applications convexes est stable par addition.
I~3) Montrez que x — |x| est convexe (distinguer suivant la position de 4, b et ¢ par rapport a 0).
II~0) Montrez que f est convexe si et seulement si x — f(—x) est convexe.

II~1) Montrez que f est convexe de |0, +oo[ dans R si et seulement si x — x.f (%) est convexe |0, +oo[ dans R.

el e ey
III~0) Soit f une application convexe de R dans R. Montrez que pour tout x, et pour tout triplet (4, k, t)
avech<k<0<t :f(x—i—h)—f(x) < flx+k) = f(x) < f(x‘HZ—f(x)

(on pourra prendre (a, b, c) = (x +h, x +k, x) puis un autre triplet).

flx+h) - f(x)
h

III~1) Déduisez que h — est croissante majorée sur | — oo, 0].
III~2) Déduisez que f est dérivable a gauche en tout point. f est elle dérivable a droite en tout point ?

III~3) f est elle continue en tout point ? f est elle dérivable en tout point ?



II~4) Montrez fg(x) < f;(x) (ceci répond partiellement a la question précédente ?) pour tout x.

Ty

II~5) En prenant (x, - .

, y) danslerole dea, b et c, montrez fj(x) < fg(y) pour tout couple (x, y) avec x <y .
II~6) Déduisez que f, et f; sont croissantes.

III~7) Montrez que si f est convexe et dérivable de R dans R, alors f’ est croissante.

IV~0) Montrez que si f est dérivable avec f’ croissante, alors f est convexe.

IV~1) Justifiez que expest convexe.

Inégalités de convexité

V~0) On se donne a et c avec a2 < c. Montrez que t — (1 — t).a + t.c est bijective de [0, 1] dans [a, ¢] (explicitez
sa réciproque).

V~1) Montrez que f est convexe si et seulement si
pour tout triplet (2, ¢, t) de R x R x [0, 1]ona f((1—t).a+t.c) < (1 —t).f(a) + t.f(c).

V~2) Montrez que si f est convexe, et 1 convexe et croissante alors /1 o f est convexe.

VI~0) Montrez que f est convexe si et seulement si pour tout n uplet (x1,...x,) de R"” et tout n-uplet (A1,...A,)
de (R**)" onaf(/\l'xl +...—|—)\n.xn) < A f(xq) —|—...—|—An.f(xn)‘

~
M.+ A o M+ + A
pour un sens, vous pourrez considérer le cas particulier n = 2

Ant1
M+ A+ A

x1+...+xn)<ex1+...—|—ex"
< .
n n

pour I'autre sens, vous pourrez faire une récurrence sur n en étudiant (1 — t))‘liij;ii’}\""” + t.x, 1 pour t =
n

VI~1) Déduisez pour tout n de IN* et tout n uplet (x1,...x,) : exp (

ar+...+ay

VI~2) Déduisez pour tout n et tout n uplet de réels strictement positifs (ay,...a,) : {/a7...a, < .

b b
bia’/a g(t).dt) < blTa/a f(g(t)).dt (inégalité de Jensen).

VI~3) Montrez pour f convexe et g continue : f (

Factorielle

L’objectif est de montrer que la fonction factorielle de IN dans IN est logarithmiquement convexe (c’est & dire que son
logarithme est convexe), puis de montrer qu'il existe une unique application qui généralise la factorielle a R™ et reste loga-
rithmiquement convexe. On l'appelle fonction I (gamma).

b' c=b b).(b c! b—a
VII~0) Montrez, pour trois entiers naturels 4, b et c vérifianta < b < ¢ : (E) < ple=b)-(b=a) < (E) , dédui-
sez que n — In(n!) est convexe de IN dans R. ' '

VIII~0) Pour x réels strictement positif donné et n entier naturel, on pose I,,(x) =

Montrez : I, (x) = /n (1 - i)n Pldt = n* /1(1 —u)" ¥ du
I A L) r I . Adu.
Calculez I, (3) et donnez sa limite quand n tend vers l'infini.

Simplifiez I,,(p) si p est un entier naturel et donnez sa limite quand # tend vers +oo.

Montrez que chaque application x — In(I,(x)) est convexe sur |0, +oo].

IX~0) x est un réel strictement positif donné ; montrez : (t + 1)*1 — **1 > (x + 1).t* pour tout ¢ positif.
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IX~1) Déduisez : (n + 1)1 > n¥.(n + 1+ x) pour tout entier naturel n. Déduisez que (I,(x)), est une suite
croissante.

IX~2) Montrez pour tout x que la suite (I,(x)) converge. On pose alors I'(x) = limy,— o0 In ().

X~0) Exprimez I,(x + 1) al’aide de I, 11 (x). Déduisez : T'(x + 1) = x.I'(x).

24
y=Gamma(x) 20

Montrez que x +— In(I'(x)) est \
convexe sur |0, +oo]. —

Déduisez que I est convexe.

On a donc montré que I est une fonc-
tion logarithmiquement convexe, qui
généralise la factorielle a |0, +co] (en
fait, historiquement, a cause de ce sale
Gauss, il perdure un décalage depuis
toujours : T'(p) = (p — 1)!). * g 3 7

. Unicité .

Passons a : « c’est la seule généralisation de la factorielle ».

XI~0) Soit f une application de |0, +oo[ dans R vérifiant f(1) =1, f(x + 1) = x.f(x) pour tout x et f est logarithmique-
ment convexe. Calculez f(n) pour tout entier naturel n.

XI~1) On pose § = In(f). Montrez pour tout x et tout n : g(x +n) — g(x) — g(n) = In(x) + nilln (x ;: k).
k=1
gn) —gn—1) _glx+n)—gln) _glnt+k) —gn)

XI~2) Montrez pour k entier, plus grand que x : 1 < X < K

XI~3) Déduisez : M —In(n) —n—+00 0.

XI~4) Déduisez ¢(x) = lim (x. In(n) —In(x) — nilln (x + k)) = lim In(I,(x)).
tee k=0

n— k n——+o00

<652 | Déterminez le noyau de f — f' — f de C*(R) dans lui méme.
Déterminez le noyau de P — P/ — P de R[X] dans lui méme.

<662 | Montrez que ¢ = A — a% + 2.11% + 3.u% + a3 + 2.ag + ag est une forme linéaire sur (M3(R), +,.). Combien de
matrices ont pour image 1? Donnez U vérifiant VA, ¢(A) = Tr(A.'U).
On pose alors ) = A — Tr(A.U) et{ = A — Tr(A.U?).
Donnez la dimension de Ker(¢) N Ker(y) N Ker ().

w6710 Soit f un endomorphisme de (E, +,.). Montrez : Ker(f°) C Ker(f) C Ker(f?) C Ker(f3)....
O Déterminez la liste de ces noyaux si f est 'endomorphisme de (IR®, +,.) dont la matrice sur la base canonique

2 -1 1
est ( 1 0 0 ) . Calculez en passant le trace de chaque puissance de cette matrice.
-3 2 =2

2 1 =3
O Méme question avec celui dont la matrice est la transposée de la précédente : [ -1 0 2 ) .

-4 2 =2
0 Méme question avec celui dont la matrice est ( -3 2 =2 ) .
3 -1 1
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& Construisez un endomorphisme de (R, +,.) dont la liste des dimensions des noyaux itérés (Ker(f*)) soit
0-3-5-7—-8—-8—8....Donnez alors la liste des dimensions des images itérées (le mieux sera de donner la matrice
de votre endomorphisme sur la base canonique).

 Donnez un endomorphisme f de R3 vérifiant Ker(f) = Vect(

z =0} et Ker(f3) = R3.

@ Donnez un endomorphisme f de R3 vérifiant Ker(f) = Vect(

—r
1

z=0}etf(7)= 7.

- - = e
i+ —k)Ker(fH)={x.i+y.j+zk|y+
- = = e
i+ —k)Ker(f)={x.i+y.j +zk |y+

<682 1 © soit f un endomorphisme de (E, +, .). Montrez 'équivalence entre Im(f) = Im(f?) et Im(f) + Ker(f) = E.

26921 © Soit f un endomorphisme de (E, +,.). Montrez 'équivalence entre Im(f) = Im(f3) et Im(f) = Im(f?).

<202 | Montrez que P(X) — (X —2).P'(X) — P(2).(X?> — X + 1) est un endomorphisme de (R3[X], +,.). Calculez sa
trace et son déterminant en donnant sa matrice sur la base canonique de (R3[X], +, .). Auriez vous obtenu la méme
trace et le méme déterminant en travaillant sur une autre base ?

On note E T'espace vectoriel engendré par les

ck s>k

plété sa matrice

pour k de 0 & 5 (on pose comme toujours ¢ = cos
et s = sin). Donnez sa dimension.

Montrez que la dérivation est un endomorphisme
de (E,+,.). Donnez son noyau et son image. Cal-
culez sa trace et son déterminant apres avoir com-

0 ~1 0 0 (s5)*
5 0 0 (c.s*)*
0 0 (c?.83)*
0 3 (c3.82)*
0 0 (c*.s)*
0 0 1 0 A)*

S

0
f(°) flesh) f(2s)) f(s?) flcts)  f(c)

ez2:] Rappel des regles : sur chaque ligne et sur chaque colonne, il y a chacun des cing entiers 1, 2, 3, 4et 5. Et il des

signes « plus grand que » et « plus petit que » ; bien entendu, ils doivent étre corrects.

| > [ ] 5] 1> 0O [

I e
A

N
(>3] < [ 21> (>0 [

L L I>[2)>[1] [3] e [ | [ ] [J<
Y

aides
L L M4 L !7\<!T\ 1 O<[4]
[ [ <[3]

L) [ ] [ J>]

> [ ] (<[4 [5]

<2321 On veut simuler un dé a six faces non équilibré avec les probabilités suivantes :

1 [ 2 ] 3 [ 4

| 5 [ 6

Ecrivez un script Python qui s’en charge.

[1/13 [ 2/13 [ 5/13 [ 1/13

[3/13 [ 1/13]

l<Z42 ] Construisez un endomorphisme f de (R3, +,.) vérifiant Ker(f) = Vect(

T+ T K f(T)=1 -2 +FKet

Ker(f) C Im(f) (vous pouvez construire sa matrice sur la base canonique, je vous ai déja offert une colonne...). Calculez alors rg( f)

et rg(f2).

<521 On note T}, 'espace vectoriel des matrices carrées de taille n de trace nulle. On note S, 'espace vectoriel des ma-
trices carrées de taille n symétriques. Quelle est la dimension de S, + T}, ?
Pour quelles valeurs de 7 et p existe-t-il un isomorphisme entre S, et T}, ?

<Z62 I Donnez un endomorphisme f de (R3, +,.) vérifiant Ker(f) C Im(f) et qui ne soit pas un automorphisme (quelle
sera alors la dimension de Ker(f) et la dimension de Im(f)?).

Q?OnposeM:

cococococococo

coocococoo
coococococor
cocoocococoro

0
Déterminez Im (M), Ker(M),
Ker(U — M.U) et autres).

0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1
Ker(M) N Im(M), Ker(M?),Im(M?), Ker(M?) N Im(M?) (notations abusives pour

Explicitez la suite (dim(Ker(M")),>0 -
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<Z82 1 On note Ef-‘ la matrice avec des zéros partout, sauf un 1 en ligne i et colonne j. Montrez que Vect(Ef-‘ |i < k)estun
sous-espace vectoriel de M, (IR), +,.) formé de matrices toutes nilpotentes.

<792 I Montrez que toute matrices carrée de taille 3 sur 3 vérifiant Tr(M) = Tr(M?) = det(M) = 0 est nilpotente.
Montrez que toute matrice carrée de taille 3 sur 3 vérifiant Tr(M) = Tr(M?) = Tr(M?) = 0 est nilpotente.
On pourra utiliser le théoréme de Cayley-Hamilton : toute matrice de taille 3 vérifie M3 — Tr(M).M? +
Tr(Com(M)).M — det(M) = 033.

<8021 Peut on avoir gof = Idg etpas g = f~!? Oui. Prenez pour (E, +,.) I'espace vectoriel des suites réelles, et pour
g l'application qui transforme la suite (u,) en la suite (u,1) (vérifiez sa linéarité). Et construisez f linéaire aussi
pour avoir g o f(u) = u pour toute suite u. Montrez que ni f ni ¢ n’est bijective.

I&I Construisez (en donnant sa matrice sur la base canonique de (K?,+,.)) un endomorphisme de (IKZ, +,.) de noyau
-
Vect( i + 3. j ) et de trace nulle (K, +, x) est le corps des entiers de 0 a 6 pour I'addition et la multiplication modulo 7).



