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On pose A =

2 8 O
— o8
o = =

(a est un réel fixé). Déterminez son rang. Pour quelles valeurs de a est elle

diagonalisable ?

Il y a au moins un vecteur colonne non nul, le rang vaut au moins 1.
De par la derniere ligne, les deux derniers vecteurs sont indépendants. le rang vaut au moins 2.

Et de par le format, il ne peut dépasser 3.

On calcule un déterminant pour savoir si il vaut 2 ou 3 : a® + a.

] a=0 \ a=—1 \ autres |
1
rang 2, une colonne nulle rang 2 :noyau | -1 rang 3
1

On cherche son polyndme caractéristique : X> — X? — (a2 +a+1)
Trois valeurs propres : —1, —aeta + 1.

Soit f un endomorphisme de (E,+,.). Montrez que f est injective si et seulement si on a Ker(f o g) = Ker(g)
pour tout autre endomorphisme g.
Pour un des sens c’est direct. Pour ’autre, bien choisir g.

Sens direct. On suppose f injective. .
On a toujours Ker(g) C Ker(f o g) (dés que g( @) est nul, on peut composer par ce qu’on Veu_t; on trouve 0).
Ensuite, soit @ dans Ker(f o ). On traduit f(g(7’)) = 0. Par injectivité de f : g(@) = 0 . On reconnait que



@ est dans Ker(g).

Sens indirect. Si on a Ker(f o g) = Ker(g) pour tout g, alors en particulier pour § = Idg, on a Ker(f) = Ker(Id) =
{ 0 }. Que demander de plus !

|<131>I
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= - —
On se place dans (R, +,.) mum de la base canonique orthonormée ( i, j, k).

Pour tout triplet de vecteurs (ul, LT%, u_>3) on définit la matrice G (dite « matrice de Gram ») de terme général

—
- L e R G
g{-‘ = 7{.7{ (produit scalaire des deux vecteurs) : [ ui.u3 ||uz||> u3.u3

W bl |3l

Montrez : Tr(G) > 0 et Tr(Com(G)) > 0.
Montrez aussi Tr(Com(G)) est nulle si et seulement si les trois vecteurs sont colinéaires.

La trace de la matrice de Gram G est la somme |17 | |2 + | |13 | |2 + || 43| |2
En tant que somme de carrés de normes, elle est positive.

T 37 0
- . . . . u ui.u .
Chaque coefficient de la diagonale de la comatrice est un déterminant de la forme |1L—>1u—|> ||1_> | |22 (en variant
1-U2  ||U2

les indices).

Un tel déterminant vaut (] |77 || x ||u3]])2 — (
Et I'inégalité de Cauchy—Schwarz nous dit : (
C’est I'inégalité de la forme (x.x' +y.y' + z.2/

T

u3) 2<||u ||2|\Mz||2
< (2 + 92+ 22).(%+y? + 27).

‘vaifi

On somme ces trois termes_?osmfs ou nuls, on obtient un réel positif ou nul.
Sinon, il suffit d’écrire .7 = || ||.]|7|. cos(angle) pour conclure aussi géométriquement.

1 2 -3
O Montrez que 2 5 —2 | estlamatrice d'un produit scalaire sur (R? +,.). Donnez une base ortho-
-3 -2 26

normée pour ce produit scalaire.

Ecrivez cette matrice sous la forme ‘T.T.

On définit (U, V) —! U.S.V. On a une forme par compatibilité des formats.

Elle est symétrique car 'U.S.V =! ({U.S.V) =! V.IS.U =! V.S.U par symétrie de la matrice.
On montre en quantifiant : ‘U.S.(a.V + BW) = ... = a!U.S.V + BIU.S.W.

Le plus intéressant est la positivité. On développe :

1 2 -3 b
(x vy z)| 2 5 =2 ].[y |=x"+5/7+262"+4xy—6xz—4yz
-3 -2 26 z
1 2 -3 x
(x y z)[ 2 5 =2 y | =(x+2y—32)2%+y?+172% + 6.y.z
-3 -2 26 z
1 2 =3 X
(x y z)l 2 5 =2 y | = (x+2y—32)%+ (y+3.2)*+8.2
-3 -2 26 z

C’est une somme de carrés de réels. Elle est positive.
x +2y -3z =0
Et elle n’est nulle que dans le cas suivant : y  +3.z =0 .0Onaboutit au vecteur nul.
z =0

= .
Une base orthonormée ? On prend i . Il est normé. Facile.

Second vecteur : j —2. i .l estbien orthogonala i .
On calcule sanorme : 1 (x = —2,y = 1l etz = 0 donne (x + 2.y —3.2)% + (y +3.2)% + 8.22 = 0.

Y
Troisiéme vecteur : ? — ¢Lf>, _z>) X ? — 4)(%> 7) — 7) (? — 7)

- =
Ontrouvell.i —4.j + k.
On calcule sa norme : incroyable, c’est 1.
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1 -2 11
Labase ([ O |,{ 1 |,| —4 |).
0 0 1
1 -2 11 1 2 -3
Onnote P la matricedepassage | 0 1 —4 | dinverse| 0 1 4 (calcul a la main).
0 0_> 1 0 0 1

Quand on se donne deux vecteurs 1 et v" on calcule leur produit scalaire.

Sur la base canonique : 4)(7, 7) =1u.s.v.

Sur la base orthonormée : ¢(, ¥) = {(U’).V" avec U = P.U’ et V = P.V’' (changement de base).
Onadonc!U.S.V =t (P~LU).(P~LV).

On obtient {U.S.V =f U.H(P~1).(P~1).V.

on identifie (peut étre un peu vite?) : S =f (P~1).P~L.

Et de toutes facons, on vérifie :
2 -3 1 2 -3
. 1 4 = 2 5 =2
0 1 -3 -2 26

Montrez que (P, Q) — P(0).Q(0) + P'(1).Q'(1) + P”(2).Q"(2) 4+ P©®)(3).Q®)(3) est un produit scalaire sur
(R3[X], +,.).
Transformez la base canonique (1, X, X2, X3) en base orthonormée par méthode de Gram-Schmidt.

1 0
2 1
-3 4

_ o O

1
0
0

Joli, non ?

« p p B 1 -1/2 -1/2 0
f g 5 g . Vecteurs : 0 1 V32 )1 =v3/2 |, o
B B B w —a —a —a b
Ajustez a et b pour que la famille ait pour matrice de Gram G. Quel est I'angle que font deux a deux ces vecteurs ?
Et en dimension 7 ? On considére la matrice U de taille n + 1 dont tous les coefficients valent 1. Montrez que 0
en est valeur propre de multiplicité n avec un sous-espace propre de dimension #. Montrez que le vecteur formé
de n + 1 réels égaux a 1 est valeur propre de U. Déduisez que U est semblable a Diag(n + 1,0,...0). A quelle
matrice diagonale est semblable B.U + (« — ).I? Quel est son déterminant ? Déduisez que si on peut trouver

n + 1 vecteurs unitaires de R” formant deux a deux le méme angle 6, alors cet angle 6 vaut Arccos(—1/n).
A faire.

a7

a8

Ondéfinitf = v | — x —2y +2.z |.Donnez son rang, son noyau (base, équations cartésiennes), son

Q Montrez que (x,y,z) — \/x2 4+ 5.y2 + 11.z2 + 4.x.y + 2.y.z + 5.y.z est une norme issue d"un produit scalaire
(pour l'inégalité triangulaire qui fait bien partie de la question, passez par I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur le produit scalaire).
- =

Complétez pourque (i, a.i + j,a.i +b.j + k) soit orthonormée.
A faire.

— —
Soient @ et b deux vecteurs d’un espace préhilbertien réel, tous deux de norme 1 (avec @ # b ). Montrez que
_)
chacun des vecteurs (1 — A).@ + A. b (A dans |0, 1]) est de norme strictement plus petite que 1.

On veut calculer la_> norme de (1 — )L)._E: + AT On calcule méme son carré de norme :
P(1=N)TH+ADY, A=A)T+Ab)=1-1)2¢(7,7)+2A1=A).p(7, b) +A_2>.<p( b,
On exploite ’hypotheése “normés” : |(1 — MNT+ALP=1-A)2+21(1- )L).cp(7, b)+ A2
On regroupe (1 —A)2 + A2 =1+ 2.A.(A —1).

A — — > — =
On termine |(1 7&2. a+AbF=1-2A(1-A).(1—¢(a’, b))
Leréel 1 — 47(7, b ) est positif (strictement, c’est 1 — 1.1.cos(.. .)).
Leréel A.(1 — A) est positif. R
Leréell —2A.(1—A).(1— 4)(7, b)) est strictement plus petit que 1.

- =
b

)

x x +y +z

z 2x -y +3z
image (base, équation cartésienne).
Montrez que 1’ensemble des endomorphismes h vérifiant f o h = Ops est un espace vectoriel dont les éléments
sont de rang 0 ou 1 (et comme toujours, il y a la deux questions...). Donnez une base de cet espace vectoriel.




Pour «espace vectoriel », on va montrer « sous-espace vectoriel de (L(E), +,.).

L’application nulle vérifie la propriété.

Si g et h vérifient f o ¢ = f o h = O,alors par linéarité de f, on a aussi f o (§+Hh) = 0 et f o (a.h) = 0 endomor-
phisme nul).

Ce sont des endomorphismes h vérifiant Im(h) C Ker(f).
Comme Ker(f) est de dimension 1, Im(h) est de dimension 0 ou 1.
Et le rang est la dimension de I'image...

La condition Im(h) C Ker(f) est nécessaire et suffisante.
4a 4D 4o
On cherche donc des matrices de la forme —-a —-b —c
—3.a -3b -—-3c
On a un espace vectoriel de dimension 3 (dans L(IR%), +,.) qui est de dimension 9).
On peut en donner une base.

Montrez que I'ensemble des endomorphismes g vérifiant g o f = Ogs est un espace vectoriel dont les éléments
sont de rang 0 ou 1. Donnez une base de cet espace vectoriel.

Cette fois, on a encore un sous-espace vectoriel de (L(R?), +,.). Le morphisme nul vérifie la propriété.
Sionpartdego f =0etho f =0, onasans méme avoir besoin de linéarité : (§+h)o f =0eta.ho f =0.
La condition nécessaire et suffisante est Im(f C Ker(g).

Ker(g) est donc au moins de dimension 2.

Par soustraction dans la formule du rang, rg(g) est au plus de dimension 1.

1 0 1 0
La condition sur notre matrice est M. 1 = 0 et M. -2 = 0
2 0 -1 0

En nommant C;, Cyet Cjs les trois colonnes de M, ona alafois C; + C; +2.C3 =0et C; =2.C, 4+ Cs.
On exprime C; et C3 al’aide de C;.
Toute matrice est déterminée par le choix des trois coefficients de C;. On a un espace de dimension 3.

XX —u
Les matrices sont de la forme | B B —p |sivousy tenez et si vous voulez construire une base.
Y Y =

O Déterminez le rang de l'application P —— 4.P(X) — 3.X.P/(X) apres en avoir prouvé la linéarité de
(R, [X], +,.) dans lui méme et en avoir cherché le noyau.
Déduisez que pour tout polyndme Q il existe P vérifiant Q = 4.P — 3.X.P’".
Est il vrai que pour tout Q il existe P vérifiant Q = 4.P — X.P'?

On l'appelle get on dit que ® ¢(P) existe
P) est un polyndome

(
. (pEP + Q) = ¢(P) + ¢(Q) pour tout couple (P, Q)”

a. évitez de les appeler P et P’ !
On détermine son noyau en résolvant 4.P(X) = 3.X.P’(X) d’inconnue P.

d
On peut poser P = 2 a;.X* et identifier rien que sur le terme de plus haut degré : 4.a; = 3.k.a;.C’est impossible.
k=0
On peut aussi résoudre 1’équation différentielle : P € Vect(x — x%) NR[X].
Le noyau est réduit a 0.

Par formule du rang, I'image est de dimension n + 1.
Qui a oublié que (R, [X], +,.) est de dimension n +1 ? Qui n’a envie de n’intégrer que des écoles 2 10.000 euros de frais de scolarité par an ?

L’endomorphisme est donc bijectif. Tout élément Q admet un unique antécédent.
On ne le calcule pas ici... Ce n’est pas demandé.

En revanche, avec P — 4.P(X) — X.P’(X), le noyau est Vect(X*).
Et I'image n’est que de dimension 7.

Il y aura donc une condition ! sur Q pour qu'il existe P vérifiant Q = 4.P — X.P".

1. et une seule



Q1

Et les solutions ne seront définies qu’a un multiple de X* pres.
On le sait d’avance, avant méme d’écrire le systeme. Avantage des maths sur I'approche brutale et calculatoire.

Soit f un endomorphisme de (E, +,.), montrez : Im(f?) = Im(f*) < Im(f?) = Im(f3).

(=) On suppose Im(f?) = Im(f*).
On doit prouver Im(f?) C Im(f3) etaussi Im(f?) D Im(f3).
e L'inclusion Im(f3) C Im(f?) n’a pas besoin de I'hypothése. C’est le résultat général Im (g o f) C Im(g), avec les

g(f(7)) qgi> sont des ¢( b ) particuliers.

e Prenons b dans Im(f?). On l'écrit 7 = () pour un @ bien choisi.
Mais alors (@) est dans Im(f). par I'hypothése initiale, il est dans Im(f2). On peut I'écrire f2(C) pour un @
bien choisi.

On a alors 7 = f(f( )) = f(f2(7>)) et le voila dans Im(f3).

(<) On suppose Im(f?) = Im(f3).

On doit prouver Im(f?) C Im(f*) etaussi Im(f?) D Im(f*).

eOna déjé_I> m(f*) C Im(f?). Sans utiliser I'hypothese.

e Prenons b dans Im( fz) Il est donc dans Im(f3) par hypothese

On 'écrit donc b = £3(¢") pour un ¢ bien choisi. Mais f2(¢") est dans Im(f2) donc dans Im(f3) par hypothese.

Il s’écrit donc f (z) pour un d bien choisi.

On a finalement b = f3(7) = f(f2(T)) = f(f3(d)). W est das Im(f*).

Un raisonnement sans effort. mais un raisonnement.
Ce qui géne certains : en DS de physique et SII on a besoin surtout de la partie analyse des maths (intégrales, équations diffé-
rentielles..)

. ) . Clestadire du calcul.
pour faire des sciences on a besoin de la partie algébrique des maths

C’est a dire le raisonnement.

Q Soient f et ¢ deux endomorphismes d'un espace vectoriel (E, +,.) de dimension finie. On suppose : go f =0
et f + g bijective.

Montrez : Im(f) C Ker(g), Ker(f) N Ker(g) = {0 }.

Déduisez : dim(Ker(f)) + dim(Ker(g)) < dim(E) et enfin dim(Im(f)) + dim(Im(g)) = dim(E).
(on utilisera la formule du rang : dim(Ker(f) + dim(Im(f)) = dim(E))

f et g sont deux endomorphismes de (R",+,.). Mongez :
(rg(f +8) = r8(f) +18(3)) < (Im(f) N Im(f) = { 0'} et Ker(f) + Ker(g) = R")
A faire.

On note (E, +,.) 'espace vectoriel des matrices carrées de taille 2. Montrez que (A, B) — Tr(*A.B) est un
produit scalaire sur E.

b
a.c — b%). Montrez que (A, B) — Tr(*A.S.B) (noté ¢s) est aussi un produit scalaire sur E.

Soit S une matrice réelle symétrique a spectre strictement positif ( ( * ZC) ) avec a et c strictement positifs ainsi que

La premiere question est du cours, je ne vais pas la faire six fois...
Quoique.

Aparté

. . o . . £ a
Non, je profite de la place ici pour montrer que la matrice réelle ( b

On cherche son polyndme caractéristique X? — (a + ¢).X + (a.c — b?).
Le discriminant de celui ci vaut (a — ¢)? + 4.b%2
Il est positif ou nul. On a donc deux valeurs propres.

b > se diagonalise toujours.
c

Plus précisément : si on part de ( 4 2 ), elle est déja diagonale, donc diagonalisable en elle méme,

0
via P = .

2. si si, faites le calcul, c’est pas a moi de tout faire



. . a
sinon, e on a deux valeurs propres réelles

+c—y/(a—c)2+4.1? o AT Ot V(a—c)?+4.b?
2

2

e chaque valeur propre apporte un vecteur propre
e deux vecteurs propres (indépendants car de valeurs propres distinctes), on a une base de
vecteurs propres (ce qui permet de créer une matrice de passage P).

Si les deux valeurs propres sont positives,  la trace a + c est positive (somme des valeurs propres)

o le déterminant est positif (somme des valeurs propres)

Réciproquement, si le déterminant est positif, les deux valeurs propres sont de méme signe (produit de

deux termes).

Maintenant qu’on les sait de méme signe, c’est leur somme qui donne le signe.
On a donc bien équivalence « deux valeurs propres positives »

«déterminant et trace positif.ve.s »

Passonsena (A, B) — Tr(*A.S.B).

Forme Les formats sont compatibles, on peut calculer cette trace de matrice 2 sur 2 qu’est 'A.S.B.

Symétrique Partant de Tr(*M) = Tr(M), ona Tr(*A.S.B) = Tr(*B.’S.A) (oui, on utilise aussi 7.Q =" Q.7P
et!(P) = P).
Sachant ensuite que S est symétrique Tr(*A.S.B) = Tr(*B.S.A).

(Bi)linéaire Par symétrie, on ne teste que par rapport au second vecteur :
Tr(*A.S.(B.B+v.C)) = B.Tr(*A.S.B) + v.Tr(* A.S.C) (merci de quantifier V. . .)
On peut aussi dire qu’on a le produit scalaire usuel de A et S.B, et c’est linéaire par rapport
aA

Positive On calcule Tr(*A.S.A) et tous calculs faits avec A = < )ZC % ) etS = ( Z IZ >
ax?+2bxz+cz?+ay? +2.bty+ct?

On voit nettement la somme de deux termes tels que a.x> + 2.b.x.z + c.z> dont on se dit que
chacun doit étre positif.

a est positif, le trindme en x a un coefficient dominant positif, et un discriminant négatif
(4.6 — 4.a.c).z%, relisez 'hypothése sur la matrice S). Il est de signe constant positif. Ou
nul, mais...

L'autre terme a.y* + 2.b.t.y + c.t? est de la méme forme, positif...

Défini p. Si Tr(*A.S.A) est nulle (féminin, c’est une trace), alors chaque terme positif ou nul a.x> +
2.b.x.z + cz? et ay? + 2.b.t.y + c.t? doit étre nul, et d’apreés 'étude « trindbme du second
degré », la seule possibilité est A =0,doncz =t =0puisx =y =0.

Pour quelle(s) matrice(s) S la base canonique est elle orthonormée pour ¢g ?

Une réponse possible est S = I, puisqu’alors on retrouve le produit scalaire usuel sur (M,(R), +,.) pour lequel
les matrices de la base canonique sont orthogonales entre elles, et de norme 1.

Mais apres tout, il y a peut étre d’autres solutions.

Calculons quand méme quelques normes et produits scalaires :

1 0
Tr(<0 0

J

a

b

b
c

JCo o )=e ] o) (0 e )

Tr((

(=)

0

0

1 0 0
Tr(< 0 0 >< 0 et autres

)-(8

On aboutitaa=c=1etb =0.
Seule la matrice I, convient.

Pour quelle(s) matrice(s) S la base ( (

question avec orthonormée.

(1) ) ) est elle orthogonale ? Méme

Cette fois, on recommence les calculs :

p(0 1)-(8 )0 1 pmeezerze (T OV (8 V(1 S Ymerzvrae (% ) (8 F) (0
Tr(<(1) })(z l;><} ?)):2.b+2.c et autres
Onexigealafoisa+2b+2c=1,2a+2b+c=1donca=cetb=(1-3.a)/2

et2b4+2.c=0puisa+3.b+c=0et2.b+2.a=0.
Et 13, ¢a ne colle plus...
IIn’y a pas de matrice S possible.

w5 ] & Théoréme spectral en dimension 3 pour comprendre.



Soit ¢ un endomorphisme autoad]omt de R3 (cestadire V(U, @), f(U). 7 = W.f(?)).

-1- On définit I'application W — S(u (—>) (notée ¢). Justifiez que cette application admet un maximum (noté «)
sur I’ensemble S des vecteurs de norme 1 et montrez que ce maximum est atteint pour au moins un vecteur
(cette étape, c est une f hlst01re d’application continue sur une partie bornée et fermée).

-2- Montrez : @/ f( ) <alu |2 pour tout vecteur 7 de R3.

—_.‘3)— On note alors D = Vect(m) Montrez (t x 1l + T ).f(t x 7 + 7 ) < a.(1+ £2) pour tout réel ¢ et tout vecteur
v de SN D+,

-4- Montrez : (t x i + ) J(Ex o+ 7) =t xa+2x t X f(ﬁ)?> + @(7) pour tout  réel et tout T ortho-
gonal a 7 de norme 1. Déduisez : f(ﬁ) v = Wf( ) =

-5- Déduisez que f W) est orthogonal a D*.

-6- Déduisez que nf est vecteur propre de f .

-7- Montrez que D est stable par f. Montrez que D est stable par f.

-8- Montrez que toute matrice réelle symétrique ( Z f > se diagonalise.

-9- Montrez que f admet une base de vecteurs propres.
-10- Déduisez : tout endomorphisme autoadjoint de (IR?, +,.) est diagonalisable.
-11- Montrez que toute matrice réelle symétrique de taille 3 est diagonalisable sur RR.

- —
<162 JOn note P le plan de SR3, —_t, .) d’équation x + y — 2.z = 0, D la droite de vecteur directeur i + k et D’ la droite

de vecteur directeur j + k.
Montrez : R = P@® D = P @ D’ (et ne simplifiez pas en D = D').

— — —
On note p le projecteur sur P en effagant la composante suivant D. Déterminez p( i l,) p( ] )_Et p(k )._>
On note p’ legro]ecteur sur P en effacant la composante suivant D’. Déterminez p'( i ), p'( j ) et p'( k).
Résolvez p(u') = p/ () d’inconnue vectorielle 7.

Résolvez p(?) +p (W) = 0 d'inconnue vectorielle 7.
Résolvez po p/ () = p' o p(U) d’inconnue vectorielle 7/ .

T 31
N 7 1
. H B 25128
1

N 10 413 37/ MW 16

40 25 ] 28 19 _ 13
37 16 | 40 2l2

Saute saute mon petit, comme un cavalier d’échecs.

1 3T
v, - d 1
19 TR B | 75728 10 W W31
B W 0 (413 37/ WM N 16
0725 W 78 19 N 13

711 B 40 ||
3 6 »

I&I Représentez la matrice carrée de taille 7 sur n dont le terme général (ligne i, colonne k) est int(abs(i-k)==1).
Représentez la matrice carrée de taille n sur n dont le terme général (ligne i, colonne k) est int(i%2==0 or

22
7 19

W

N
N
W
AN

k%2==0).
111111
01 000
1 01 010
1 01 00
111111 .. .
01 01 0 |et et ainsi de suite.
1 01 010
0 01 01
000 1 0 111111
1 01 010



n
Pour tout 1, on pose g, = x — x"*! —x" de [0, 1] dans R et G, = ) gx. Montrez que chaque Gy est continue.

k=0
Montrez que pour tout x, la somme G, (x) converge vers un réel qu’on notera G(x). Montrez que 1’application
G n’est pas continue.

Chaque gy est continue.
La somme (finie, pléonasmes) de fonctions continues est continue.

D’ailleurs elle télescope en x — x 1 — x0,

On se fixe x dans [0, 1] et on doit envisager deux cas.

] x €0, 1] \ x=1 \
xn+1 _ XO o100 _xO 1n+1 _ 10 oo 0
Goo(x) = 1 Goo(1) =0

L’application n’est pas continue. Sa valeur en 1 ne coincide pas avec sa limite en 1.

Comme quoi une somme d’applications continues est continue.
Mais une somme (de série) d’applications continues peut devenir discontinue.
Le passage a 'infini produit un probleme.

Et c’est une histoire de double limite :

continué de chaque G, en 1

lim G, (x) = G,(1)
x—1

définition de Geo

CORRNTS

continuité de Gy en 1

Par comparaison avec une intégrale, montrez que la suite (

lim Geo(x) = Geo(1)
x—1

(x
1im( lim Gn(x)) = lim G, (1)
(x

x—1 \n—>+0
mais ce n’est pas lim <lim e )) = lim G,(1)
n——+oo \ x—1 n——+o0o _
. 1
O Montrez que la série de terme général . n(n)2 converge.
n.In(n

Le terme général est positif, la suite des sommes partielles croit.

Majorer par - n’apporte rien, la série de terme général (7) diverge et peut regarder notre série rester sur place.

. 1 . . .
On peut chercher a comparer a une série comme celle de terme général (—2> , mais cette fois, ca n’apporte rien.
n n=1
A notre niveau, ce doit étre une comparaison série intégrale.
> par décroissance de 'application t —

1 </” dt 1
n.(n(n))2 > Ju1 £(n(E) £.(In(£)2"

noodt s -1
On somme de 3 a 7. On se retrouve avec / fa 5 qui s'integre en—.
2 .

n(t)) In(t)
On a donc / ! dt _ 1 < 1 (il import de majorer, pas encore de passer a la limite, on n’en a
> (D)2 In@2) In(n) SIn@) P Joret, p P g

pas encore prouvé l'existence).

La série de terme général ( est majorée, elle converge.

_
n.(In(n))2

1
T s

Par addition des premiers termes, la série de terme général ( ) converge aussi.
n=2

diverge.

n 1
k:Z?) k.In(k).In(In(k)) )

" dt
On sent venir la comparaison avec /u EIn(). In(In(D))’
Et disons le tout de suite, cette intégrale est simple une fois qu’on a compris.
11 suffit de dériver t — In(In(In(#))) comme une composée...

Ou de changer de variable :

In(n)  oX dx

n dt — B In(n) dx — In(In(n)) e .du
/a t.In(t).In(In(t)) x = In(t) /1n(a) e*x.In(x) /1n(a) x.In(x) u = In(x) /1n(1n(a)) et.u
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Bel exercice d’équations différentielles...

L'éleve A Katair (enCDD) est un crétin. Il prétend que I'on a dans le cours la formule (u.v)" = v'.v' pour u et v
dérivables. Rappelez la vraie formule et sa démonstration.
Néanmoins, montrez qu’il a raison dans les cas suivants (et pour les cases vides, complétez avec une fonction non nulle) :

1 F76
Hl ot 2 V2 2 et | LT
u(t) e Ty
o(t) % ﬁ ot o(—4/(t+4))

23> I

Je vous donne l'arbre généalogique de la famille (codé comme I'arborescence des dossiers/répertoires d'un disque dur).
Complétez ce qui manque :

| nom loj1] 2|34 [5|6]7[8 ]9 |10[11|12|[13][14]15]16]

indice montant 86| 5 |21 |19 |25|0| 1 |18 |14 | 2 | 3 |27 |29 | 26 10

indice descendant | 9 | 7 | 12 | 22 | 20 | 32 24 | 23 13| 4 [ 2830|3116 |11
Un exemple pour comprendre : voici un arbre, et son e @ @
codage :

pour chaque nceud, vous avez son indice ascendant et
son indice descendant.

1- Qui est 'ancétre commun a tout le monde ? @ e

Et maintenant les question

2- Combien a-t-il de descendants directs et indirects ?
Combien a-t-il d’enfants ?

3- Qui sont les individus sans descendants ?

4- Combien 10 a-t-il d’enfants, et combien de descen- @
dants ?

5- Donnez le pere, le grand-pére, et les aieux successifs de 3.
6- Si 8 a un nouvel enfant, pouvez vous indiquer le script qui va modifier les deux listes “indices montants” et
“indices descendants”.

Que va faire ce script :

from random import randrange
def leurdeschamps(L) :

....if len(L) ==

........ return L[0]

........ demi = len(L)//2
........ a = leurdeschamps(L[0 :demi])
........ b = leurdeschamps(L[demi, len(L)])

LL = [randrange(1000) for k in range(10000)]
print (leurdeschamps (LL))

On analyse diverses parties du script qui est formé d’une importation, de la définition d"une procédure visible-
ment récursive (elle se rappelle elle méme), de la création d’une liste et de la sollicitation de la procédure.

from random import randrange
On importe la fonction qui engendre des nombres “aléatoires”.

LL = [randrange(1000) for k in range(10000)]
On crée justement une liste aléatoire de 10.000 termes entre 0 inclus et 1000 exclu.
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print (leurdeschamps(LL))
On sollicite la procédure sur la liste qu’on vient de créer. On aurait pti compacter en
print (leurdeschamps([randrange(1000) for k in range(10000)]))

On définit donc une procédure qui prendra en variable un certain objet L qui sera une liste si 1’on en croit la suite
du programme mais aussi le test len(L) ==

def leurdeschamps(L) :

....if len(L) ==

........ return L[0]

Si la liste est de longueur 1, on renvoie son élément d’indice 0 c’est a dire son unique élément.

Sinon, on se lance dans une suite d’instructions.

........ demi = len(L)//2

........ a = leurdeschamps(L[0 :demi])

........ b = leurdeschamps(L[demi, len(L)])

On sollicite la procédure sur les deux demi-listes L[0 :demi] et L[demi, len(L)], et on stocke les résultats dans
deux variables a et b.

On retourne le maximum de a et de b par simple test.

On comprend qu’on commence donc & parler de maximum.

Sila liste a deux éléments [x, y], on coupe en deux et on sollicite la procédure pour les deux listes [x] et [y]. Elle
renvoie les deux nombres x et y, qu’elle compare et elle renvoie alors le plus grand des deux.

Si la liste a quatre éléments [x, y, z, tl, elle coupe en deux et calcule leurdeschamps([x, yl) ainsi que
leurdeschamps([z, t]). Elle retourne donc Max(x,y) et Max(z,t) en vertu de I'étude précédente. Elle les com-
pare et retourne finalement Max(Max(x,y), Max(z,t)), c'est a dire Max(x,y, z,t).

On comprend qu’elle détermine donc le maximum des éléments d’une liste.

Si il convient de vraiment démontrer ce résultat, on le fait par récurrence forte sur les nombre d’éléments de la
liste.

C’est initialisé. Supposons ensuite que la propriété soit vraie pour toute liste de longueur inférieure ou
égale a n. On donne une liste de longueur n+1. Elle se coupe en deux listes L[0 :demi] et L[demi,n+1].
Comme chacune est de longueur inférieure ou égale a n, les deux nombres a=leurdeschamps(L[0 :demi]) et
b=leurdeschamps (L [demi,n+1]) sont les deux maxima Max(L[0],...L[demi-1]) et Max(L[demi],...L[n]). Le
test if a>b va donc retourner au final le plus grand des deux, c’est a dire Max(L[0], . ..L[n]).

Ceci achéve la récurrence.

C’est ce type de démonstration qu’on vous demandera en option informatique.

Et le principe de cette démarche qui coupe le tas en deux et recommence s’appelle “diviser pour régner”.

(Bref, on tire une liste aléatoire et on en cherche le maximum.]

© Simplifiez 5. Arctan (;) + 2. Arctan (%) .

Du classique. On calcule par étapes la tangente de cette chose.
7

tan (Z.Arctan (;)) =1

tan (Z.Arctan(;) + Arctan(%)) = 24 —; 77% = 72197; 3214 = %

tan (4.Arctan<f) +2.Arctan(—)) _3 151 = Z
1—=-.=
179

tan (5.Arctan(;) +2.Arcttm<%)) -7 143 = L;IEZ =1.
1-— 71 )

1 3
I1 suffit ensuite d’encadrer 1’angle entre 0 et 77 (ou un petit peu plus) pour que la seule solution soit (S.Arctan (?) + 2. Arctan (%
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P s T
égala —.

1 3
On a juste besoin de majorer Arctan (7) et Arctan (%) par Arctan( G

1
7)

<262 1[Un dé non équilibré a quatre faces numérotées de 1 a 4 vérifie :

Un événement a une probabilité de vingt pour cent. Si on dit que cette probabilité augmente de dix pour cent,

Pour a dans | — 7r, 0[U]0, 7], on définit : f, = x — Arctun(

| tirage | pair | premier | <3 |

| probabilité [ 1/2 | 1/3 | 3/5 |

Calculez la probabilité de tirer 1. Calculez I'espérance et la variance de ce dé (ne pas achever I'application numérique).
Question subsidiaire : c’est un exercice de probabilités ou d’algebre linéaire ?

ceci signifie-t-il que sa nouvelle probabilité est de trente pour cent, ou de vingt deux pour cent ?

def initif(n) :

k=0 Voici quelques réponses de ce programme
...vhile True: [entréee [2] 3 [afs] 6 [ 7 [12] 14 [w0] |
........ k +=1 | sortie | 5 |37 [ 7 [ 2| 185 | 156873 | 125 [ 79365 | 7 | 925 |
........ M = k*n Retrouvez les cases qui manquent. Expliquez ce qu'il fait, et comment
........ while M}10==0 : il le fait.
............ M=M//10 Un théoreme amusant dit que le programme ci dessus s’arréte toujours.
........ while M%10 == 1: Démontrons le ! 1 est un entier donné, on définit a; = ((10F —
............ M=M//10 1)/9) mod n.
........ if M==0: Montrez que (ai) est une suite d’entiers a valeurs dans {0,1,...n —1}.
............ return k Déduisez qu’il existe p et g avec p < g et a, = a4. Concluez.

Le script ci dessus est il le meilleur script ? Alors, a vous !

x — cos(a)

sin(a)
définition, ses limites aux bornes.
Indiquez suivant 2 son sens de variations, et ses éventuels points d’inflexion.

) —a+ g Donnez son domaine de

Donnez le développement limité d’ordre n en 0 de f,.

Cette application est définie sur tout R.
Malproprement : « pour tout x réel » (mais ¢a permet de bien dire que la variable c’est x).

. .. . x—cos(a . e
Quand x tend vers l'infini, sin(a)() tend aussi vers l'infini et son arctangente tend vers 7r/2. ou —7t/2.

En effet, le signe de sin(a) a son importance.

| position de a | signe de sin(a) | limite quand x tend vers —oo | limite quand x tend vers 4o |
] — T 0[ =) mT—a —a
10, 7| @ —a T—a
L . iy x — cos(a ,
Pour le sens de variation 3, pas besoin de dériver. x — '(a)() est monotone, on compose avec Arctan (crois-
sin

sante) et on ajoute et soustrait des constantes.
L'application f, est croissante pour sin(a) positif, décroissante sinon.

On a quand méme besoin de dériver cette composée

x — cos(a) x — cos(a) x — cos(a) T
x — “sin(a) — Arctan <7sin(a) ) — | Arctan (75111(”) ) —a+ 5
affine Arctan affine
1 1 1
sin(a) x — cos(a)\2
1+ ( sin(a) )
sin(a)

On simplifie et il reste x — ¥~ 2x.cos(a) 11

Sous cette forme, on sent qu’il va étre facile de donner le développement limité de f, en 0 (mal dit mais compris
«enx = 0»).

3. pour une fois sans s a « variations »
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11 suffira ensuite d’intégrer.

On décompose :

i.60

sin(a) _1( -1 1 ):%( e

x2—2x.cos(a)+1 2i\x—eif e 1—xe® 11— x.e—i-e)

On peut développer a tout ordre (série géométrique) :

sin(a) _ 1 (ezxe. i(x'ei.e)k B ei.e'ki)(x'ei.e)k +o(xn)>

x2—2x.cos(a)+1  2i =

On regroupe :

sin(a) _ i & ol (k+1).0 _ —i.(k+1).0 N o(x")
x2—2x.cos(a)+1 /=~ 2.
On remercie de Moivre et Euler : sin(a) = i sin((k+1).0).x" + o(x™)
| x2—2x.cos(a)+1 = e

Pouvait on réver plus simple comme développement limité ? Les coefficients sont les sinus successifs sin(0), sin(2.9) ,
sin(3.0) et ainsi de suite.

On integre alors de 0 a f avec ¢ qui va tendre vers 0 :

- : tk+1 n+1
Fold) = £o(0) = Y sin((k+ 1)) +0(" )i

Or,en0,0na

fa(0) = Arctan(_sfr(:(s;;l)) —a+ g = Arctan(ta;(la)> —a+ g = Arctan(tan <a+ g)) —a—i—g

On est tenté de simplifier avec ardeur : f;(0) = 0 ou un truc comme ¢a.

Mais il reste des congruences a surveiller : Arctan(tan(x)) ne vaut « que « modulo 77 ». Tout dépend ensuite de
I'intervalle ol1 & se trouve.

En fait, Arctan(tan(«))ramene entre —7t/2 et 71/2 .

T T
a it Arctan(tan (a + E)) fa(0) fa(x)
n+l o
|—m 0 | | —m/2, /2] a+Z T T+ Zsm(ﬂ.x’g+o(x”+1)
2 = P
n+l o
0, 7[ | 17/2, 3.7/2 o+l —n 0 yo SO 1y oty
p=1
—1)P.¢°
Montrez que (M) o<, €st sommable, de somme 3.¢/2.
(p+a)t /5
On va raisonner sans prendre garde a la sommabilité pour l'instant.
(=D)F.¢?

Et méme a horizon infini : § = Z b+ (tant mieux si ¢a existe, sinon, tant pis !). On regarde le tableau a double
P4 )

entrée :



p=0 p=1 p=2 p=3 p=4 p=>5

02 02 02 07 07 02

(O o e v N O O M
1% 1% 1% 12 1% 1%

1= 5 s w5 | e
2 27 pX 27 27 22

=2 o "yl @ | 5o | 7
32 3 3 3z 3° 32

(A T v O W~ W
47 47 47 47 47 4=

=4 w | el e | 7w | o
52 52 52 52 52 52

(A O W Y T s T
6 6° 6- 6~ 6” 6” 6°

1= 6! 7l | s o | 101 11

On va regrouper en fonction du dénominateur.
Chaque dénominateur n! est atteint a chaque fois qu'ona p 4+ g = n. Et
vi

p peut aller de 0 a n.

13

Ce regroupement donne

s +Zc>0( n (_1)11711.‘72)

[
n=0 ‘g=0 =

o LDnn+1) ) . ., e ar

On simplifieen S = Z — [, gracea la question précédente. Oui, c’est pour ¢a qu’elle était la.
o L

L 1 & (n+1) -

On simplifie encore en S = 5 ) (1—1)! sachant que le terme n = 0 ne sert a rien.
n=1 T
1 &2 (N+2

On décale : S = -. Z (N +2) (I'infini et I'infini moins 1, c’est pareil).

2 N!

N=0
On sépare :

N=0
On efface un terme et on décale encore :
1 JFZ":" Ji" 1
S=_. — + —
Noo N e M!

Or, la formule de Taylor donne

02 0 02 0z 02 0z 02
QL ST 2! 3! 41 51 6!
12 12 12 12 12 12
1 T 51 4
02 —12 +2? e 4 42
P g [ R W
024172243 52 52
2 232' 2 2 / ﬁ _a
0> —1%24+22-32+4 6°
41 4 6!
—024+12—-2243%2 42452
51 4
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K (K) K+1 1
Classique : | Oui, c'est la formule de Taylor avec reste intégrale e¥ = ) expk' © x4 xK' . /0 (1 — )X exp® (£.x).dt,
= ! 1

+o0 1.x k
quand on fait tendre K vers l'infini, il reste e* E VB Et c’est bien Taylor et JAMAIS au grand jamais un

développement limité.

Les mots ont un sens précis en mathématiques.

Le développement limité c’est « nombre de termes fixé et x tend vers 0 ».
La formule de Taylor, c’est ici « x fixé et K tend vers l'infini ».

Avait on Ie droit de regrouper ainsi les termes ?

Oui, si la famille était sommable.

Sommable, c’est sommable en valeur absolue. On va donc étudier les sommes ) ) ou D est une partie
(pg)€D )

finie de IN? et tenter de les majorer par une quantité ne dépendant pas de D.

Et on va reprendre la méme idée de regrouper par « diagonales », celles ot p + g est constant (et vaut n).
On inclus notre partie D dans une partie triangulaire p + g < N avec N assez grand.

Par positivité des termes :
2 2

q q
L (p+4q)! <L

(pq)eD pHqsN (p+q)!

Sous cette forme, on regroupe en

Z(Pifﬂ!gz\ L (X i)

(pq)eD

Le majorant devient Z ( Z q )
=0 1 p i
La condition p+¢q = n impose ]uste agden’aller quede 0 an.
Le majorant est a présent 2 ( Z q ) et méme ! i (n.(n +1).-2n+ 1)>
6 n! '

n=0 n=0

Si on avait Z —pron majorerait par e! (Taylor toujours).

Mais les 11, n + 1 et 2.n + 1 ne changent pas grand chose. Ils ne font que décaler les termes, mais la factorielle faut

tout le travail. N
1 (n+1).2n+1)
Tenez, je simplifie G n;l ( (n—1)! )

l'Nil((m—l—Z).(Z.m%—S) Z(Zm +7m+6)

|
=0 m: —

Je décale et distribue :

N-1
J'isole & Z — que je majore par e et je recommence avec
m!
m=0

puis le dernier de la méme fagon.
L’ensemble est majoré par un multiple de e.

La famille était bien sommable.
Le groupement de termes était légitime.

<312 1| Donnez un équivalent en a.n® de (n + 1)? — (p + n).nP~! quand n tend vers l'infini.

Pour (n+1)7 — (p + n).nP~1, on développe par formule de Newton :

(n+1)? np+pnp1+p(p2 np2+2().n”_k
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(p—1 4
On soustrait : (n+1)P — (p+n)n~1 = %.n’”_z +) (Z) 1P7K Les termes de la somme sont tous d’un
k=3
exposant moins élevé que n”~2 qui est donc « celui qui 'emporte en +oco” :
Ap—1 _ (p—1
(n + 1)77 - (]9 + n).n’“*1 ~p—stoo %.HP 2| 4 vaut % eta vautp — 2.

Prolongez par continuité en 0 f — ]

par rapport a sa tangente. Vérifiez que f — b.Id est paire. Donnez le coefficient de +* dans le développement
limité de f en 0.

et donnez alors sa dérivée en 0 (notée b) puis la position du graphe

L’application t +——

— n’est pas définie en 0 mais s’y prolonge par la valeur | 1 | (inverse d'un taux d’accroissement de
e —
I'exponentielle en 0, c’est si con !).

Pour la dérivabilité, on peut étudier

t t2 )
o podgn (T4t o) 41
t t.(ef —1) t.(1+t+o(t)—1>

. ? . . 1 :
Le numérateur est équivalent a ——- et le dénominateur a t2. Le quotient tend vers — > Les taux d’accroissement

ont une limite, 'application est dérivable.

t t
. .y e —1—te . .y .
Qui est passé par une recherche de la limite de t — —————— en allant ensuite chercher le théoreme de la limite de la dérivée ?

@17
. . t £ . . R
On cherche ensuite le signe de 1 1+ 5 pour connaitre la position du graphe par rapport a sa tangente.
2.t —2e' +24tel —t
On réduit au dénominateur commun : et . On cherche le signe du numérateur grace a un dé-

2.(ef = 1)
veloppement limité :
13
2

Le numérateur sera du signe de t, et le dénominateur aussi (¢! — 1). Le quotient est toujours positif. Le graphe est
au dessus de sa tangente.

t3 t3
2—2.ef+t+t.ef:2—2—2.t—t2—§+t+(t+t2+ )+0(t3):g+0(t3)t_>0

On aurait pu aussi écrire a priori

t t t2 t
a1 1- 5T c.t? + o(t?), effectuer un produit en croix t = (t to+ o(t2)>.(1 -5 et +

0(t2)> et identifier. On trouvait alors

t to#
1= 1- 5 + 1 + 0(£?)1_0 et conclure « graphe localement convexe).

o t t (o . . )
On doit étudier t — —— + = et prouver sa parité (domaine de définition symétrique).

ef—1 " 2
t —t t sees
On compare donc + - et — — - en calculant leur différence :
eb—1 2 " et-1 2
t t t t 1 1
- S=t(1—————
-1ttt ( Jret—lJre*f—l)

(=1 (et =1+ (et —1)+ (el = 1)
(et —1).(e7t—1)

Comme f — a.Id est paire, le coefficient en #° du développement limité en 0 est nul.

On ajoute a.t qui ne change en rien le coefficient de #” : il reste nul.

En réduisant au dénominateur commun, on trouve . ce qui fait bien 0.

Dans 1 il y un terme constant, un terme en t et ensuite que des termes d’exposant pair.

of —

¢ t2 l’4 t6 t8 th t12

- S S B B .t 13
Pour information =1l-3+ + 30220 1209600 © 27900160 ' 1307674368000 T O ) avec des

el —1 212 720
coefficients qui sont des célébrités des mathématiques :les nombres de Bernoulli.

On prolonge en 0 par la valeur 1 (inverse d'un taux d’accroissement de 1’exponentielle, ou développement

limitéf(x) = m).
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Pour la dérivée en 0, on écrit

X 1 1

x
fl) = —— S R RS S
2
1+x+x?+o(x2)—1 1+§+0(x) 1+(§+o(x))
-1
Disposant d"un développement limité d’ordre 1, la fonction est dérivable de dérivée >
On écrit méme un terme de plus avec
x 1 x X2 x\2
)= s =1 () +(5) o)
1 4+ —1 1+ (Z+=
txd T o) +(5+% +ol)
2
X X 2
1-5+1% +o0(x%)
La fonction est localement convexe.
On étudie o Ji 1 + g dont on va chercher la parité en calculant la valeur en x et en —x :
x x —X x x x x x.e¥ 1+ (e¥—1)—¢*
5)— -5)= — = - =x. =0
(ex—1+2) (wc—l 2) R R g R L g x( 1) )

Un terme sur deux du développement limité sera nul.

. P z x
Pour des raisons de parité justement, le terme en x” dans le développement de f(x) + 5 est nul.

_ x
On ajoute Y le terme en x” reste nul.

Pour information : en écrivant

X 1

x? x10 on x 2 X3 x7
ST 1+ (24205 4 12 o
L+t T4t T — 140 14 (F+ 5+ 5+ 4 5 +0())

et en développant

) (R Y B T e e Y e ()

on peut finir par arriver a

1_E+x72_x74+ x6
2 12 720

et a moins d’étre Euler, on ne devine rien.

. . sin(mx) . V- N0 S B
Q J'ai l'impression que x — # seprolonge || | / .
par continuité en O et en 1. Prouvez le. Et donne moi | | - - - &t -4 - - - 3
I'équation de la tangente en 0 puis en 1. = 3 3 T ;
q & p

quand x tend vers 0, le numérateur reste borné, et le dénominateur tend vers l'infini. Le quotient tend vers 0 (on
irait jusqu’a le qualifier de forme surdéterminée, du type « zéro sur l'infini »).

En 1, numérateur et dénominateur tendent vers 0. Forme indéterminée.

. - . ... sin(m+mh) —sin(m.h) )
Mais on va poser x = 1+ h et effectuer des développements limites : (k) In(l+h) par simple calcul

déja.
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sin(t+mh) —mh .
(1) N Le quotient tend vers —7t.

Ensuite, on développe vraiment ou on passe aux équivalents :

On veut un développement limite d"ordre T du quotient.
On veut la dérivée en 1 par limite des taux d’accroissement :

sin(7t.(1+h))

In(1+h) " sin(m+mh) + mIn(l+h)
I = hn(1+ 1)

Numérateur et dénominateur tendent vers 0, mais a quelle vitesse ? Le dénominateur est équivalent a h?.
Pour le numérateur, on développe :

.3

sin(7t + mw.h) = —sin(mw.h) = —mw.h + +o(h?)

2
et m.In(1+h) = 7. (h - % + o(hz)).
2
—% + o(h?)

Le quotient est équivalent a etil tend vers — il
q d 12 +o(h2) 2"

On pourra poser /(1) = —m/2.

L’équation de la tangente en 1 est@ =—m— g(x - 1)}

2 _
Tt Prolongez f par continuité en 71/2% (on notre f I'application prolongée, juste
pour avoir la rigueur emmerdante des concours). Montrez que f est dérivable en 71/2. Montrez que f est C! sur [0, 77/2].

On définit f = 6 — tan(f) +

/2
Calculez / 7(6).d6.
0

/2 _
On pose I,, = £(8).sin(n.0).d6, Montrez que I, tend vers 0 quand n tend vers l'infini (by parts).
0

S A T : 7 G g 2 & _ong
a. pensez a écrire X = 5 + h quand x doit tendre vers 71/2, car c’est en 0 que vous maitrisez vos développements limités

Ayant posé f(0) = tan(6) + 3 in —,ona I’existence en tout point de [0, 7r/2[ et de |71/2, 7] par exemple. Pour

montrer que f se prolonge par continuité en 7t/2, on va regarder la limite de f(x) quand x tend vers /2.

Et surtout, on ne va pas séparer “a droite/a gauche”. On n’est plus en Terminale avec des réflexes idiots. On ne sépare ainsi que quand
la formule est différente a droite et a gauche...

b 4 o 7T . P
On change de variable car c’est en 0 qu’on connait tout : x = 5 + h avec h qui va tendre vers O (par valeur supérieure

ou inférieure) :

T B T 2 _sin(h+m/2) 1  —cos(h) 1  sin(h)—h.cos(h)
f(i +h> = tan (E +h) T av2n—n cos(h+m/2) " h  sin(h) TR h.sin(h)

On floute par développement limité connu :

h3 3 hz 2
F(Zn) = (= +otr) —(1=F +00) 1/3+0(at)
2 h.sin(h) h.sin(h)
(quand h tend vers 0).

3
On ne regarde que ce qui domine (équivalents) : f(g + h) ~h=0 % = g

L'équivalent tend vers 0, la quantité tend aussi vers 0 : on pose| f (rt/ 2) =0

Maintenant, on regarde la dérivabilité par taux d’accroissement : 7 =
g p

On change de variable :
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h
: e g 3 1
On profite de ce qui a été fait avant : T ~j,_,o= TS
Equivalent a un réel non nul, ce taux d’accroissement tend vers ce réel. Les taux d’accroissement ont une limite, la
_ , T 1
fonction est dérivable :| f 5) = 3

Mais on peut aussi utiliser le théoréme de la limite C! en dérivant d’abord :

, 1 4
=07 2@ " a7

Il reste a voir si f admet une limite en 7/2 et si cette limite vaut 1/2.

On notera que si on prouve que f’ admet une limite, le théoréme nous donne directement que f est dérivable en
71/2 de dérivée égale a ce qu’on a trouvé.

On change de variable :

4 h? —sin?(h) _ (h—sin(h)).(h +sin(h))

, [ TC _ 1
f (E +h) T sin?(h)  (2h)?2 T K2sin?(h) h2.sin?(h)

On passe aux développements limités la ot il faut :

. K3 3 & 3
h=sin(h) = h— (= +0()i0) = & +0(h)iso
3
) Pon
On passe aux équivalents f’ (E + h) ~he0 g g L'équivalent devient une limite.

z . A T , P
f est dérivable, méme en 5 et f/ est C! (tiens, c'est f ou f'?2).

Pour I'intégration, on ne sépare pas. La [inéarité c’est bien quand tout existe.
/2 /2 2
Mais ici, ni / tan(0).df ni /
0 0 20-m
2 =a

20—

Plus proprement, on a une primitive : 0 — In (7;;(‘29)6) . On prend sa valeur en 0 : In(71).

L “ (s
.d0. En revanche, on peut intégrer sur un segment / (
0

)46 = [ (2.6 — ) — In(cos(9 )}

T 2.h
On prend sa limite en 77/2 en posant encore § = 5~ h (on est a gauche de 0, on va prendre h positif) : In ( - ) Le
quotient tend vers 2.1. Le logarithme tend vers 0 par continuité.

/2
Au final, il reste / £(0).d6 = In(2/ 7t) (négatif, ce qui est normal).
J0

/2 _ - ’ f ‘ = ‘

I, = £(0).sin(n.0).d6 existe pour tout n. On inteégre par parties en sachant que f est dérivable
0

I, = {M} Zzg/2+% ON/Zf( ). cos(n.0).do

@ Fw/2)

Le crochet est fait de termes comme
/2 _

. Ils tendent vers 0 quand #n tend vers l'infini.

1 1
L’'intégrale se majore | — .cos(n.0).d0|< =.Max{|f'(t)| | t € [0,77/2]} : on majore le cosinus en valeur
g ) 7 " ]

—/ —
absolue par 1 etles f () par ||f oo (f/ est continue sur un segment, donc majorés).
Par encadrement, I'intégrale tend vers 0. La somme I, tend vers 0 quand 7 tend vers I'infini.

1
x

1+3*
)
Cette application est bien définie au voisinage de 0.

Mais elle y présente une forme indéterminée du type 17%.
14 3%

Limites en 0T et en 'infini de (

Passons au logarithme : % In ( ) On écrit méme 3* = ¢*"G) =1 4 x.In(3) + o(x)y 0.
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X
On ajoute 1 et on divise par 2 : (1 —;3 1+ 12(3) + o(x).
On passe au logarithme In ( In ( +o(x)) = z 12(3) +o(x)
y 1 Pty _ In(3)
On divise par x : ;.ln( ) (1 +o( )) =— +0(1)

In(3)
On passe a la limite qui existe a présent :

o . . 1431
On passe a I'exponentielle (continue) : ( 5 ) — 0 V3

La calculatrice confirme cette convergence, I'intuition ne confirmait rien.

En +00, la forme est en +oo?, toujours indéterminé.
1+3*

1
Le méme logarithme donne * In ( ) mais cette fois, c’est 3* qui l'emporte nettement dans le logarithme.

, 1 X 377 +1
On factorise : ;.(111(3 )+In ( 5 ))
1 41
On simplifie In(3) + e In (3 2+ ))
Le second terme n’est plus une forme indéterminée, il tend vers 0.

) , 143%\ %
On compose avec I'exponentielle : (T) — x40 3

Z ) est nilpotente.

N =

On travaille avec les entiers de 0 a 4 pour les opérations modulo 5. Montrez que <

Combien y a-t-il de matrices de taille 2 sur 2 nilpotentes.

Combien y a-t-1 de matrices 2 sur 2 de rang 2 ?

Combien y a-t-il de couples de matrices (A, B) avec A, B et A + B nilpotentes ?
Le rang est le nombre de colonnes linéairement indépendantes.

( ; Z )( ; i ) = ( 150 ;8 ) = ( 8 8 ).pas besoin d’aller chercher loin.

Il y a 5* matrices (quatre coefficients a choisir, avec cinq choix pour chacun). C’est le cardinal de notre univers.
Comment y reconnaitre les matrices nilpotentes ?
Elles ont un déterminant nul et une trace nulle.

Les matrices de rang 2 sont les matrices inversibles.
Elles sont formées de deux vecteurs colonnes indépendants.
Le premier vecteur colonne ne doit pas étre nul, mais c’est la seule contrainte. On remplit comme on veut la pre-
miere colonne ( {Z i > . On a cinq choix pour a et autant pour b. Mais un couple est interdit : < 0 i ) .
On a donc 25 — 1 choix du premier vecteur.
b
d

c
Sauf [ “ 0 , @ a , a 2a , a 3.a , a da . On a cette fois 25 — 5 choix.
c 0 c ¢ c 2c c 3.c c 4c

Et en mettant bout a bout les choix : (25 — 1).(25 — 5) matrices inversibles.

Et le second ? Tout

37 > I

Auguste, Baptiste et Clara sortent de colle (d’anglais ou de physique) et indiquent leur note :

Auguste j/ai 6 j’ai 2 de moins que Baptiste j’ai 1 de plus que Clara
Baptiste Claraa9 je n’ai pas la plus mauvaise note la différence entre Clara et moi est 3
Clara Auguste a 7 j'ai moins qu’Auguste Baptiste a 3 de plus qu’Auguste

Ce n’est pas cohérent tout ¢a. En effet, chacun a menti une fois et dit la vérité deux fois. Quelle est la note de
chacun ?

Les prénoms correspondent a d’anciens éleves. Auguste venait de Lavoisier et termine ses études a SupAero (plus
météo et Polytechnico Turin.

Clara venait de Maurice Ravel, a fini 'ENSTA et est développesue fullstack dans le domaine de la santé (comprend
qui peut).

Baptiste venait de Marcg-en-Barceul (mais son pére habitait a8 Gambetta !) et est a IMT Atlantique je crois.
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1 2 3
On regarde les informations Auguste | A=6 A=B-2 A=C1
Baptiste | C=9 | non(Min(A,B,C)=B) | IC-BI=3
Clara | A=7 C<A B=A+3
On marquera en tout petit sous une barre les assertions fausses. On marquera en grand les affirmations qui sont

assurément vraies.

Comme A1 et C1 sont contradictoire, un des deux est faux (au moins). Ce qui signifie que les autres affirmations
de la ligne sont vraies.

o S5i Auguste ment en disant “A=6" et Clara sincére en disant “A=7" :

1 2 3
Auguste =6 A=B-2 donc B=9 A=C+1 donc C=6
Baptiste C=9 non(Min(A,B,C)=B) |C-BI=3
Clara =7 C<A B=A+3

On a trouve (A, B, C) = (7, 9, 6). 1l faut alors que Baptiste mente une fois sur ses trois affirmations. Il ment en
disant C=9 et dit la vérité des ses autres phrases. On peut accepter cette situation.
e S5i Auguste est sincere en disant “A=6" et Clara menteuse en disant “A=7" :

1 2 3
Auguste A=6 A=B-2 A=C+1
Baptiste C=9 non(Min(A,B,C)=B) IC-BI1=3
Clara A=7 C<A B=A+3 donc B=9

3 3
x> —4
Q Déterminez lim ——~

Comme l'affirmation C2 dit que la plus sale note est C, on déduit que B ment avec B1. Il dit donc vrai avec “B n’est
pas le minimum” et avec |C-B1=3 qui force C=6. On a alors (4, B, C) = (6, 9, 6). Mais alors A ment deux fois
dans ses deux derniére affirmations. On refuse.
e Si Auguste ment avec “A=6" et Clara aussi avec “A=7" ; leurs autres phrases sont sinceres :

et la contradiction A+ B —2etB=A+3

1 2 3 sont en contradiction.
Auguste A=6 A=B-2 A=C+1| On ne peut donc garder que
Baptiste C=9 non(Min(A,B,C)=B) IC-BI=3 | | Auguste | Baptiste | Clara |
Clara A=7 C<A B=A+3 | | 7 \ 9 | 6 |

X4 x2 —45°
¥ — 43

On n’écrit pas lim PR tant qu’on n’a pas prouvé 'existence de la limite. C’est a de tels comportements qu’on détectera
x—4 X7 —

chez vous I'éleve de Prépas, face a I'éleve qui a fait une Terminale destinée aussi a des non-scientifiques (en Terminale, vous

étiez avec des éleves se destinant a Médecine, Science-Po et autres... que devait on leur leur enseigner en maths ? A faire des

calculs ou a raisonner juste ? ).

Un américain passera par la formmule de 1'Hopital, méme sans avoir compris et remplace la forme indéterminée

!
- -0
lim f(x) = f(a) par la forme sans doutes moins indéterminée lim f,(L
x—a g(x) —g(a) e fg'(c) =0
Un étudiant frangais reconnait un taux d’accroissements
P Sy S |
Y5 x4 P45 5
x—4

w39 1[0 Comparez les probabilités de “avoir au moins un 6 avec six dés

a7

et “avoir au moins deux 6 avec douze dés” (et

pourquoi pas “avoir au moins un 12 avec douze dés” ?).

Comment accéder a la probabilité d’avoir au moins un 6 ? C’est un, ou deux, ou trois... c’est long.

Passons par le complémentaire (idée classique en probabilités).
Le complémentaire, c’est aucun 6. C’est donc que chacun des six dés (indépendants) n’a fait aucun 6 (probabilité

g pour chacun).

4. le programme dit « a faire des calculs », c’est en ¢a qu'il y a tromperie sur les maths, et sur la formation, mais ¢a c’est une autre histoire
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6
P(aucun 6 avec six des) =1 — (g) (soit 31031 /46656, et environ 0, 66 (ou 66pour cent).

De la méme facon, le complémentaire de au moins deux 6 avec 12 dés, c’est aucun ou un seul.
On additionne les probabilités de deux événements incompatibles :

5\ 12
*aucun 6 : <6)
1\1 /5y 11
*unseul 6 : 12. ( 6) (6) (choix du dé, tirage d"un 6 pour lui, et tirage de « tout sauf 6 » pour les onze autres).
5\ 11 171 5\ 11
On passe au complémentaire : 1 — (f —12.(=) . 7) .

6
Application numérique : 1346704211/2176782336, valeur approchée : 0, 62.

Bilan :| au moins un 6 avec six dés | > | au moins deux 6 avec douze dés |
Mais de peu !

fla—=n)  f(a)

Q Soit f de classe C2 sur un voisinage de a. Calculez limh_m%. fa)  fla+h)

2).

On va utiliser la formule de Taylor Young puisqu’on nous dit que f est C? en a :

fla+h) =f(a) +h.f'(a) +h2.f2”(a) +h3.f(3)(a) +o(h3)
W2.f"(a) _h3.f?3>(a)

fla=n) =fla) —hf@) +—5 — o)

Le produit f(a + h).f(a — h) contient beaucoup de termes. On se dit que c’est lourd.
On les ramene alors a 'ordre 2, d’autant qu’on va diviser par h? :

(indication : DL d’ordre

2 fn , 2 on .
oo 10 (104 B o ) (104 B 20

On développe et on trouve (f(a))? + (f(a).f”(a) — (f'(a))?).h* + o(h?) en jetant a la poubelle tous les termes in-
utiles.

C’est du simple bon sens de ne pas garder des h3 face a un o(h?) !
C’est la base méme des raisonnements que vous devrez mener.
Tout le reste ne sera que calcul. Et donc surtout bon sens.

f(}l(;)h) f(J;(?h) = f(a).f"(a) = (f'(a))* + o(1)ps0-

On soustrait (f(a))?, on divise par h? : limh_>0hl—2.
La limite vaut[ £ (a).f(a) — (f'(a))?]

<412 1[On suppose que f convexe de R dans R admet un minimum local en 4 et aussi en b. Montrez alors f(a) = f(b)
et montrez que f est constante sur [a, b].

On va montrer que f est de la forme suivante et ne peut pas pour cause de convexité étre des formes indiquées a
coté.
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Premieére version : f est dérivable (simpliste mais c’est déja ca).

Comme f admet un minimum local en a, sa dérivée est nulle en 4.

Comme f admet un minimum local en f, sa dérivée s’annule en b.

Comme f est convexe, sa dérivée est croissante.

Ayant f'(a) = f'(b) = 0 et f croissante, pour tout x entre a et b,ona 0 = f'(a) = f'(x) = f'(b) = 0.

Comme f’ est nulle sur tout l'intervalle [a, b] , fest constante sur [a, b] (et ceci nous donne f(a) = f(b) qu’on

n’avait pas forcément des le départ).

a
De plus, le graphe est au dessus de ses tangentes. Or, la tangente en est horizontale. La fonction est donc

toujours plus grande que ce minimum qui passe du statut de minimum local a celui de minimum global.

Preuve en n’utilisant que Ia définition « brute » et aucune hypothese supplémentaire de dérivabilité.

On a quand méme des dérivabilités latérales.

Sil’on a un minimum en 4, f est dérivable a droite et a gauche en a car convexe.

Comme on a un minimum en 4, les taux d’accroissement ont un signe connu a droite (localement) et & gauche.

On obtient donc f)(a) > 0.
f(x) = f(b)

2 < 0 a cause du minimum, puis en passant a la limite monotone :
x j—

De méme, a gauche de b, on a
fé(b) <0.

Mais on a aussi £(b) - F(a)
— f(a
fala) < =, S fe(b)
par convexité.
En tenant compte des signes de chacun, la seule possibilité est « tous nuls ».
On en déduit déja f}(a) = f¢(b) = 0 mais aussi f(a) = f(b). C'est le méme minimum local pour les deux.

Mais de plus, pour tout x entre a et b, on a fy(a) < fg(x) < fj(x) < fg(b) (C’est dans le cours, croissance de la
dérivée).

On en déduit fg(x) = f;(x) = O et f est constante sur l'intervalle [a, b] (dérivée identiquement nulle).

Vous cernez dans cet exercice la distinction entre « la dérivée s’annule (en un point) » et « la dérivée est nulle (sur un intervalle) ».

Peut étre I'avez vous eue par les taux d’accroissements uniquement.
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Montrez que x — In(1 + ¢*) est convexe.
Déduisez pour a et b positifs : 1+ va.b < \/(1+a).(1+ D) et plus généralement
1

M

1
Déduisez : 1 + (H xk> < ( [T+ xk)> " pour des x; strictement positifs.
k=1

Déduisez {/ay...ay + /by ...by < /(a1 +b1) ... (an + by) pour des réels strictement positifs a; et b;.
1+ ¢ay.an < Y (1 +ar)...(1+ay).

. . . € P .. .
Il suffit de dériver une fois : x — e est la composée de deux applications croissantes : x —— ¢* et
t
f— —.
t+1

Si vous y tenez, dérivez deux fois, mais je serai dégu.

Ty T@FE

1
On sent la petit inégalité de convexité a deux termes dans le cas particulier t = 5 f ( 5 >

In(1+e7) < In{1+¢7) ;’h‘(l”y) =1n (\/(1+en).(1+e)

On a donc

Sil’on compose avec le logarithme (croissant) :

1+ Verey <4/(1+e¥).(1+eY)

On a compris. On I'applique a x = In(a) et In(b) puisque a et b sont donnés strictement positifs.

1+Vab<y/(1+a).(1+b)

On note que si on avait essayé de mettre bout a bout des inégalités de convexité, on échouait car exp est convexe mais
Inconcave.

On Ie rédige mieux pour n points.

Les données sont les xy, c’est donc d’eux qu’on part.

On pose alors yx = In(xx) . On a alors n réels.

On écrit pour eux la grande inégalité de convexité pour un isobarycentre >

f(]/l-l-..

n

.+yn) < f(y1)+;;..f(yn) _ ln(1+x1)+.1.1.+1n(1+xn) :1n(</(1+x1)...(1+xn))

y1+-+un
n

On passe a I'exponentielle (croissante) : 1+ e <YM +x1) ... (T+xn)

On simplifie le premier membre et on a la formule.

Une question sans grande difficulté. Mais qui fera le tri le jour du concours.

Si vous vous contentez de formules et oubliez oubliez de préciser que vous composez par I'exponentielle en précisant qu’elle
est croissante, vous allez perdre un tiers des points.

Si vous partez des y;au lieu de partir des x;, vous perdez un sixieme des points (qui est donné ?).

Une fois donnés Ies a; et les b;strictement positifs, il suffit ensuite de voir que I'inégalité

Yay...an+ /by...by < (/(a1+b1)...(an+bn)

14+ {/blbzbn < ,\1/(€ll—|—b1) (an + bn)
ap dp ay a an
en divisant tout par {/a; ... a,.
bk

11 suffit donc d’appliquer le résultat précédent aux P
k

est équivalente a

5. «isobarycentre » est le grand mot pour dire « moyenne avec tous les coefficients égaux » ou méme « moyenne » quand on est prof
d’histoire géo et qu’on a du mal avec ces histoires de coefficients
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<432 1| Montrez que si f est convexe, alors pour tout a positif, t — ¢%/(*) est convexe.
e’Lf () — 1

Réciproquement, on suppose que pour tout a positif, t — e/ (t) est convexe. Montrez alors quet— p

est convexe. Déduisez que f est convexe.

Pour le sens classique, c’est de la composition « convexe avec convexe croissante ».
On travaille avec la petite inégalité de convexité.
Pour x et y donnés, et pour tentre Oet1 : f((1 —t).x+ ty) < (1 —t).f(x) +t.f(y)-
On multiplie par a (positif) et on passe a I’exponentielle (croissante) : ef ((A=t).xtty) < p(I=t).af(x)+taf(y),
On exploite la convexité de 1’exponentielle :
of (A=Dxtty) (=t af()+taf(y) (1 — 1)) 4 pemfW)

On a obtenu la convexité de x — e/ (¥).

Ce que guettera le correcteur aux concours, c’est ce qui est dans les parenthéses : croissante, positif, convexe.

La réciproque demande plus de prudence.
C’estle « pour tout 2 qui va nous servir ». rappelons en effet que x — In(x) n’est pas convexe alors que x — e

est convexe (mais pas chaque x — e’”“(?f))_
On ne peut pas dériver des inégalités, ca ne nous apporte rien.

In(x)

Alors que faire ? Supposons que pour tout a, e*/soit convexe.

: - , " , e S —1

On fait une transformation affine, qui ne modifie pas la convexité : x — — est convexe pour tout a.
On passe a la limite quand a tend vers 0 : x — f(x) est convexe.
Toc toc bada boum, c’est fini.

e f(x) —q
Un détail qui manque : — tend vers f(x) quand a tend vers 0.

Oui, il suffit d'écrire un développement limité : e*f()) = 14 a.f(x) +

e f(x) —1
o(a.f(x))a—0 donc — = f(x) +0(1)4-0.
erf(x) 1

On pouvait aussi I'avoir en retrouvant un taux d’accroissement

a.f(x)
L'autre détail : une limite de fonctions convexes est convexe.
On se donne x, y et t (t est entre 0 et 1).
On écrit pour tout n : fru((1 —t).x +ty) < (1 —8).fu(x) +t.fu(y)
On fait tendre n vers l'infini, les inégalités strictes deviennent larges, les inégalités larges le restent :

Sl —Hx+ty) <A1 f(x) +Ef(y)

x+1
f est de classe C? et convexe. Montrez que x — / f(t).dt est aussi convexe.
t=x—1

Une hypothése nous est soufflée qui nous met sur une piste simple : « f est C? ».
Le critere est donc double : f” est croissante
f” est positive
et on n’a pas besoin d’écrire les inégalités de trois cordes.
x+1

L’application x — f(t).dt est a son tour dérivable par continuité des f.
t=x—1
x+1 l

(xr—> f(t).dt) - (x+—>f(x+1) —f(x—l))
t=x—1
x+1

(x— f)dt)” = (x = fx+1) = flx=1))
t=x—1

Cay est, vous y voyez clair ? f’ est croissante, donc Vx, f'(x+1) — f'(x —1) > 0.
x+1
La dérivée seconde est positive, I’application (x — / f (t).dt) est convexe.
t=x—1

1

Autre approche : une intégrale est une somme « infinie ». Et en écrivant (x — flx+ u).dt) on a une somme
u=-1

d’applications convexes x — f(x + u).
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245> I

convexe.

Méme question avec décroissante et convexe.
Méme question avec décroissante ou convexe.

On définit f = t — (t* + 1).e~'. Donnez l'intervalle le plus grand possible sur lequel f est croissante et

1l s’agit d’étudier le signe de f’ (monotonie) et de f” (convexité).
On dérive dong, et plutot deux fois qu'une.

] \ valeur | dusignede | positive sur \
f(x) (1+x%).e ™ 1+ 22 R
f(x) —(x7 —1)%e* (—x*—1) rien
F(x) | (x*—4x+3)e ™| (x—1).(x—=3) [ ] —o0, 1] et [3, +0
décroissante et convexe —o0, 1| et |3, 400
décroissante ou convexe partout

Attention, on ne dit pas convexe sur | — oo, 2] U [3, +o0].
Can’a pas de sens. la convexité (la croissance aussi) ne se définit que sur un intervalle a la fois.

Prenez cette habitude...

46> I

Q Sur quel(s) intervalle(s) t — (1 — t2).e! est elle convexe ?

I suffit d’étudier le signe de sa dérivée seconde : t — (1 — t2).e!
t—s (1 —1t2—2.t).e
t—s (—t> —4t—1).¢

On demande donc 2 + 4.t +1 < 0.

On trouve [[2 -3, 2+ \/gﬂ

Alors pourquoi ce pluriel ? Il n’y a qu'un intervalle, non ?

Non. Par exemple [—2, —1] convient aussi. Puisque [-2, —1] C [2—+/3, 2+ /3].

En fait, la réponse est « tout intervalle inclus dans [2— \/3, 2+ \/5}

Q© Calculez ces sommes multiples pour n donné

y !

o<j<in !

Ay =

By,

= ) i

i+j=n

Cn = Y o<ign Mﬂx(ir ])

0<j<n

Si vous n‘avez pas confiance, écrivez un script Python qui prend en entrée # et les calcule.

y !

o<j<i<n !

n(n—1
An — ( 4 )}
By, = Z i.j
i+j=n
By =) i(n—i
i=0
By=mn.) i— 21’2
i=0 i=0
Bn _ 7’[3 —n

Cn = Zogign MﬂX(i, ])

0<j<n

Cn = Lo<i<jan Max(i, j) + Loci=j<n Max(i, j) + Locj<i<n Max(i, j)
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Cn = 2. Yo<icjcn Max(i, j) + Locijsn i
Cn =2.Yo<icjcn] t Xizol

Co=2.Y0 g1+ 205

Cp =250 %+ g

[Cn _ n.(n+1).(4.n —1—5)]

6

Soit f deux fois dérivable avec f” positive. Montrez que si f'(a) est nul, alors f admet un minimum en a.

f' est donc croissante.

Comme elle est nulle en g, elle est donc négative (ou nulle) avant, puis positive apres.
f est doonc décroissante, puis croissante.

Bref, c’est un tableau de variations qui nous dit que f admet un minimum en a.

Rappelons qu’avec I'annulation de f' ont n’a pas forcément un minimum.
Oui, je sais, ¢a peut étre un maximum.

Mais ce peut étre aussi ni 'un ni l'autre, comme avec x — x3 e 0.

Le critere est « annulation et changement de signe de la dérivée ».

—a) n
M / (1—t).f"(tx+ (1—t).a).dt.
J0
l'intégrale est positive par positivité de f”. Le carré devant l'intégrale I'est aussi.
La différence f(x) — f(a) est donc positive.
On a bien un minimul en 4.

Mais ici, on peut aussi écrire f(x) = f(a) +0.(x —a) +

x—1 . S
est C! sur |0, +oo[ apreés 'avoir prolongée par continuité en 0 et

Montrez par théoréme C! que ¢ = x — In(x)

enl.

Déja, elle n’est pas définie en O ni en 1.

En 0, le numérateur tend vers —1 et le dénominateur vers l'infini. On prolonge avec la valeur 0.

In(x) —1In(1)
x—1

En 1, c’est I'inverse d'un taux d’accroissement du logarithme . On prolonge par la valeur 1.

x.In(x) —x+1

x.(In(x))?2
Si la dérivée a une limite en 0, on saura que f est dérivable en 0. Hélas, le numérateur tend vers —1 et le dénomi-
nateur vers 0. On a une limite infinie. Et pas abus de langage une demi-tangente verticale.

Ensuite, sur |0, 1] et sur |1, 4oco[ I'application est dérivable, de dérivée x —

On recommence en 1 avec plus d’espoir. Comme c’est en 1, on va poser x = 1 + h puis habitué a trier les puissances
de h.

x.In(x)—x+1 (1+h).In(1+h)—h
x.(In(x))2 (1+h).In(1+ h)2

Le dénominateur est équivalent a #? car In(1 + k) ~ h quand & tend vers 0.
2

Il faut donc un développement d’ordre 2 du numérateur, en utilisant In(1 +h) =h — —

>+ o(h?) :

(1+h).(h— h; +0(h2)) —h= (h— h; +0(h2)) + (hz— h; +o(h3)) —h= ;12—2+o(h2)

I est inutile de préciser le terme en /3, il n’est plus visible a coté de o(h?), il en fait partie.
]’l2
Le numérateur est équivalent a > (premier terme non nul du développement limité).

1 1
Le quotient est équivalent a 5 Il tend vers 5

1
L’application avoue étre dérivable en 1 de dérivée X

C’est bien « on déduit f'(1) = % Et non pas : « je pose f'(1) = %

On peut imposer une valeur a f(1). Mais alors f est dérivable en 1 ou ne I'est pas, et ce n’est pas nous qui pouvons décider
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de placer sa tangente comme ci ou comme ¢a...

. Donnez son domaine de définition.

- © d
Ondeﬁmtparf—xn—>/x n(D)

En notant gune primitive de t — (qu’on ne sait pas exprimer a 1’aide des fonctions usuelles), exprimez

1
In(t)
f alaide de ¢ et dérivez f .
Montrez que f est convexe sur chaque intervalle de son domaine.
2 x.dt ¥ gt 2?32 dt
Montrez que, pour tout x de ]1, +oo[ : /x m < . m < /x . ln(t) .
Donnez la limite de f en 1 (réponse : In(2)), et donnez la limite de f’ en 1. Méme question pour f”.
Déduisez que f est C? sur |0, +oo[ et qu’elle y est convexe.

Montrez que f(x) tend vers 0 quand x tend vers 0.

1
Retrouvez :/0 fn( 7 dx =1n(2).

x2
On définit par f = x — /
X

Montrez que f est convexe sur chaque intervalle de son domaine

2
o \/ ln(t)\/ 2dt

W. Donnez son domaine de définition.

t.In(t) t.In(t)
Donnez la limite de f en 1, et donnez la imite de f "en 1. Méme question pour f.
Déduisez que f est C? sur |0, +oo et qu’elle y est convexe.

X
Montrez que, pour tout x de |1, +oo] : /
X

1
mn'existe que pour t plus grand que 0, et différent de 1.

On va intégrer de x a x2. On ne peut pas prendre x négatif, sinon 0 est dans l'intervalle [x, x?].
Si x est positif, il faut quand méme éviter que x et x> soient de part et d’autre de 1.

| x €]0, 1f | x=1] €]1, too |
alors x? €]0, 1] x> =1 alors x? €]1, +oo]
) gt bof ) gt
1 —— exi 1 i
[x, x5] C]O, 1] et /x In(f) existe 0 [x, x°] C]1, 4oo[ et /x () existe
it c ) gt
> . P . >
L 71n(t) > 0 (fonction négative mais x > x°) /x 7ln(t) >
X
Pour dériver (sur chaque intervalle), on définit G = x / m dans le premier cas, et on dérive
1/2
—1
x — G(x*> — G(x) en x — 2.x.G'(x?) — G/(x) et on trouve x — fnﬁ

X _dt

Sur l'autre intervalle, on fait de méme, mais avec G = x — 2 (D)

o1 L . .
Oui, 5 et 2 c’est arbitraire. Mais ne tombez pas dans le piége de poser G = x

probleme pour son existence.

— /xi ui pose quand méme
0 ln(t)q pose q

x.In(x) —x+1
x.(In(x))2

Le signe est celui de x.In(x) — x + 1. Pas évident ?
Si ! La tangente est une application concave. Son graphe est sous ses tangentes. En particulier sous sa tangente en

1 :In(x) < 1(x—1)+ln( )

1
Et alors? Je l'écris pour i
0<x.In(x)+1—x.

On redérive pour la convexité : x —

—In(x) < 1-1 puis je multiplie par x positif : —x.In(x) < 1— x et donc

Oui, c’est un peu trop joli pour que vous y pensiez spontanément.

Mais vous pouviez étudier x — x.In(x) — x + 1, la dériver deux fois et étudier ses variations (minimum nul en 1).

La dérivée seconde est positive, I’application est convexe sur chaque intervalle de son domaine.
Attention, ¢a ne veut pas dire convexe partout, méme si on la prolonge.
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\ [ [ ]
convexe (Cl
convexe |(a

AUSS|

mals pas convexe sur la réunion si on la

prolonge

L’encadrement

/x2 xdt /xz dt _ /x2 x2.dt
x tIn(t) " Jy In(t) " Jy t.In(t)

2
. x
s’obtient en écrivant que pour ¢ entre x et x> (dans I'ordre puisque x > 1), on a n <1<

xT' On multiplie par le

logarithme positif, on intégre sur un intervalle pris dans le sens croissant et c’est joué, plié.

Avantage : le terme du milieu n’a pas de primitive simple, mais les encadrants si !

x2 2

e[iman] " = [T [T [ 2 inn )]

On récupere du In(In(x?)) — In(In(x)) soit In(2) (si si !).
On encadre donc la fonction par du x.In(2) et x2.In(2).

¥t
Par encadrement : / 0] tend vers In(2) quand x tend vers 1 (a droite).
X

Peut on faire de méme a gauche ? Cette fois, on aura des encadrements dans 'autre sens (attention au sens d’inté-
gration...), mais le final sera le méme.

On peut prolonger par continuité :| f(1) = In(2)

x—1

In(x)

Elle admet une limite en 1.

Le théoréme de la limite de la dérivée nous informe : I'application est dérivable en 1, de dérivée 1.
Et f est C! sur |0, +oo[ .

La dérivée est en x —

On fait de méme avec la dérivée seconde, elle admet une limite en 1.
Le théoréme de la limite de la dérivée donne f’ dérivable méme en 1 et C'.
f est C? a dérivée seconde positive ou nulle, elle est convexe.
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8.8
8.6

8.4

Montrez le développement limité en 0 a l'ordre 3 de x +—
x2.sin(1/x%) est 0+ 0.x + 0.x% + 0.x3 + 0(x3) (pas par une formule de
Taylor Young, ne soyez pas juste des bétes de calcul, ayez un cerveau). -8.2
Montrez que la dérivée de cette application n’a méme pas de déve- ..
loppement limité en 0. C .

Pour le développement d’ordre 3, comme on nous le propose, il suffit de vérifier x°.sin(1/x%) = 0+ 0.x + 0.x> +
0.x% 4+ 0(x%),_0, C’est a dire
x°.sin(1/x°)

e tend vers 0 quand x tend vers 0. C’est le produit d'un o(1) par un O(1).

La dérivation va en revanche poser probleme en 0.

L’application a un développement d’ordre 3, sa dérivée n’en a pas.

# 1- On dit que f de R dans R™* est logarithmiquement convexe si x — In(f(x)) est convexe. Montrez
que toute application logarithmiquement convexe est convexe. Donnez une application convexe qui ne soit pas
logarithmiquement convexe.

2- Montrez que toute puissance positive d'une application logarithmiquement convexe l'est aussi.

3- Montrez que si f est logarithmiquement convexe, alorsona /f(x).f(y) > f (xTer) pour tout couple (x, y).

4- Soit f continue On suppose +/f(x).f(y) > f(%) pour tout couple (x, y). Montrez qu’on a alors
In(f((1—t)a+tb)) < (1—1t).In(f(a)) + t.In(f(b)) pour tout couple (a, b) et tout t de la forme k/2" avec
n entier naturel et k entier de 0 a 2". Déduisez In(f((1 — t).a + t.b)) < (1 —t).In(f(a)) + t.In(f (b)) pour tout ¢
de [0, 1].

5- Déduisez que f est logarithmiquement si et seulement si elle est continue et vérifie pour tout couple (x, y) :

7w = £(*52):

1 x
6- Montrez que x — / <ln(1/ t)) At (notée g) est logarithmiquement convexe sur [0, +co[. Calculez par
0

récurrence g (1) pour tout entier naturel .
7- Montrez que la somme de deux applications logarithmiquement convexes 1’est encore.

& 1- On dit que f de R dans R™* est logarithmiquement convexe si x — In(f(x)) est convexe. Montrez
que toute application logarithmiquement convexe est convexe. Donnez une application convexe qui ne soit pas
logarithmiquement convexe.

La notion de convexité logarithmique est une notion plus forte que la convexité, plus exigeante.

Et utile.

C’est elle qui nous permettrait de dire « on connait la factorielle pour des abscisses entiéres, peut on la définir pour
des abscisses réelles ».

Evidemment, on peut le faire, par exemple affine par morceaux, en reliant les points (0,1), (1,1), (2,2), (3, 6), (4, 24)
et ainsi e suite, les uns apres les autres. mais il y a des points anguleux c’est moche. Alors on veut une courbe
plutdt lisse passant par tous nos points.

Et l'exigence sera « convexe » et méme « logarithmiquement convexe ».

Et sous cette exigence, il vient qu’il n’y a qu’une fonction qui étende la factorielle a tout R™ et c’est forcément celle

enx /01 (ln(l/t))x.dt.

L'idée rapide : si In(f) est convexe, alors en composant par 1'exponentielle (convexe croissante), alors f est
convexe.

Proprement, on se donne x, y et t entre 0 et 1.

On écrit 'hypothese de convexité de In o f (vraie notation, a la place de In(f) qui mélange les étages) :

In (f(1=t)x+ty)) < (1-t).In(f(x)) +t.In(f(y))
on passe a I'exponentielle (croissant) : f((1— t).x + t.y) < el (F@)+t.n (7))
On exploite la convexité de I'exponentielle : f((1 — t).x + t.y) < e!~H-n (7)) +t1n (£(w) < (1—1t).enf) 4
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t.emf () et est fini.

On a envie de dire que x — x est convexe alors qu’elle n’est pas logarithmiquement convexe (x — In(x) n’est
pas convexe). Mais on la veut de Rdans R*.

On veut la forcer a étre positive : x — x2.

Et méme strictement positive : x — x> + 1. Elle est convexe.

Et son logarithme est x — “In(1 + x?) qui n’est pas convexe.

. 2.(1—x° .
sa dérivée seconde est en effet x — (722) dont le signe change.
(14 x2)
Remarque : Un argument erroné trop souvent utilisé : l'application g n’est pas convexe, car elle est

concave.
Ce n’est pourtant pas contradictoire... On peut étre les deux a la fois.
Le vrai argument serait ¢ n’est pas convexe car concave et non affine.

Conseil pour ne pas s’embrouiller dans ce type d’exercice : donnez un nom a x — In(f(x)), histoire de bien
savoir ce que vous devez démontrer :

par exemple écrivez déja g (3.x4+ y) < 3.g(x)4+ W) et seulement ensuite In <f(3.x4+ b )) < 3.In(f(x)) + In(f(y)) .

En mathématiques, il n’est vraiment pas inutile de définir les objets en leur donnant des noms avant d’écrire des
formules trop compliquées.

| 2- Montrez que toute puissance positive d'une application logarithmiquement convexe 1’est aussi. |

Si f associe In(f(x)) est convexe, alors pour tout exposant astrictement positif, x — In (( f (x))”‘) est convexe

(multiplie positif d'une application convexe).

On notera qu’il faut vérifier que fYexiste bien (oui, 173 c’est quoi ?). En effet, f est positive (on rappelle que
(f(x))1;73 Cest el,73xln(f(x))).

J'en profite pour citer une autre stabilité : Ie produit de deux applications logarithmiquement convexes est Ioga-
rithmiquement convexe. En fait, c’est cadeau.

2

3- Montrez que si f est logarithmiquement convexe, alors ona +/f(x).f(y) > f (ﬂ) pour tout couple (x, y).
1
>

On écrit la petite inégalité de convexité et méme le cas particulier ¢ =
x+y In(f(x)) +In(f(y))
<
OnadonC1n(f( 2 >)\ 2 + ‘ In(f(x)) +In(f(¥))
n(f(x))+In
On passe a I'exponentielle (croissante) : f<x27y) <e T en(f(0))Hn(f(y) = f(x).f(y).

Pour avoir les points aux concours : ne vous contentez pas d’écrire des formules, citez les argument « on passe
a l'exponentielle ».
Et citez les en entier « on passe a I’exponentielle (croissante) ».

4- Soit f continue On suppose +/f(x).f(y) = f (xzﬂ> pour tout couple (x, y). Montrez qu’on a alors

In(f((1—-t)a+tb)) < (1—t).In(f(a)) + t.In(f(b)) pour tout couple (a, b) et tout t de la forme k/2" avec
n entier naturel et k entier de 0 a 2. Déduisez In(f((1 —t).a +t.b)) < (1 —¢).In(f(a)) + t.In(f(b)) pour tout ¢
de [0, 1].

Un lemme qui va passer de « c’est vrai pour le milieu,

donc pour le milieu du milieu et ainsi de suite

a c’est vrai pour plein de monde

puis a c’est vrai pour tout.

Je vous donne le début : \/f(x).f(y) ;f(xT""y) ot f(x‘;y>f(y) 2}((95‘2&) of aussi f(X)f<x;—y) >

f(S.x4+y)'

On assemble :
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et

rerp > f(FE3)
et toujours \ 5 5 2x 42y
Flr s > f(2E2Y)

Si on assemble ceci avec les informations du type /f(a).f(b) > f (a ; b) en des points convenables

comme /1 (M5E2) (2 L2E) (P20,

on arrive a des choses comme

5.a+3.b
VF@Bf(b) > f(Z5)
Par récurrence sur 7 on montre des choses comme « pour tout k de 0 a 2" :

2 F @) f (D)7 > f(k.u + (i: - k).b)

Quitte a passer au logarithme, on a obtenu des

In(f(1—t)a+tb)) < (1—t).In(f(a)) +t.In(f (D))

k
pour des f de la forme Fpavecn quelconque et k entre 0 et 2".

Et si on se donne un t quelconque ? On I'écrit comme une suite de Z—Z (explicitables avec une partie entiere de 2".t

si vous y tenez).

Pour chaque 7, on a donc

In(f((1—ty)a+tyb)) < (A —ty).In(f(a)) + tn.In(f (D))

En faisant tendre n vers l'infini, avec la continuité de f on obtient
In(f((1—t)a+tb)) <(1—1t).In(f(a))+t.In(f(b))

En gros, on est passé de t = 5 a tous les t d’écriture binaire finie, puis a tous les t par densité.

5- Déduisez que f est logarithmiquement si et seulement si elle est continue et vérifie pour tout couple (x, y) :

VIETW = F(55L).
x+y

Le 3 a montré logarithmiquement convexe implique /f(x).f(y) > f ( > ) pour tout couple.

Ensuite, si elle est continue et vérifie la propriété pour tout couple, alors le 4 nous dit qu’elle vérifie In(f((1 —
t).a+tb)) < (1—1t).In(f(a)) + t.In(f(b)) pour tout couple et tout ¢ de [0, 1].
C’est la définition méme de f est logarithmiquement convexe.

1
6- Montrez que x — / (ln(l/ t))x.dt (notée g) est logarithmiquement convexe sur [0, +co[. Calculez par
0

récurrence g(n) pour tout entier naturel .

C’est la I'histoire de « la factorielle est logarithmiquement convexe ».

Déja, I'existence de cette fonction pose un peu probléme quand méme, a cause de ce logarithme qu’on va intégrer
pres de 0.

Mais on va mettre ¢a de coté pour l'instant. En constatant que In(1/t) est positif et peut étre élevé & une puissance
réelle sans probleme.

On doit prouver la convexité logarithmique. On se donne x et y il faut établir

[ (mas) " < ([ () ) ([ (1m0 )

pour tout t entre 0 et 1.
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C’est assez indigeste.

1
Et si on se contentait de la version « t = 5 »?
On doit juste établir

([ () ) <[ () ) ([ (i (1)) 0
Ca ne vous inspire pas ? Et si je vous disais
([ () T ) < ([ (n (2 ). ([ (i (1)) )

Et si je vous rappelais : ) :
/ (F(u).g(u))dt)” < / (f(u))z.du../o (s(w) " au
Oui, Cauchy-Schwarz...

Enposant’ = x — /01 (ln (%))x.dt, on a bien

r(*3%) < \/re )

On se dit que I' doit bien étre continue. Et on a alors que I' est logarithmiquement convexe.

la fonction logarithmiquement

., convexe qui vaut n! pour n entie

2

0o

On calcule ensuite I'(n) pour n entier, et au départ pas trop gros.

1 1.9

1

)= / 1.dt = 1 (en se disant que a° donne bien toujours 1).
0

1 1

r(1) = /0 In(1/t).dt = [t.1n (;

1 1 ¢
t)}o + / -.dt = 1. Oui, on a intégré par parties.
Je vous le fais méme pour n :

ot

T(n) = /01 (n(1/0)) "t = [t.(ln(i))”};qtn./o.lw.t.dt

t

si nécessaire, mais il

<l =

Le terme en t.(In(#))" tend vers 0 quand ¢t tend vers 0 (croissances comparées, posez t =

est temps de savoir qu’en 0, f écrase le logarithme et ses puissances).
HNresteI'(n) =nI(n—1)etI'(0) = 1.

Par récurrence immédiate :|T'(n) = n!
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| 7- Montrez que la somme de deux applications logarithmiquement convexes l’est encore.

On I'avait pour le produit. c’est moins évident pour la somme.

On prend f et g logarithmiquement convexes. Il s’agit de prouver que f + g 1’est aussi

La formule générale avec des logarithmes, des t et des f(x) + g(x) est & peu pres impossible a gérer.
Si on se contentait de prouver

FFY) +5(25Y) < (50 + ) (70) + 50)

Sachant qu’on a f(%) <A/ f(x).f(y) et g(xT—i—y) < 1/g(x).g(y) par convexité logarithmique de f et g.

On somme L .
F(55E) +2(55Y) < VFf) + 30 2)

Or, /f(x).f(y) + Vg(x).g(y) < \/ fx)+ g(x)) . (f(y) + g(y)) (si si, ga doit marcher, sinon comment on y arriverait).

On met bout a bout :

T +5(55) < S0+ s@aw) < (70 +8) () +5)

11 faut encore dire que f + g est continue comme somme d’applications continues.
Et on obtient que f + g est logarithmiquement convexe.

Ah oui, je vous ai un peu arnaqué pour \/ f(x).f (y) + v/g(x).g(y) < \/<f(x) + g(x)) . (f(y) + g(y)).
J'ai dit que c'était évident.

Disons plutot que c’est de la forme va.b + vc.d < /(a +¢).(b + d).

Et il suffit de comparer les carrés : a.b +c.d +2.v/a.b.cd faceaa.b+ad+b.c+cd.

11 suffit de dire va.b.c.d < % Et ca, on connait c’est \/a.f < # Les moyennes, encore.

Maintenant, on a bien tous les éléments.
L’espace des applications logarithmiquement convexes est stable par addition et multiplication.
ce que n’était pas l'espace des applications convexes...

Montrez que si f est convexe de R dans R, alors pour tout a, {x € R | f(x) = a} est de cardinal 0, 1, 2 ou infini.

Que peut signifier la question « {x € R | f(x) = a} est de cardinal 0, 1, 2 ou infini » ?
Qu’une valeur a sur I’axe des ordonnées peut :

e ne pas étre atteinte —1 pour exp
e étre atteinte une fois 1 pour exp
e étre atteinte deux fois 3 pour ch
e étre atteinte une infinité de fois | fonction convexe constante sur un segment

Ce que dit alors cette propriété : si une fonction convexe atteint la méme valeur trois fois, alors elle I'atteint une
infinité de fois.

Et c’est vrai. Si la fonction convexe f atteinte la méme valeur a en «, B et 1y, alors elle est constante sur [«, 7].
On l'obtient par 1'inégalité des trois cordes pour tout réel x entre « et 5 (puis pour tout réel x entre j et 7).
Pour tout x entre aet B, on a f(x) < a (sous la corde entre les deux pinces a linge [«, B])

Pour tout x entre « et B, ona f(x) > a (au dessus de la corde hors du segment [B, 7v])

Par antisymétrie, f(x) = a pour tout x de «, p].
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o Y

<542 [ Les Ay sont des événements mutuellement indépendants. Montrez que la probabilité qu'aucun ne soit réalisé

n
est majorée par exp ( — kE P(Ak)).
=1

On utilisera une inégalité de convexité sur I'exponentielle.

Avec la notation « barre » pour le complémentaire ®, on nous demande d’estimer P(}_; Ag).

n
Par indépendance des Ay entre eux (et donc de leurs complémentaires), c’est [ | P(Ay).

k=1
n

On estime donc le produit de termes positifs [ [ (1 — py).

k=1
On majore 1 — pj par e” Pk (inégalité de convexité 1 — x < e~ pour x réel). Tout est positif (j'insiste) et on multiplie
membre a membre. Il reste 2 mettre en boucle la propriété de morphisme de l'exponentielle e”.e’ = ¢**? pour

arriver a la majoration par exp ( - H pk) (qui est utile car le majorant est plus petit que 1).
k

a2

" 1.1 x—a .
O Montrez, pour x et a positifs : p > o (cas d’égalité ?).

_ 2 _ _ — )2
Quoi de plus simple que de calculer la différence : 1.1 y1-2_r -4 t+(x—a).x = (x—a)
X a a? x.a2 x.a?

Mais je le trouve plus joli par convexité.
i . 2 s
L'application x — — a pour dérivée seconde x — —, positive.
x ] x3
La formule de Taylor avec reste intégrale entre a et x donne

- 1 2 1 2
R A e eycmr ot
(x

—a)? ! 2 . .
Let —/ 1—t),——————————.dtest tif, c’est ! lait.
e terme —— A ( ) IFTACEIE est positif, c’est ce qu’on voulai

<562 ] Rappel des regles : Les iles sont reliées les unes aux autres par des traits « horizontaux » ou « verticaux » (pas de
diagonale, pas plus de deux ponts entre deux iles). Les traits ne peuvent pas se croiser. On vous a indiqué combien

de ponts partent de chaque ile.

6. pas de risque de confusion avec la barre de I'adhérence en topologie a ce stade
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In(n
Montrez : ¢/n— "Vn+1~y i 752 ) (indication : non, pas de quantité conjuguées mais x — /x).

1/x

Définissons comme suggéré 'application x — /x. Enfin, non, écrivons la proprement x —— x!/* et méme

x — en(®)/x,
Elle est C! sur |0, +oo[ (et se prolonge méme en 0 par la valeur 0).
On la dérive, afin de prouver qu’on avait raison de la qualifier de C! : x %gl(x).em(x)/ x

On applique le théoréme des accroissements finis entre 1 et n + 1 (tout est C?) :

" 1—In(c
ch e]n, n + 1[, +1/n + _ \n/ﬁ — (7’1 + 1 _ n).()(zn).ell’l(cn)/ﬁt
Cn
Ira-t-on jusqu’a dire qu’on a obtenu ce qu’on voulait ? Pas vraiment.
Mais comme 7 tend vers l'infini, ¢, compris entre 1 et n 4 1 est équivalent a n.
On a donc par passage au logarithme (légitimé de multiples fois, méme si ce n’est pas évident) : In(cy) ~n— 4o

1 1 1 -1
5 ~note T3 Comme le logarithme tend vers l'infini, % ~— 400
Cn) n (cn)

In(n), et plus simplement

In(cy) N In(n)
e " T

In(cy)

Cn

Il reste le probleme de ™(¢n)/¢n Mais par croissances comparées — -+ 0. Par continuité de I'exponen-

tielle en 0 : em(en)/en 1 et méme e™en)/en L 1.
IIn’y a plus qu’a multiplier les équivalents, et on a la formule attendue.

Un exercice sans grande difficulté, mais dans lequel sera notée la rigueur de rédaction (on ne passe pas a la limite avant d’avoir prouvé
qu’il y en a une, on ne confond pas limites et équivalents, on justifie In(n) ~ In(cy)...).
Jirai jusqu’a dire que sur ces exercices, celles et ceux qui ont la fibre plus physicienne que matheuse rattrapent leur retard.
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58 > I

Un éleve me dit « monsieur, si le développement limité de f en 0 est nul a tout ordre, c’est que f()(0) = 0 pour
tout n et f doit étre la fonction nulle ».

1
Jeluiréponds : f — e 2 etlui dis « prolonge la en 0 et donne moi son développement limité d’ordre 2.7 ».
Il n’a pas le temps de faire les calculs, faites les pour lui.

Cette fonction se prolonge par continuité en 0 par la valeur 0 (dit rapidement : exponentielle de mins l'infini).
Elle n’est pas facile a dériver. Et ses dérivées successives sont des horreurs... non définies en 0.

Mais son développement limité en 0 est toujours facile a calculer : f(x) =0+ 0.x + ...+ 0.x" + o(x") 0.
Le développement est toujours nul. Quel que soit I'ordre chosi.

Mais onn’apas f(x) =0+ 0.x + ...+ 0.x".

Ona f(x) =0+0.x+...+0x" +o(x")y_0. Et a chaque ordre, f(x) va se cacher dans le o(x").

Ah, mais au fait, je dois prouver f(x) = 0+ 0.x + ...+ 0.x2" + 0(x>") ;0.
f(x)

Oui, je prouve donc f(x) = o(x*"),_so, c’est a dire y2n —x—0 0.
—1/x2

En effet, la limite de ¢ > quand x tend vers 0 est celle de X".e~X quand X tend vers +oo. Et c’est 0.

Cette fonction fout en lair le réve de « si je connais toutes les dérivées en 0, je connais la fonction par-
tout », qui est pourtant un joli réve.

Mais c’est cette fonctio qui le fait expres.

L’an prochain, vous croiserez les fonctions développables en série entiere (la grosse majorité), qui
échappent a ce probléme

Elles vérifieront f(x Z

Montrez pour toutade | — 1, 1] :

/ /2 & = 2 Arctan (\/m ) = Arcsin(u) + i (changement de variable classigue et vous
o l—a.cos(6) 1—a2 1—a V1—a2  241-a2 ¢ ?

pourrez poser aussi a = cos(x)).

L'existence est assurée, a.cos(0) reste entre —1 et 1, le dénominateur ne s’annule pas, ’application est continue.

On change de variable avec t = tan (g) (C! difféomorphisme).

L'intégrale devient

/1 1 2.dt _/1 2 g L /1 2 it
0 1-21+82 Jo 1+ —a+af? 1—aJo Ttay o
1—a.——s 1+ {1, '

1412
_ 1—
a.u etdoncdt = 4/ a.du
a 1+a

. . . 1+a .
tiens, on va le jouer changement de variable encore : u = 4/ ﬁ.t soitt =

L'intégrale devient
1 4 / /1+u 2
\/ 1+a 1+ u?

On integre en arctangente :

2 V1—a 1+a
. Arctan ( )
1—a+1+a 1—a

On simplifie des racines et on a la premiére.

Pour la seconde, on pose un instant a = cos(«) (avec « entre 0 et 7). En bref, « = Arccos(a). On a alors

[1+a  |2.cos?(a/2)  cos(a/2)
1—a \/ 2.sin%(a/2)  sin(a/2)

avec & entre 0 et T
vec — i
2 2

On reconnait tan (; — %) avec g — % dans le bon intervalle...
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On a donc a présent 2 Arctan (tan (E — 5)) ui devient 2 (E — ArLos(a))
P Vi— e 2 2/)1 Vi—2 \2 2 /)
Et apres, vous vous souvenez de Arcsin(a) + Arccos(a) = 5 ?

Ne me dites pas que vous avez osé oublier... Et tout se termine comme prévu.

.. sin(x/2) + cos(x . .,
Donnez la limite en 7 de ( /2 ) () (posez x = 7 + h et utilisez des développements limités).
1+ sin“(x) + cos(x)
Meéme sil’énoncé semble nous dire que la limite existe, on va juste travailler sur la fonction, en surveillant d"ailleurs
que tout existe.
Comme x va tendre vers 77 (et en 77 on a bien une forme indéterminée), on va pose x = 71 + h avec h qui va tendre
vers 0.

sin(x/2) + cos(x) cos(h/2) — cos(h)

1+4sin?(x) +cos(x) 1+ sin?(h) — cos(h)
S’il vous plait, ne perdez pas de temps a rédiger cos(m + h) = — cos(h).
Méme si pour vous (a cause d'une pratique sclérosée dans le secondaire) ce n’est pas évident,
pour le correcteur, c’est du cours.
Si vous passez par cos(7t + h) = cos(7t). cos(h) — sin(7t). sin(h) écrit noir sur blanc sur votre copie, vous dites au correc-
teur « je suis encore en premiere, ne m’en veuillez pas, mais je veux quand méme entrer a Centrale ».
Et d’ailleurs, si vous passez par de telles formules au lieu de passer par un dessin sur le cercle trigonométrique, vous Iui
répétez « en plus, je n’ai aucun sens pratique, mais ne m’en veuillez pas, je veux quand méme entrer i Télécom ».

Yy — K2 2
. . 7)) = 1 —% Ho(h?) h
On développe et on garde le premier terme nonnul : 0s(3) 8 donccos | - | —cos(h) ~
pp g P Cos(h) _ 1 B o) (2) (h) ~n—o
3K h? .
e (14, 'équivalent exprime des choses correctes, mais si vous avez écrit cos(h) ~ 1 — —, retournez moisir en
amphi 21).
1—cos(2h) K h?
1+ sin?(h) — cos(h) = 1 — cos(h) + % =5+ o(h?) + h* + o(h?) ~y_0 37
sin(x/2) + cos(x) 1 . sin(x/2) 4 cos(x)

Le quotient est équivalent & un réel, il tend vers ce réel :

> — |ou lim =
h%r( 4

1+ Sinz(x) + cos(x) ¥ 1+ sin®(x) + cos(x)

1

4

/ (]
Calculez ; In (t 1T 2) .dt (pas de probleme, elle existe).

Par parties pour éliminer le logarithme.
| 1 [ < | t |
1 1 —1 1
In(—_— —— - =
(57~ 9) | 7
Pardon, c’est si facile a dériver ? Oui :

In (t% _ H%) “n (Ml(tﬁ)) = I ((t+1).(f+2) = —In(t+1) — In(t +2)

On a donc un crochet : [t In <t+1 tiz)}l et une mtegrale/O (t i I + i 2>.dt.

onten [ (LT HZ 2= [ o L 2

1
On trouve alors [21 —In(1+1¢)—2.In(2 4+ t)} o

Valeur finale : 2 — In(27). Négatif, mais c’est normal, ’application 'est.

€
Pour f dérivable en a4, déterminez la limite quand ¢ tend vers 0 de 23? / t.f(a+t).dt (Lanczos).
. —&

Comme ¢ va tendre vers 0, t va le faire aussi, et on va pouvoir utiliser un développement limite pour f(a +f) :
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fla+1t) = f(a) +t.f(a) +o(t).
€ € € €

On remplace dans l'intégrale / tf(a+t).dt = / t.f(a).dt+ / t2.f'(a).dt + [ o(?).dt par linéarité.
—¢ —¢ —¢

—€

t27¢
Le premier terme est nul (fonction impaire sur un intervalle symétrique, ou calcul f(a). [E}
—&
L 2.8
Le second donne f (u).T.

Le dernier donne o(&3).

i
On multiplie par 3, on divise par 2.3 : %/ t.f(a+t).dt = f'(a) +o0(1).
. —¢

Et quand etend vers 0, il ne reste que f'(a).

C’est une astuce utilisée pour calculer la dérivée d'une fonction en passant par des intégrales.
Et les calculs d'intégrales sont moins sensibles aux erreurs d’arrondis.
C’est utile en physique quand votre fonction est en fait un graphe issu d’un trés grand tableau de mesures.

Le théoreme de Darboux dit qu'une dérivée f' d’une application f de classe D; sur un intervalle I n’est pas
forcément continue mais vérifie au moins le théoreme des valeurs intermédiaires.

On prend donc f de classe D (pas forcément Cy) sur un intervalle I. On se donne a et ¢ dans I, on pose f'(a) = «
et f'(c) = y. On prend B entre « et vy, et on doit montrer qu’il existe un ¢ vérifiant f'(b) = B.

Méthode 1. Montrez que f — B.Id admet un maximum et un minimum sur [4, c| (atteints en y et v). Montrez
qu’il n’est pas possible que y et v soient en a et ¢ (c’est a dire qu’au moins y ou v est dans |a, c[). Déduisez que (f — B.1d)’
est nulle en i ou en v. Concluez.

Posons g = f — B.1d.

On va montrer que g’ s’annule en au moins un point ¢, et ce point c sera le point o1 ¢ atteint son minimum.
Visuellement, on part de a avec dérivée négative, on part donc vers le bas, on arrive en b en « montant », donc le
minimum était entre les deux.

Mais cette vision est trop naive (¢'(2) < 0 n’implique pas « g est décroissante sur un voisinage de a » si on n’a pas
d’hypothese de continuité sur f’, ne soyez pas trop naifs).

Ony va : g est continue de [a, b] dans R, elle admet un
minimum, atteint en un point c. f(by>o
c pourrait il étre en 4 ? Si le minimum est en 4, pour tout
8(x) —g(a)
xX—a

a la limite ¢’ (a) > 0. C’est contraire & 'hypothese.

¢ pourrait il étre en b ? Si le minimum est en b, pour tout
wfi(b) = g, et par passage
ala limite ¢’ (b) < 0. C’est contraire a 'hypothese.

Le minimum est atteint en un point ¢ de l'ouvert |a, b].
En bougeant a droite et a gauche de c,ona 0 > ¢'(c¢) > 0
et donc ¢'(c) = 0.

®
x plus grand que aon a = et par passage

x plus petit que b on a

La démonstration n’a jamais essayé d’appliquer le principe des valeurs intermédiaires a f'.

Et n’a jamais cherché non plus a dire « plagons nous sur un intervalle sur lequel f est croissante ». Ces intervalles d’existence peut étre pas
forcement, i cause des applications un peu tordues qui ne manquent pas d’exister et ne sont pas de gentils polyndmes, fractions ou fonctions
simplistes.
Tout raisonnement du type « on commence par le cas f croissante

on continue par le cas f décroissante

et par intervalle, on est toujours dans un de ces cas »
est voué a I'échec en mathématiques.

Méthode 2. On suppose qu'il n’existe aucun point b de [a, c] vérifiant f(b) = B. Montrez alors que f — B.Id est
injective sur [a, ¢]. Déduisez qu’elle est monotone. Déduisez que f’ — B est de signe constant. Concluez.

g est injective. Sinon, il existerait x et y (distincts) vérifiant g(x) = g(y).
En effet, si tel était le cas, par théoréme de Rolle, il existerait ¢ vérifiant ¢’(c) = 0 c’est a dire f'(c) = B.
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Un théoréme du cours utilisant les mots clefs continuité, valeurs intermédiaires et intervalle dit alors : « g est mo-
notone sur [a, b] ».

Le cas « g est croissante » conduit a g’ est positive (croissante et dérivable implique dérivée positive). Mais ceci
donneend : ¢'(b) > 0, ce qui contredit I'’hypothese sur la position de f par rapport a f'(b).

De méme, le cas g décroissante conduit a une absurdité en a. les deux cas sont contradictoires.

C’est donc qu’il y a une contradiction des le début.

O @) gy _ oy, [ =)

X —a X —C

Méthode 3. On pose ¢ = x — . Prolongez ¢ par continuité en a.

Q) = fla)

Prolongez ¢ par continuité en c¢. Montrez que 1'image de [a, b] par ¢ est un intervalle contenant pp—

fle) = f(a)

a, puis que I'image de [a, b] par ¢ est un intervalle contenant et 7. Déduisez que f§ est dans ¢([a, c])

ou dans ¢([a, c]). Déduisez qu'il existe ¢ vérifiant f'(b) = B.

Cette preuve ci, est assez jolie, il y a des profs qui ’adorent, moi je la trouve artificielle.

Montrez qu'il n’existe aucune application g vérifiant g’ = [.] (partie entiere).
Montrez qu'il n’existe aucune application g vérifiant ¢’ = 1 (indicatrice de Z.).
Montrez qu’il existe une infinité d’applications g vérifiant ¢’ = |.| (valeur absolue).

Montrez que x — x2.sin(1/x) (notée h) se prolonge par continuité en 0, est alors dérivable sur R, mais que sa
dérivée h' n’est pas continue sur R. Montrez que 1’ vérifie le principe des valeurs intermédiaires.

Montrez que si une application ¢ vérifie le principe des valeurs intermédiaires sur R alors |¢| le vérifie aussi.
Montrez qu'il existe S vérifiant S’ = |sin’ | et S(0) = 0. Calculez S(7r) — S(—m).

La partie entiere fait des sauts, elle ne peut étre la dérivée de qui que ce soit.
On aurait ¢'(0) = 1 et ¢’(1) = 1 mais aucun point vérifiant g’'(c) = 1/2.

1
Méme type d’argument pour 1z qui vaut 0 en 2 et 1 en 1 mais ne vaut jamais 1 entre temps.

£ ;
.. 5 st t P . A
L'application t — 2 Z 0 est définie sur IR. Elle est continue, méme en 0.
—5 si t<
. t si t>0 L R
Onladériveent — ¢ = fosi t<0 | Et en 0, sa dérivée est nulle (les deux formules donnent la méme valeur

de dérivée en 0, on a bien deux demi tangentes horizontales).

H L 7 Z : x'|x| ’ :
On a une primitive de la valeur absolue (qu’on peut écrire x — T). On a a autant qu’on veut en ajoutant

n’importe quel réel arbitraire (le méme sur | — co, 0] et |0, +o0]).

x — x%.sin(1/x) se prolonge par la valeur 0 en 0, quoi que s’acharne a faire le sinus (bornée fois infiniment
petite).

On la dérive x — 2.x.sin (%) — Cos (%) sur R*.

- f(0 1
En 0, il faut en revenir aux taux d’accroissement : f(xxi_o() = x.sin (;) .Ils tendent vers 0. On a donc f'(0) = 0.
1 1
Pour la non continuité de f’ en 0, on constate que la suite (m) tandis que la suite ( f (m)) converge vers
—1, quin’est pas f(0). o o

On note aussi que f'(x) n’a pas de limite quand x tend vers 0.

Néanmoins, cette application vérifie bien le théoréme des valeurs intermédiaires.
Toute valeur comprise entre f'(a) et f'(b) est atteinte au moins une fois entre a et b.

Il y a plusieurs possibilités pour a et b.
0 < a < b :Id, f est continue sur [a, b] inclus dans ]0, +oo[. Le théoréme des valeurs intermédiaires s’applique
par continuité.
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: Plus original.

On se donne une valeur v entre 0 et f/'(b) = 2.b.sin(1/b) — cos(1/b).

Mais il existe un point d entre 0 et b ot f’ s’annule (et méme une infinité).

Le réel -y est alors entre f'(d) et f(b).

Sachant que f” est continue sur [d, b] (inclus dans ]0, +co[, on peut appliquer le théoréme
des valeurs intermédiaires a f.

: Similaire au premier cas.
: Similaire au second cas.

: On se donne v entre f'(a) et f'(b). Mais la valeur f'(a) est atteinte en —a.

7 est donc entre f'(—a) et f'(b).
Il est donc atteint une fois entre —a et —b par continuité de f’.
Et comme on a [—a, b] C [a, b], il est atteint une fois entre a et b.

Avec un dessins, tout ¢a passe mieux.

On suppose que ¢ vérifie le principe des valeurs intermédiaires : pour tout couple (4, b), toute valeur entre ¢(a)
et ¢(b) est atteinte au moins une fois entre a et b.

Regardons ce qu’il est est pour |¢|. On se donne a et b quelconques, et un certain 7y entre |¢(a)| et |@(a)].
Raisonnons par disjonction de cas.

@(a) 20 | ¢(b) >0 | vestdoncentre ¢p(a) et ¢(b) et il est positif.
Il est donc atteint au moins une fois entre a et b.
de € [a, b], [(c)| = ¢(c) = 7.
@(a) <0 | ¢(b) >0 | v estdoncentre —¢(a) et ¢(b) et il est positif.
Il est donc a fortiori entre ¢(a) et ¢(b). Pour vous situer, prenez ¢(a) = —2,
v=23etp(b) =5
Il est donc atteint au moins une fois entre a et b.
de € [a, bl, |g(c)| = 9lc) = 7.
¢(a) <0 | ¢(a) <0 | vyestdoncentre —¢(a) et —¢p(b) et il est positif.
—7 est donc entre ¢(a) et ¢(b).
I1 est donc atteint au moins une fois entre a et b.
de € [a, b], |@(c)| = —¢(c) =7
¢(a) >0 | ¢(b) <0 | Reprendre les idées du deuxiéme cas.
On veut cette fois S’ = [sin’ | et S(0) = 0.
X
C’esta dire S’ = | cos|. Facile : x — / | cos(t)|.dt. Elle se dérive bien en x — | cos(x)].
0
Je vous la « trace » si vous voulez :
"X
sur [0, 7t/2] / cos(t).dt = sin(x)
0
/2
sur [71/2, 3.71/2] / cos(t).dt + / —cos(t)).dt =2 —sin(x)
T
sur [3.71/2, 5.71/2] /o co: £).dt +/ (—cos(t)).dt +/ cos(t).dt =4+ sin(x)
7T
sur [5.71/2, 7.71/2] / | cos(t)|.dt +/ —cos(t)).dt =6 —sin(x)
0

et ainsi de suite. Certes, ce n’est pas encore un dessin, mais ¢a alde Et on doit voir si elle se raccorde.
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vrai graphe =~

[ { 1

- __1 :
[ mauvais graphe
. . . . . . /.—| . . . /_| : : . . {0

S I

2

6 g

Par relation de Chasles bien exploitée, S(7r) — S(—7) vaut 4.

<640 D’accord, la division suivant les puissances croissantes est interdite aux concours. Mais si on écrivait un script
qui prend en entrée deux polynémes Numer et Denom (sous forme de listes de coefficients, dans 1’ordre de leurs
puissances) plus un entier naturel (ordre auquel on écrit la division) et retourne le quotient.

Exemple

: | entrée

| L1 [[,101]]4]

‘| sortie

| [2/ '1/ 2/ '4/ 5] |

Et si vous étes fou, gérez des coefficients rationnels et pas flottants et 'affichage de la division.

1 +X +X3
2 X +42X% —4Xx%® 45Xx*

2 +X +X?
-2 +2x +2.X%)
X X2 22X
- ( -X  -Xx? —X4)
2.X2 2X3 x4
- (2.X2 +2.%3 +o(X4))
—4x3 X5 to(xh)
—( —4x®  —axt +o(X4))
5.X* +o(X*)
- (5.X4 +o(x4))
o(X*)

#division suivant les puissances croissantes

def Divi(Num, Den, Ordre) : #list, list, int -> list

..LenNum, LenDen = len(Num), len(Den)

..while len(Num) < Ordre+l: #on ajuste la taille du numerateur
Num.append (0)
..Quotient = [0]*(Ordre+1) #a priori rien pour 1’instant dans le quotient
..Degre = 0 #le degré va augmenter
..while Degre < Ordre+l: #tant qu’on n’a pas atteint 1’ordre

Coeff = Num[Degre]/Den[0] #calcul du coefficient dominant
for k in range(min(LenDen,Ordre-Degre+1)) : #soustraction

....Num[k+Degre] -= Coeff*Den[k]

Quotient [Degre] = Coeff

Degre += 1

..return Quotient #retour



