Exercices sur les séries

. Arctan(n . . . .
-a- Montrez que la série de terme général (7()) diverge (minoration ou équivalent).

n
Le terme général est positif, la série des sommes partielles croit.

1
Le terme général tend vers 0 (arctan est bornée, et — tend vers 0).

Arctan(n m
7() est équivalent & —. Et la série de terme

Mais il ne tend pas vers 0 assez vite. En+oo, 5
n

m
général positif o diverge (multiple de la série harmonique).
n

N A o o L. o Arctan(n)
Par théoréme sur les séries & termes positifs équivalents en +00 , la série de terme général (7)
n

diverge.

~ Arctan(n) S

. . . . . ™ .
Mais on peut le jouer plus simple, par minoration Z 1 (croissance de Arctan sur les
n n

entiers plus grands que 1).
a T N1
On somme de 1 & N : Z an = 1 Z —. Il ne reste plus qu’a repousser vers ’infini, a la vitesse d’une
n

n=1 n=1
série harmonlque.

Arctan(n)
n2

-b- Montrez que la série de terme général ( ) converge (majoration).

Cette fois, on a une série a terme général positif. Les sommes partielles vont en croissant.
Arctan(n) T

< .
n? 2.n?

La série de terme général positif 5,2 converge (Riemann). Le théoréme de majoration sur les séries a
n

Mais on majore le terme général : 0 <

terme général positif permet de conclure.

1+ cos(n)

-c- Montrez que la série de terme général ( 5 ) converge (majoration).
n

Le terme général existe et est positif. La série des sommes partielles croit.
N

2 1
On majore aussi par —- On rappelle que E —zconverge (et on se moque de savoir vers quoi).
n n
n=1

Le théoréme de majoration sur les séries a terme général positif permet de conclure.

xn
-d- Montrez que la série de terme général (—) converge pour |z| < 1 (majoration).
n

:L.TL

Le terme général est de signe quelconque. Intéressons déja & la série de terme général (—) .
n /nx1

1
On majore par une série simple et de référence. Pas (7) dont la série diverge, mais (z"),>1 dont
n

n>1

la série converge?, vers ———
1— x|

n
.Par théoréme de majoration des séries a termes positifs, la série de terme général [ ——

) converge.
n n=1
"

Par théoréme de convergence en valeur absolue, la série de terme général (—) converge. 3
n>1

1. lindication par ( . ) a Pavantage de préciser a quel terme on commence
nz

2. on ne pense pas assez souvent a la série géométrique

3. ce chapitre est l'occasion de vous entrainer a la Spé : des théorémes 4 citer proprement, & utiliser au bon moment,

a distinguer les uns des autres par un intitulé précis



N n
Variante efficace : on travaille sur les sommes partielles : Fy = = —— E —. On les dérive
n
n=1

N
Fy=z— Z "
n=1
. T , 1—aN
On reconnait une série géométrique : F, = x — T
-z
xT tN
On intégre de 0 a 1 (avec Fy(0) =0) : Fy =z — In(1 — ) f/ ﬁ.dt.
o 1—

On fait tendre N vers Uinfini, la somme de la série vaut In(1 — x).

+oo
T
Le fait d’avoir une limite fait que la série converge. E — =1In(1 —2z) pour |z| <1
n

n=1

. v e .
Il faut quand méme vraiment montrer que / ——.dt converge vers 0 quand n tend vers 'infini, et pas juste

1—1t
avec un argument du type « parce que ¢a me simplifie la vie ».
Quel argument alors ? tV tend vers 0 quand N tend vers I'infini, car ¢ est entre —1 et 1.
Mais ¢ bouge. Il faut le faire avec les moyennes du bord, mais avec rigueur. Pour faire tendre une intégrale vers
0, on la pince, on l'encadre.

x tN x tN x xn In+1
0< ‘ —.dt‘ < / —‘.dt < / dx = our x positif
= /0 1—t¢ [ S S Jiso 1— 2] 1-zP P

x tN T tN 0 |$‘n 1 ) .
0< ‘ —.dt‘ < )—‘.dt < ——.dr = |z pour z négatif
o 1—t =01 —1 t—o 1|
Le théoréme d’encadrement permet de conclure.

xn
-e- Montrez que la série de terme général (—) dit verge pour |z| > 1 (oh la grossiére).
n

Comme indiqué dans 1’énoncé, elle diverge grossiérement. Le terme général ne tend pas vers 0.
C’est certes une forme indéterminée, mais ’exponentielle qu’est ™ ’emporte sur le polyndéme du dé-
nominateur.
Le terme général tend carrément vers l'infini !
1 L
La série diverge, et le théoréme de Cesaro dit méme que N Z ;tend aussi vers l'infini.

n=0

’—f— Montrez que la série de terme général (n.z™) converge pour |z| < 1 (majoration plus astucieuse 7). ‘

Cette fois ’exponentielle de raison plus petite que 1 'emporte dans le bon sens, par croissances com-
parées.

1 n
Prenez par exemple x = 3’ évidemment que _— tend vers 0 quand n tend vers l'infini.
Le n vous ennuie ? Il ne permet pas de majorer par |x|™.

. 1+ |z
On va insérer un élément entre x et 1 : 2]

1+\x|)"

. Et on va dominer par ( >

n n
On montre alors : n.|z|” = 0((1%‘93') ) en étudiant la limite du quotient : — avec ¢ = l;llﬁ‘ > 1.
séries géométriques de raison dans | — 1, 1] la série de terme général (( 5 ) ) converge
n=0
théoréme de domination sur les séries a termes positifs la série de terme général (n.|z|"),>0 converge
théoréme de convergence en valeur absolue la série de terme général (n.z"),>o converge

On peut aussi trouver une formule explicite issue d’une dérivation

N N

1 N 1). N N+1
Zn.m":x.Zn.xn_lzm. —a;.( +1). -z
n=0 n=0 (

1—1x)2 1—z (1—2)?



1 — N+
(dérivation de x —

).

1—2x

“+oo

On fait tendre N vers l'infini, avec croissances comparées : E n.ax' = 5 pour |:L‘| <1

Xz
(1—x)
Il y a aussi des séries que ’on pourra calculer les sommes partielles, en général par télescopage, et
s’épargner 'usage de théorémes lourds.

n=0

I1+2+...+n
134+23+...+nd

w et ¢, =1In (1 — i) et aussi d, = In (1 + (71)71)

n! n? n
(n—1)!

1+ VD).1+v2).1+v3)...(1+n)

Exemple :|j’aime assez a,, =

mais aussi b,, =

et enfin e,, =

n.(n+1)
2 u’on simplifie en 2 et
-2 ay = ————
n.(n+1)\2 d P n.(n+1)

2

142+ ...4n
134234 . 43

an, est bien défini, et vaut

2
n+1"

qu’on décompose en a, = — —
n
2 2
= 2 _—
n+1 N+1

Cette quantité a une limite quand n tend vers l'infini et c’est 2.
Inutile de raconter qu’elle est croissante majorée... elle converge !

2
On peut alors sommer et télescoper : Z - —
n

4 1 3 4 1 3 3 1 3
Simplifions : b,, = % = n—' — (n Jr' ) = ( n 01 - (n Jr' ) . Il y a un décalage de 1 entre
n! n! n! n—1)! n!

numérateur et dénominateur.

On en vient & poser 8, = 3 On a alors b, = 8, — Bnt1-

(n—1)

N N
La somme se simplifie : Z b, = Z Bn — Bny1 = 51— Bn+1-
n=1

n=1
[1 vaut 1 et Sy tend vers 0.

4 LIPS
n*—n+1"3
La série de terme général ((—'+) _, converge et a pour somme [.
n: nz
. o n*—(n+1"3 - ,
La série de terme général (—') converge et a pour somme by + 31. Ce qui fait 0. C’est
n! n>0

bien triste.
Et un logiciel tel que Xcas donne la réponse tout seul.

21
cn, se calcule dés que n a dépassé 1 et vaut In (n 5 )
n
On arrange en In(n — 1) + In(n + 1) — 2.1n(n).

N N N
On somme et on sépare les sommes : Z Cp = Z(ln(n +1)—1In(n)) + Z(ln(n —1) —In(n)).
n=2 n=2 n=2

L’une télescope en In(N 4 1) — In(2) et Pautre en In(1) — In(V).



[ In(1) [ +Wl@B) [ —-2In?2) |
In(2) +1In(4) —2.1n(3)
In(3) +In(5) —2.1n(4)
N+1 In(4) +1In(6) —2.1n(5)

Il reste donc In (T) —In(2). On y parvenait aussi avec

ln(N- -3) +1n(N -1) | —2. ln(N —2)

In(N —2) +In(N) —2.In(N —1)
In(N—-1) | +In(N +1) —2.1n(N)
On peut maintenant trouver une limite : —In(2) (normal, les termes de la série sont quand méme

négatifs).

71 n
Cette fois, on somme des In (m

En lisant malproprement, on a (1nn(3) - 1n(2)) + (ln(2) - ln(3)) + (1n(5) - ln(4)) + (1n(4) - ln(5)) +

(111(7) — ln(6)) + (111(6) — ln(7)) ... et on fait attention o on s’arréte.
Les termes ne s’en vont pas si bien que ¢a, mais quand méme. Tout va dépendre du rang auquel on
s’arréte.

) (a partir de n = 2).

N

En posant Ay = Z In (Mi_m), on somme 2.N termes :
n=1
(=D A (2p)+1 @2p+1)—1
= S (T S () S (@bt

Ay n =0Sisi!

2N+1)-1 2.N
Aavir = Ao (S ) =t ()

2.N+1 2.N t1n eN+1) SN 11
La sous-suite (As n) converge évidemment vers 0, de méme que (Ag n41)-
Par recouvrement, (Ay) converge vers 0.

(n—1)!
(1+VD).(14+v2).01+v3)...(1+/n)
positif.

Essayons d’y voir comme recommandé une somme télescopique €, — €,_1-
La forme suggére une réduction au dénominateur commun, avec un dénominateur de plus en plus
grand.

en = se calcule pour tout n supérieur ou égal & 1. Et il est

1
On pose naturellement ¢,, = a Jrl\ﬁ)(l TN S TN
et donc g,,_1 = 1+ \ﬁ)(l n \/5) i+ m) On a alors
14++/n 1

En—1— Enp =
1 VD). (L4 Vi D0tV (VD). (V= D1+ Vi)
Raté. Je viens d’inventer un autre exercice.
Vn!

1+vVD.1+v2)...1+vn=1).(1+ Vn)
(n—1)!

I+vVD.14+Vv2)...(1+vn—1)

En réduisant au dénominateur commun : ,_1 — &, =

Aprés tatonnements, je propose €, =

On compare avec g, =

— /=L + vn)
1+ VI).(1+V2)...(1+Vn=1).(1+/n)




On trouve justement e,, !

N N
On peut donc sommer et télescoper : E e, = E (en—1—¢€n) = €0 —€N-
n=1 n=1

Il reste & montrer que ey converge (vers 0) quand N tend vers 'infini.
1

. o PN . . . EN . .
Si on veut utiliser le théoréme de croissance logarithmique, *L est sans effet ici.
EN

A suivre ?



