Electromagnétisme: Magnétostatique MPSI

I. Champ magnétostatique

1 Vecteur densité de courant électrique

Soit un conducteur possédant n atomes par unité de volume, chaque atome possédant une charge libre q.

Le conducteur est soumis a un champ électrique qui provoque un déplacement d’ensemble des charges libres du

-
contient d?q -,
n

—>

v dt

conducteur.

L’intensité du courant di qui traverse une section dS du conducteur est :
. —
di=nqv - -7dS = J - dS

— e
7 est le vecteur densité de courant :

=
J =nqV =pn ¥

ol pm = nq est la densité volumique de charges mobiles ayant la vitesse .

Daprt . - . A2
apres cette expression, 7 s’exprime en A.m~ “.

Le courant est donc égal au flux du vecteur densité de courant a travers la surface S :

1://57-ﬁds

2 Champ magnétique créé par un courant

2.1 Loi de Biot et Savart

Biot et Savart sont deux physiciens francais du 19°™¢ siecle.

Cette loi donne, par intégration, le champ magnétique créé en
un point M distant de r d’'un courant d’intensité I circulant

le long d’une ligne L :

ﬁ:/dﬁz &Iﬁ/\m dB

per, 4m PM?3 ® M

avec po la perméabilité magnétique du vide, constante phy-
sique.

On donne généralement la valeur de pg ainsi : pg =
dmexp —7S1. L

Cette constante est relié a ¢y et ¢ par la formule suivante :
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2.2 Cas général

La loi de Biot et Savart peut se généraliser :

- a des courants surfaciques (75), traversant la section dS d’un conducteur surfacique de surface totale

(5) :

aBn) < o T AP o son =12 [[ LAPM
4w PM3 ~dm [ Jpesy PM?P

-,

- a des courants volumiques ( 7) parcourant un conducteur volumique de volume (V') (volume élémentaire dV

E

— S

3 po JAN PM = Mo/// JNPM
dB(M) = 2 L2 2 g | By = 22 JIAPM
)= e | B = 5 [ foe, PO T

3 Lignes de champ magnétique

Comme pour le champ ﬁ si on trace des lignes orientées
suivant le champ magnétique et sur lesquelles celui-ci est

tangent, on obtient les lignes de champ magnétique. On

appelle souvent le dessin de ces lignes un spectre magné-
tique. La figure ci-contre montre le spectre magnétique

d’un aimant droit.

4 Symétries et invariances

Comme pour le champ électrostatique, des réflexions sur les symétries et les invariances permettent de

simplifier la recherche du champ magnétique créé par une distribution de courants.

4.1 Symétries et antisymétries

4.1.1 Plan de symétrie

Prenons une distribution de courant dont on peut trouver .

un plan de symétrie et calculons le champ magnétique en un %
point M de ce plan.

Si une distribution de courants admet un plan de symétrie,
alors le champ B est forcément orthogonal a ce plan.

Cela signifie que l'existence d’un seul plan de symétrie nous

permet de trouver la direction du champ magnétique.
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d ﬁ.“

On peut également montrer qu’en deux point M et M’ symé- d
triques par rapport a un plan de symétrie de la distribution,
le champ magnétique en M’ est 'opposé du symétrique du
champ § en M. ®

=4
1
0]

4.1.2 Plan d’antisymétrie

Prenons une distribution de courant dont on peut trouver un
plan d’antisymétrie et calculons le champ magnétique en un

point M de ce plan.

Si une distribution de courants admet un plan d’antisymétrie,

alors le champ ﬁ est contenu dans ce plan.

dEI dEM

No | o/

On peut également montrer qu’en deux point M et M’ symé-
triques par rapport a un plan d’antisymétrie de la distribu-
tion, le champ magnétique en M’ est le symétrique du champ
B en M. ©

=

Remarque
Contrairement au champ ﬁ qui possédait les mémes symétries que ses sources, le champ ? est antisymétrique

par rapport a un plan si ce plan est un plan de symétrie pour les courants.

4.2 Invariances

Pour considérer celles-ci, on procede de la méme maniere que pour le champ électrique, on place un point M
qui regarde la distribution, puis on le déplace par translation le long de la distribution ou par rotation autour
d’elle. Si le point M voit la méme distribution, il y a invariance et le champ magnétique au point M ne dépendra

pas de la coordonnée qui "produit” I'invariance.
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5 Calcul du champ par méthode intégrale

5.1 champ créé par une spire circulaire en un point de son axe

Soit une spire circulaire, de rayon a, de centre O, parcourue par un courant I.
Déterminons 'expression du champ magnétique en un point de son axe.
Nous adopterons les notations de la figure ci-dessous.
Pour un point situé sur I’axe de la spire (donc la position de M est caractérisée par sa seule cote, z).
Utilisons les propriétés de symétrie : tout plan comprenant ’axe de la spire est plan d’antisymétrie des

sources donc le champ magnétique est orienté suivant cet axe. Il en découle que B=B (M )zTZ>

(3]

\ uy B
|~ »
. _‘7\ X
s el \‘ ™~ “_"/7 \
> G a
\ \ %
4[ 0] \\ >y %
P o \
Pdl I
J—
. 0 T Ta T :

Pour calculer ce champ, appliquons la loi de Biot et Savart en nous intéressant au champ créé par un élément

de conducteur de longueur di (le vecteur Ef est toujours orienté par le sens du courant) :

— Mo] EZ VAN 13?\7
dB(M) = = == pip

11 suffit de s’intéresser a la composante de cette expression suivant @(z) : dB, = dBsina.
3 et PN ¢ 7 n Pl
De plus, dl et PM étant orthogonaux, dl A PM a pour norme PM. dl.

B(2) = B.(2) = pol Sin(a)dl ol sin(«) %dl _ &Isin(a)z L fiol sin®(a) a

dr | PM2 " 4m PM? 1 PR ATe= o car sin(a) = 5o

Finalement :

5.2 champ créé par un fil infini

On considere un fil infiniment long parcouru par un courant -

d’intensité I. On cherche le champ magnétique créé en un ) § R

point M distant de r du fil. C? G S M
Ci-contre, voici le schéma de la situation. ofe 3N 2_01_ o
On utilisera les coordonnées cylindriques dans ce probleme. 1 B )
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1. Symétries et invariances : Le plan perpendiculaire au fil passant par M est un plan d’antisymétrie de la
distribution, le champ magnétique doit étre contenu dans ce plan.
De plus, la regle du tire bouchon indique que le sens du champ magnétique est le méme que celui du

vecteur & (la base e, ch, el est directe).

Il y a invariance par rotation autour du fil et par translation suivant axe Oz (fil infini), le champ

magnétique ne dépend que de r.

Finalement :
B(M) = By(r) &

2. Champ magnétique élémentaire : Comme nous 'avons fait pour le champ électrostatique, nous allons
calculer le champ magnétique créé par un élément infinitésimal de fil, puis nous sommerons sur I’ensemble
du fil infini.

D’apres la loi de Biot et Savart, on a :

—
T oI di A\PM _ joldze nPM
A4r  PM3 A7 PM3

Exprimons le produit vectoriel de cette expression :

On a:
—_— —
PM:F%JrOM:f,ze_;que_,ﬂ>
Donc :
0 T
—
e ANPM=|0A|0 =r¢
1 —z
On a aussi : r 74<:>R r
CoOSy = —— = — =
P R Ccos &
Et :

z=r Xtano
dz =r x d(tan @)
dz =r x (1 + tan a)da

dz = " do

cos? o

Utilisons (2) et (??7) dans (2), Pexpression de la loi de Biot et Savart :

polr
d§ yr——— T3 ——daeg ed
cos3
I
e B = Potcosa e
wr

3. Intégration : Il suffit & présent de sommer de fagcon continue tous les champs élémentaires créés par les
éléments infinitésimaux dl du fil infini. Les bornes d’intégration concerneront « puisque c’est le parametre

que nous avons choisi de garder.

Afin de considérer un fil infini, nous devons intégrer o de —7/2 & 7/2. Mais comme la situation est

symétrique de part et d’autre du point O, nous pouvons intégrer entre 0 et 7/2 et multiplier le champ
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MPSI

obtenu par 2.

Ce qui donne :

Bo(r) :/ po I COsozalO[:/ﬁ/2 o I Cosadaz2/ﬂ/2 po I cosa
fil 0

4dmr —xj2 Amr

I
_ Q'ML [
r
_ ol
2rr

sin a]g/2

Le champ magnétique créé par un fil infini s’écrit :

ILLOI_)
§ M) =
( ) 2T ree

6 Théoreme d’Ampere

6.1 Enoncé

La circulation du champ magnétostatique le long d’une courbe orientée fermée

C est égal a la somme algébrique des courants enlacés par ce contour

% ﬁﬁ = :U’()Ienlace
C

Ienlac = _Il + IZ + I3
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6.2 Exemples

6.2.1 Le fil infini

Le systeme est invariant par translation suivant Oz donc B
ne dépend pas de z : B(M) = B(r)uj "
On applique donc le théoreme d’Ampere en choisissant comme
contour fermé un cercle de centre le projeté de M sur Oz et

de rayon r. Sur ce contour, B = || B|| est uniforme. E

3.dl = rYug-dlug = r)dl = B(r = 2mrB(r
%C)Bcﬁ éC)B()gdzg B(r)dl B()% dl = 27rB(r)

@) (©)

Le théoréme d’Ampere f(c)é . ﬁ = polint s’écrit alors

2nrB(r) = uol,
le courant I étant orienté dans le sens positif choisi.

Donc

6.2.2 Champ créé par un fil cylindrique infini

a. Courant volumique

Le conducteur est a présent décrit sans négliger le diametre - |
du fil conducteur, de rayon a. m
On suppose alors que le courant I se répartit de fagon uni- -
forme dans la section du conducteur. On peut alors écrire \_l_/
[=[[7ds= [[4.dS =] [[dS = jma?. ,

La répartition de courant peut alors s’écrire : T  dll

S
—Pourrga,j:]uzzﬁuz fo Bos wg

—Pourr>a,j':6>. , | i
Les notations et les propriétés de symétrie et d’invariances du T+

probleme sont les mémes que pour un fil infini donc B(M) = o
B(r)u.

Le théoreme d’Ampere est encore appliqué a un contour cir- L | 4+ M dl
culaire de rayon r mais deux possibilités sont a envisager : |

r<aetr>a. |

Le calcul de f(c) B ﬁ est le méme dans les deux cas, seul le __l

calcul du courant traversant le contour change.

W

/
R y
De la méme maniere que précédemment, f(C)B . ﬁ = \
2rB(r).

Courant enlacé :

. _ . _ 2 .
— Sir < a, Iint - ffdisque de rayon r]'ds =TTy
2
Donc liny =175
— Sir>a, i =ma%j =1 car le rayon du contour d’Ampere est supérieur a celui du conducteur.
Champ magnétique

. _ pojgr __ polr
— Sir<a, B(r) = 8 = 50
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— Sir>a,B(r):%

b. Courant surfacique

On suppose que le cylindre est creux de telle sorte que le courant soit superficiel, on obtient :
— Sir <a,lin =0donc B(r)=0.

— Sir>a, iy =1 donc B(r) = ol

- 2mr

6.2.3 Champ créé par une nappe de courant plane

_>
On considére une distribution (D) de courants surfaciques de densité de courant uniforme J; = ijLTx) circulant
a U'intérieur d’une nappe d’épaisseur e tres faible (négligeable) et que nous assimilerons au plan z = 0, supposé

illimité (voir figure).

Yy ':l
~ |
>
o
~
y
Vﬂ

LY

"— —_ —_ — —_— — — — — — — —
Y

=
~

Déterminons le champ en M, point quelconque de I'espace.

a) Symétries et invariances :
Le systeme est invariant par translation de y suivant 17y et de z suivant 1TZ> : B ne dépend que de z.
Le plan P (M, u, 17;) est plan de symétrie des courants : B = B (2)175
Par ailleurs, le plan R (plan parcouru par les courants) est plan de symétrie des courants
donc B(—z) = —B(z).

b) Théoréme d’Ampére
Appliquons le théoreme d’Ampeére au contour fermé STUV décrit sur la figure ci-dessous.
Calculons ¢, B-dl En notant h = ST. -

f;g'ﬁ:/STE'ﬁ+/U§-ﬁ+/V§-ﬁ+/S§-ﬁ

T U \%4

Tﬂ Uﬂ Vﬂ SH
:/ B.@dH/ B-(—@)ler/ B-(—@)dH/ B -uldl
S T U \4

_ /ST B(2)dl — /UVB(—z)dl

fcé-ﬁ—/STB(z)ler/UVB(z)dl—B(z)/le+B(z)/le—2hB(z)

S U
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Courant enlacé par le contour d’Ampere :

fw = [ Ted8== [ Goan=—i [ an=—ih
KL KL KL

( Nous pouvons vérifier le signe de ce courant au moyen de la regle de la main droite : I, < 0)

Appliquons le théoreme d’Ampere : 2hB(z) = —j.h donc :

E:—%@si z>0, et B':%Uy) st 2 <0,

6.2.4 Champ créé sur son axe par un solénoide circulaire
On appelle solénoide un enroulement régulier de fil conducteur
sur un cylindre.

L’objectif d’un tel systeme est de créer un champ magnétique

intense en cumulant les contributions de nombreuses spires.
Le solénoide, de rayon a et de longueur L, est composé de N L | ; \ \{‘ ] "\
spires ( N > 1) de rayon a, parcourues par un courant I. R TR AR SR N S |
Soit n = % la nombre de spires par unité de longueur. g k% |

Déterminons le champ magnétique en un point M de 'axe

du solénoide.

a) Symetries et invariances :
Tout plan passant par ’axe du solénoide (auquel M appartient) est plan d’antisymétrie des sources : B = Bu.
en adoptant les notations de la figure.

De plus, dans la mesure ou on recherche le champ sur ’axe, B ne dépend ni de r, ni de 6.

L’étude des symétries donne done B = B(z)us.

h
—
\\\A ]/' T
2 T 1 g
VY e e
f M o

&

Puisque nous recherchons le champ magnétique créé seulement aux points M situés sur 'axe Oz, on ne peut
pas trouver de courbe fermée qui ne passe que par ces points M. Il est par conséquent impossible d’utiliser le

théoreme d’Ampére ici.

b) Calcul du champ :
Définissons une "tranche élémentaire” du solénoide par ’ensemble des spires vues de M entre les angles « et
a + da. L'épaisseur de cette tranche est :
dh = — ( 2 ) do = —4—da. En effet, tan (o — Z) = 2. Donc h = —acotan(a).

" sin2(a) sin?(a) 2
Cet élément dh contient ndh spires réelles du solénoide.

D’apres expression du champ créé sur ’axe d’une spire (B (M) = “2%11 sing(oa)) et par application du théoréme

de superposition le champ en M est donc :
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I I I
dB = ndh% sin®(a) = n/;ao sin®(a) sing(a) do = NO; sin(a)da

En intégrant entre o et g, on obtient :

3 _ pond

B(M) = == (cos (1) — cos (a2)) u

c¢) Champ créé par un solénoide infini :
Si le solénoide est infiniment long, a tend vers 0 et o vers m donc B (M) = ponl .
Déterminons, en appliquant le théoreme d’Ampere, le champ créé en tout point de I’espace On peut rapide-

ment (et de maniére moins calculatoire) retrouver ce résultat en tout point situé a l'intérieur du solénoide par

application du théoréme d’Ampere.
Comme précédemment, les symétries donnent B=B (r,0, z)@) .

Il y a invariance par translation suivant ul et par rotation autour de I'axe du solénoide donc B=B (7“)17; .
Nous allons appliquer successivement le théoréeme d’Ampeére aux trois contours rectangulaires ( C,, Cy, et C,

) représentés sur le schéma suivant :

h
s
b -
|
% & 1 Ub
Ca b
Se 8 | |
X I
A ANNANANAANANNAANANANANANNANANANANANANANANAANANANS
, | o
| .y S UC Ca Fys
| | a X r ||
a
SR Ir o
| | v, L | v, |
o s o Lo osin o da com 2.0 com com e LB, o B oo o o o o ot oo Lo ey com e dln son e

Pour cela, intéressons nous d’abord a fC B. ﬁ (qui est le méme dans les trois cas) :
T U % S T \%4
%B.cﬁ:/ B-d7+/ Bﬁ+/ B-d7+/ B-d7:/ B(rg)dl—/ B(r)dl
C S T U \%4 S U

Car sur le coté ST, B et EZ sont colinéaires et dans le méme sens, de sens opposé sur UV et orthogonaux
sur TU et VS.
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Donc §, B+ dl = h (B (ry) — B (1))
Déterminons a présent I,y pour les différents contours.

— Pour le contour Ca, Iy = 0 donc B (r42) = B (rq1) = ponl : le champ est homogene a l'intérieur du
solénoide.

— Pour le contour Cg, Iy = 0 donc B (rp2) = B (rp1) : le champ est homogene a l'extérieur du solénoide.

— Pour le contour Ca, I;,y = —nhl le nombre de spires sur la longueur h étant nh et I'orientation de la
surface étant opposée a celle du courant Donc (B (rec2) — B (r¢1)) h = —nhl. Or B (r.1) = ponl Donc
B (re2) = 0.

Donc, en résumé, Beyr = 0 et Bjpe = ponl.

— = =
B = ,U/OnI u—; et Beyt = 0

I1. Dipole magnétique

1 Moment magnétique et dipole magnétique

1.1 Surface orientée

Soit une spire (boucle de courant filiforme) parcourue par un courant d’intensité I, on définit une surface

orientée par 'intermédiaire d’un vecteur surface :

?://ﬁ://dsﬁ

1.2 Moment magnétique

=i

Le moment magnétique d’une boucle de courant est donné

par :

M=IS =157

Ce moment s’exprime donc en A x m?2.

1.3 Notion de dipodle et approximation dipolaire

On parle de dipole magnétique lorsque la spire de courant satisfait aux conditions de I'approximation dipo-
laire : la dimension de la spire soit petite devant la distance & laquelle on calcule le champ créé (r > R si R est

le rayon de la spire).

2 Champ magnétique créé par un dipole magnétique
2.1 Expression du champ

Par analogie avec le dipole electrique, en remplacant p par M, ey par pg. On trouve alors, en coordonnées

sphériques, le champ suivant :

oM cos 6
B, = ———
" 23
oM sin 0
B il
b 47 13
By = 0
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Ainsi, si les champs E et ? créés par les dipoles électriques et magnétiques sont similaires, ’allure des lignes

de champ doit également correspondre.

B

3 Action d’un champ magnétique sur un dipole magnétique passif

3.1 Force de Laplace

(Deuxieéme année)

%
?:/ﬁ?:/ﬁ&Aﬁ
Tout circuit parcouru par un courant et plongé dans un champ magnétique subi cette force

Cas du dipole magnétique

Le dipole subit donc la force décrite précédemment. Mais celui-ci est modélisé par une spire parcourue par

un courant I constant et elle est plongée dans un champ uniforme, on peut donc écrire :
—
F=1[dlnE

) , - —
Pour une spire (boucle fermée), on a 7{ d¢ = 0.0n montre :

F=1

On peut également montrer que les forces élémentaires qui s’exercent sur deux éléments infinitésimaux de

spires symétriques par rapport a son centre sont égales en norme mais opposées, leur résultante est nulle :
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d?

d?

Remarque
_>
L’intégrale sur une spire fermée de 1’élément infinitésimal de longueur, ?{ d?, est nulle car ’élément est vectoriel. L’intégrale -7{ ds

n’est pas nulle est vaut 27 R si R est le rayon de la spire.

A retenir
Un dipole magnétique plongé dans un champ magnétique uniforme ne se déplace pas.

3.2 Moment subi par un dipéle plongé dans un champ

Comme pour le dipole électrique, le dipole magnétique ne subit le moment non nul :

P
A retenir

Mo(F)y=MAB

%
ou M est le moment magnétique de la spire.

. Sous l'effet d’'un champ magnétique extérieur, un dipole a tendance a s’orienter dans le sens du champ. )

3.3 Energie potentielle

A retenir
Par analogie avec le dipodle électrique, on peut écrire :

Ep=-M-B

3.4 Force subie par le dipole dans un champ non uniforme

A Tl’aide de la méme analogie, on peut exprimer la force que subit un dipole magnétique dans un champ

magnétique extérieur non uniforme :

F= —grad Ep = grad (]\—4> . ?)
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