Fiche de révision du cours de MPSI/MP21

Ce document est un support de révision du cours de MPSI/MP2I : il n'est pas destiné a étre rendu.

Instructions pour chaque type de question.

C: compléter.

F: corriger I'affirmation fausse énoncée (une ou plusieurs corrections peuvent étre nécessaires). Parfois, ce ne sera pas si faux
que ca...

Q:indiquer lequelles de ces affirmations sont vraies, corriger les fausses.

K désigne le corps R ou le corps C.

K est un sous-corps quelconque de C.

I est un intervalle de R.

E est un K-espace vectoriel. Le cas échéant, E désignera dans certaines questions un espace préhilbertien réel, dont le produit
scalaire sera noté (.|.), et la norme associée |.||.

1. Q. Soit (z,z") € C2.
(i) Re(z + z') =Re(z) +Re(Z)).
(ii) Re(zz') = Re(z) Re(Z').
(iii) z+ 2 =z + 2.
(iv) 22 =Z7'.
W) Im(z) = —Im(2).
(vi) |z| = Re(2)? + Im(2)2.

en s Im(z)
(vii) Si Re(z) #0, Arctan(
Re(z)

) est une mesure de 'argument de z.

(viii) |z]? = zZ.
(ix) 1z-Z'| = zI - 1Z'I.
x) Re(z?) est le produit scalaire des vecteurs du plan d’affixes respectives z et z’.
(xi) Irn(z?) est le déterminant des vecteurs du plan d’affixes respectives z et z'.
(xii) |e?] = eRe@),
2. Q. Soient (z, z') € C? tous deux non nuls, r = |z|, 1’ = |Z'|, 6 et 0’ des mesures respectives des arguments de z et z’.
(i) z=re, ,

(ii) @ — 0’ est une mesure de I'argument de Z;
(iii) Re(z) = r cos@.

(iv) Im(z) = irsin0.

(v) Pour n € I\I,_z” = r"(cos(nB) + i sin(n0)).

z2—z
(vi) sinf = —
2ir

3. C. Une formule d’angle moitié. Soit 0 € R, 1 + e¥ =

4. C. Soit z € C, de parties réelle et imaginaire a et b respectivement. Alors la décomposition de e selon ses parties réelle et imagi-
naire est e* =

5. C. Soit n € N*, les racines n-ieémes de I'unité sont
Pour a € C*, les racines n-ieémes de a sont
On a alors la factorisation X" — a =

6. Q. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
(i) Si w est une racine n-ieéme de I'unité, alors w aussi.
(i) Si w est une racine n-ieme de 'unité, alors w = w 1.
(iii) Si w et w’ sont des racines n-iémes de I'unité, alors w + w’ aussi.
(iv) Si w est une racine n-ieme de I'unité, alors w* aussi pour tout k € N.
(v) —1 est une racine n-ieme de l'unité.
(vi) La somme de toutes les racines n-iémes de I'unité est nulle.
(vii) Le produit de toutes les racines n-iémes de 'unité vaut 1.
(viii) Lensemble U,, des racines n-ieémes de I'unité forme un groupe pour la multiplication.

7.Q.Soit j=¢i3 .
@D1+j+j%=0.
(ii) —j est une racine cubique de I'unité.
(iii) 7 = j2.
8. C. Définition «avec des € ». Soit u € KN. u converge vers a € K si et seulement si

9. C. Soit u € KN. v est une suite extraite (ou sous-suite) de u si et seulement si



10. Q. Soit u € RN,
(i) Si u converge vers ¢, toute suite extraite de u converge vers £.
(ii) Si u converge, alors elle est minorée.
(iii) Si u diverge, alors elle n’est pas bornée.
(iv) Si u est positive et décroissante, alors elle converge vers 0.
(v) Si u est monotone et majorée, alors elle est convergente.
(vi) Si (U21) nen €t (U2n+1) nen convergent, alors u converge.
(vii) Si (|unl) nen converge, alors u converge.

11. C. Théoreme de Bolzano-Weierstrass.
12. C. Définition « avec des € ». Soit f : I — K. f est continue sur [ si et seulement si

13. F. Soit f : I — K. f n’est pas continue sur [ si et seulement s'il existe € > 0 tel que pour tout x € I et pour tout 17 > 0, il existe y € T
telque |[x—y|<net|f(x)— f(y)|>e.

14. F. Soit f: I — K. f est uniformément continue sur I si et seulement si pour tout € > 0 et pour tout (x, y) € I?, il existe n > 0 tel
quelx—-ylsn=>fx)-fylse.

15. C. Théoreme des bornes atteintes. Toute fonction

16. C. Théoréme de Heine.

17. C. Soit f: I — K. f estlipschitzienne sur I si et seulement si

18. F. Soient f: I — K et a€ I. f est continue en a si et seulement s'il existe une suite (u,) zeN € N qui converge vers a et telle que
(f (n)) nen converge vers f(a).

19. F. f: I — K est de classe C' sur I si et seulement si f est continue et dérivable sur I.

20. Q. Soient (a,b) e R?, a< b, et f : [ — R, continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, bl.

(i) I existe c €]a, b tel que W = f'(c).

(ii) Le résultat précédent s’étend aux applications f a valeurs dans C.

(iii) f est croissante sur [a, b] si et seulement si f’' =0 sur ]a, bl.

(iv) f est strictement croissante sur [a, b] si et seulement si f' > 0 sur ]a, bl.
(v) f est constante sur [a, b] si et seulement si f' =0 sur]a, bl.

21. F. Théoréme de Rolle. Soient (a, b) € R%, a < b. Soit f :la, b] — R continue et dérivable sur ]a, bl. Il existe ¢ €]a, bl tel que f'(c) = 0.

k .
22. F. Formule de Leibniz. Soient k e N et (f, g) € CF(I,R). Alors fge CK(L,R) et (fg) 0 = Y fR glk=D,
i=1
23. C. Lien entre primitivation et intégration (théoreme fondamental de I'analyse). Soient I un intervalle de R et f : I — K une
application .Alors pour toutace I

gix—
est 'unique de f
v(x)
24. F. Soient I et J deux intervalles de R, (u, v) € C1(J,I) et feCU,K). Alors g: x — f(©)dt est de classe Clsur I et pour tout
u(x)
xel, g'(x) = gw(x) - gu(x)).
B »(p)
25. F. Soient f € C(I,K) et ¢ € C([a, B],R) a valeurs dans I. Alorsf fde= flpw)du.
a p(a)
26. C. Sommes de Riemann. Soit f € C([a, b],KK). Alors
27. F. Formule de Taylor a reste intégral.
n f”‘)(a) B b 1 (t— a)n+1
Soient n € N, (a, b) € R? vérifiant a < b, et f € C"*!([a, b],K). Alors f(b) = (- +f flnt )(t)mdt.
k=1 . a n .

28. C. Inégalité de Cauchy-Schwarz. Soient f et g deux applications continues sur le segment [a, b] < R et a valeurs dans R, alors

b
f fgndr <
a



29. Q. On a les développements limités suivants au voisinage de 0.
n k

1 @a2X 2x n
(e =27+0(x ) pour tout € N.
k=0 *

2 3

. x 5

(11)1n(1+x)=1+x—?+?+0(x ).
2 3

(if) ~In(l—x) = x+ =+ % +o(:3).
n xk
(iv) shx = gom +0(x") pour tout n € N.

3
. X 4
W) s1nx:x——6 + o(x%).
3
. 4
(vi) Arctanxzx—?+o(x ).

(_1)2k+1x2k+1

n
(vii) Arctan x = Z + 0(x2”+1) pour tout n € N.

=0 2k+1
wiil) VTFx=1+2 x2+5x3+ ()
V111 X = ——— +—— +t0X").
3 29 81
X X
(ix)\/l+x=1+5—?.

30. F. Soit (a, b) € C(I,KK)?. Pour ty € I, 'ensemble des solutions sur I de (E) : x' + a(#)x = b(t) est

t u t
{b—» (/1+ b(u) exp (f a(v)dv)du) exp (f a(u)du),/le [K.}.
In to to

31. Q. Soit G un groupe, noté multiplicativement, et dont I'élément neutre est noté 1. Alors
(i) Si G n’est pas commutatif, alors pour tout (x, y) € G, xy # yx.
(i) Pour tout (x,y,2) € G3, xyz=xz=y = lg.
(iii) Pour tout (x,y) € G?, (xy)2 = xzyz.
(iv) 1 est'unique élément neutre de G.
(v) Pour tout (x, y) € G2, si xy=1g, alors x = y‘l.
(vi) Pour tout (x, y) € G2, si xy = yx, alors x‘ly‘1 = y‘lx_l.

32. F. Soient G un groupe et H c G. Alors H est un sous-groupe de G si et seulement si pour tout (x, y) € H?, xy~! € H.
33. C. Soient (G, %) et (H, ») deux groupes. f : G — H est un morphisme de groupes si et seulement si
34. C. Soient (G, %) et (H, ») deux groupes, f : G — H un morphisme de groupes. Alors le noyau de f est

35. Q. Soient G et G’ deux groupes notés multiplicativement, de neutres respectifs 1 et 1, et f un morphisme de G dans G'.
@ f10e) = 1c.
(ii) Limage par f d'un sous-groupe de G est un sous-groupe de G'.
(iii) Limage par f~! d’un sous-groupe de G’ est un sous-groupe de G.
(iv) Si f est bijectif, f~! est un isomorphisme de G’ sur G.
(v) fo fof estun morphisme de G dans G'.
(vi) Ker f ={x€ G, f(x) =0}.
(vii) f est injectif si et seulement si Ker f est un singleton.

36. Q. Soit n = 2.

(i) ) est un groupe fini de cardinal 7.

(ii) ., est un groupe commutatif.

(iii) Tout o € .}, se décompose comme un unique produit de cycles.

(iv) Tout o € ., se décompose comme un unique produit de transpositions.

(v) Pour tout 0 € .%;, €(0) est égal a (—1)”, ol p est le nombre de transpositions apparaissant dans une décomposition de o
en produit de transpositions.

(vi) € est une application linéaire de .}, dans R*.

n
37. F. Soient A un anneau et (x, y) € A%. Pour tout € N*, ona (x+y)" = Z xky”.
k=1

38. C. Identité x™ — y™. Soient A un anneau et (x, y) € A%, Pour tout n € N*, on a

39. Q. Soit A un anneau commutatif.
(i) A est integre si et seulement si pour tout (a, b) € A2, (a,b) # (0,0) = ab # 0.
(ii) A est integre si et seulement si pour tout (a, b, c) € A% avec a#0, ab=ac=b=c.
(iii) A est un corps si et seulement si tout élément de A est inversible.



40. C. Division euclidienne dans Z. Soit (n, p) € . Alors il existe tel que

{

41. Q. Soit (a, b) € 7.
(i) a A b est le plus petit diviseur commun de a et b positif.
(i) a v b est le plus petit multiple commun de a et b positif ou nul.
(iii) da A db = d(a A b) si (d, a, b) € Z3 sont tous non nuls.
@iv) (av b)(a A b) = ab.

42. C. Théoreme de Bézout. Soit (a, b) € Z?, alors
43. C. Lemmes de Gauss. Soit (a, b, ¢) € Z3 tel que
44. C. Soit n € N tel que n = 2 et soit p un entier naturel premier, alors la valuation p-adique de n est v, (n) =.

45. Q. On note 2 'ensemble des entiers naturels premiers.
(i) Pour tout neNtel que n>2, n= [] p"»™.
peP
(ii) Pour tout (a,b) € (Z\{~1,0,1})?, anb= [] pm&@r@vp®),
peP
(iii) Pour tout (a, b) € (Z\ {~1,0,1)%, anb= ] pminp(@.vp®),
peP
xX=a[m]

46. F. Soit (m, n) € N? supérieurs ou égaux a 2. Le systéme de congruences { x=bnl posseéde au moins une solution dans Z pour

tout (a,b) € [0,m—1] x [0,n—1].
47. C. Petit théoreme de Fermat. Pour tout (a, p) € Z x N*¥,

48. C. Soient E un K-espace vectoriel, A une partie non vide de E. Alors Vect(A) est le plus De plus

Vect(A) = { }

49. Q. Soient E un K-espace vectoriel, F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
(i) Fn G est un sous-espace vectoriel de E.
(ii) F U G est un sous-espace vectoriel de E.
(iii) F+ G={x+y,(x,y) € F xG}.
(iv) F et G sont en somme directe si et seulement si FN G = @.
(v) F et G sont supplémentaires si et seulement si pour tout x € E, il existe un unique (y,z) € F x Gtel que x = y + z.

50. C. Soient E un [K-espace vectoriel, I un ensemble non vide et & = (x;);e; € E I La famille & est libre si et seulement si

51. C. Soient E un K-espace vectoriel, n € N* et (x,...,Xx,) € E". La famille (x),..., x;) est liée si et seulement si (on ne se contentera
évidemment pas de «elle n’est pas libre » : on traduira proprement ce que c¢a signifie).

52. F. Soient E un K-espace vectoriel, n = 2 et (x1,..., x;) € E". Lafamille (x1,..., x,) estliée si et seulement si x;, est une combinaison
linéaire de (x1,...,X,-1).

53. Q. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
(i) F = E si et seulement si dim F = dim E.
(ii) F = G siet seulement si dim F = dim G.
(iii) F et G sont en somme directe si et seulement si dim F + dim G = dim(F + G).
(iv) F et G sont supplémentaires dans E si et seulement si dim F + dim G = dim(F + G) =dim E.
(v) dim(FN G) =dim F + dim G — dim(F + G).

54. F. Soient (n,d) € (N*)2, E un K-espace vectoriel de dimension d et & = (x),...,x,) € E". & est génératrice de E si et seulement
sid<n.

55. C. Forme géométrique du théoréme du rang. Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f € Z(E, F). Alors f réalise un
56. F. Théoréme du rang. Soient E et F deux [K-espaces vectoriels de dimension finie, et u € £ (E, F). Alors rg(u) + Ker(u) =dim F.

57. C. Définition d’'une application linéaire a partir d'une base. Soient E et F deux [K-espaces vectoriels, E étant de dimension finie
neN* et (e,...,e,) une base de E.

58. Q. Soient E un K-espace vectoriel et u € Z(E).

(i) u est un projecteur si et seulement si u? = u.

(i) u est une symétrie si et seulement si u? = 0.



(iii) u est un projecteur si et seulement si Keru® Imu = E.

(iv) u est un projecteur si et seulement si Ker u @ Ker(z —idg) = E.
(v) u est un projecteur si et seulement si Im u = Ker(u —idg).

(vi) u est un projecteur si et seulement si 2u —idg est une symétrie.

. i . u+idg .
(vii) u est une symétrie si et seulement si est un projecteur.

59. F. Soient E un K-espace vectoriel, F un sous-espace de E et u € Z(E). F est stable par u si et seulement si Vx € E, u(x) € F.
60. C. Définition du produit matriciel de deux matrices rectangulaires A et B (cas général).

61. C. Soient n € N* et (Ei,j) la base canonique de .4, (K). Alors pour tout (i, j, k, ¢) € [1, np4

1<isn
1<j<n

E; jEfe=

62. F. Soit A€ #,(K). A est inversible si et seulement s'il existe B € .4, (K) telle que AB = I,.
63. F. Soient ne N* et (A,B) € ./%n([K)Z. Alors Tr(AB) = Tr(A) Tr(B).
64. C. Définition de la similitude de matrices.

65. Q. Soit (A, B) € 4, (K)%.
(i) A et B sont semblables si et seulement si elles ont le méme rang.
(ii) A et B sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme rang.
(iii) rg(AB) < rg(B).
(iv) rg(AB) = rg(A).
W) rg(AT) =rg(A).
(vi) A estinversible si et seulement sirg(AB) =rg(B).
(vii) A est inversible si et seulement si rg(A) = n.
(viii) rg A+ dimKer A = n?.

66. C. Définition et caractérisation de I'équivalence matricielle. Soit (A, B) € ./%nyp(K)Z. A et B sont équivalentes si et seulement s’il
existe ou encore si et seulement si A et B

67. F.Soit A€ My, (K). Aestderang r € [0, min(n, p)] si et seulement si on peut extraire de A une matrice carrée inversible de taille
r.

68. F. Soit E un K-espace vectoriel de dimension non nulle quelconque. Un sous-espace H c E est un hyperplan de E si et seulement
si H est le noyau d'une forme linéaire.

69. F. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N*. Un sous-espace F c E est de dimension p € [0, n] si et seulement s'il existe
p formes linéaires (¢1,...,¢p) sur E telles que F = (| Kergy.
1<ksp
70. C. Soient E et F deux K-espaces vectoriels, u € £ (E,F), b€ F, et & I'ensemble des solutions de I’équation u(x) = b d'inconnue
X.
eSib¢gImu, alors & =
« Sinon, & est un dirigé par

71. Q. Soient neN, n>2, et A= (a; ;) € M, (K). Alors

1<i<n
1<sjsn

n

@ det(A) = Y []akow-

oeSp k=1
(ii) det(4) =0 — A ¢ GL,(K).
(iii) pour tout A € K, det(1A) = Adet(A).
(iv) det(AT) = (=1)"det(A).
(v) Pour tout B € .4, (K), det(A+ B) = det(A) + det(B).
(vi) Pour tout B € 4, (K), det(AB) = det(A) det(B).

72.F. Soient ne N* et A = (a,;j) € M (K). Pour tout (i, j) € [1, n]%, on note A; j le déterminant de la matrice obtenue a partir

1<i<n
1<

js

n
de A en enlevant la i-éme ligne etla j-éme colonne. Alors pour tout j € [1,7], ona det(A) = ) ai il ;.
i=1

73. C. Formule des cofacteurs. On al'expression explicite de A™! pour A € GL, () a I'aide de la comatrice Com A de A
Al=

On a en toute généralité pour A non nécessairement inversible :



74. F. Soit (ay, ..., an) € K™ deux 4 deux distincts. Le déterminant de Vandermonde det ((a{ ) o
<IS<

0<j<n

n) est égala N H 2(aj —a;).
(#,/)el0,n]
75. Q. Soit (B Q) € K[X]?.
(i) deg(P + Q) < max(deg P, deg Q) avec égalité si et seulement si P et Q sont de degrés différents.
(ii) deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).
(iii) deg(P o Q) = deg(P)deg(Q).
(iv) deg(P") = deg(P) — 1.
76. C. Une famille d’éléments non nuls de K[X] de degrés deux a deux distincts est
77. C. Une famille (Py,) ,en de K[ X] est échelonnée en degrés si et seulement si . Dans ce cas
78. C. Division euclidienne dans K[X]. Soit (P, Q) € . Alors il existe

79. Q. Soit (BQ) e K[X]?.
(i) P A Q estle diviseur commun unitaire de plus grand degré de P et Q.
(i) P v Q est le multiple commun de plus petit degré de P et Q.
(iii) P A Q = 1 si et seulement s'il existe (U, V) € K[X]? tel que deg(UP + V Q) = 0.

80. F. Soit (P Q, R) € K[X13 tels que P A Q = 1. Si P|R et Q|R, alors PQ|R.

81. C. Les polyndmes irréductibles de C[X] sont Les polynomes irréductibles de R[X] sont
82. C. Soit (ay, ..., an) € K™+ ,la famille (Lg)o<x<n des polyndmes interpolateurs de Lagrange associés est définie pour
k € [0, n] par Cette famille forme de plus une et pour tout P € ,onaP=

83. Q. Soient n € N*, (x,..., X,) € K"*! deux a deux distincts, (Li)o<k<n la famille des polynomes de Lagrange associée.
(i) Pour tout (i, j) € [0, n]?, L; (xj) = §; .
(i) (Lx)o<k<n @ pour image la base canonique de g+l par la fonction d’interpolation 0 : P — (P(xgp),..., P(xy)).
n
(i) ) xeLk=X.
k=0
84. Q. Soient Pe K[X] et a e K.
(i) a est racine double de P si et seulement si (X — a)?|P.
(ii) @ est racine de P de multiplicité m € N* si et seulement si P(a) = ... = P D(a) = 0.

85. C.Soit P= aX*+bX3 +cX%2+dX +e, avec (a,b, ¢,d, e) € C° et a # 0. On note ses racines (aj)1<i<a € C*. Alors
a1a2a3+a10204 + X1 A304 + X2A3Q4 =.

86. Q. Les fractions rationnelles suivantes ont des décompositions en éléments simples de la forme donnée.

o Xt+Xx3-1 a b c

(D =—+ + .
XX+1D)(X+2) X X+1 X+2

. X?2-1 a b ¢

(i) ==+ —— + ——.
XX+2)(X%2+1) X X+2 X?+1

L X2-1 a b ¢ d

(iii) =—+ + + .
X(X+2)3 X X+2 X+2 X+2

X a bX +c dX+e

(iv) (X-1)(X2+1)2 :X—1+X2+l +(X2+1)2'

1
87. C. Soient (P.Q) € K[X]%, Q #0, P A Q = 1, et a une racine simple de Q. Alors le coefficient de X dans la décomposition en

p
éléments simples de 6 est

88. F. Soient P € K[X] non nul et scindé. On note (ry,...,74) les d € N* racines distinctes de P. Alors la décomposition en éléments
/ P/ d 1

p
simples de 7 est 7= Z X .
k=14 Tk

89. Q. Soit E un espace préhilbertien réel.
(i) Pour tout (1, p) € (N*)?, tout (X150 s X, Y15--, Yp) € E™FP et tout (Ay,..., Ay, p1,..., 4p) ER™P, 0na

n
(Z Ak Xk
k=1

p n p
> ﬂkJ/k) =30 Mt (xiel yio)-
k=1 k=1k=1

(i) Pour tout (x, y) € E2, (x|y) = 0.
(iii) Pour tout x € E, (x|x) > 0.
(iv) Pour tout (x,y) € E2, (x|y) < llx[l 1yl

90. C. Soit E un espace préhilbertien réel. Pour tout (x, y) € E% onal|x+ y||2 =



n
> Xk

k=1

2
n
91. F. Théoréme de Pythagore: soient n € N* et (x1,...,x,) € E". Alors = Z | xx 2.
k=1

92. F. Soit E un espace préhilbertien réel. Soient n € N* et (x1,...,x,) € E" deux a deux orthogonaux. Alors (x1,...,x,) est libre.

93. Q. Soient E un espace préhilbertien réel, F un sous-espace vectoriel de E.
(i) F= (FH*.
(i) F+ N F = {0}.
(iii) F* et F sont supplémentaires dans E.
(iv) Si F* et F sont supplémentaires dans E, alors pour tout x € E, d(x, F) = || p(x)|| avec p le projecteur orthogonal sur F L

94. C. Formule de projection : soit E un espace euclidien non nul. Alors

L
95. F. Soit E un espace préhilbertien réel. Soit p € Z(E). p est un projecteur orthogonal si et seulement si Ker p @ Ker(p —idg) = E.

96. F. Soit E un espace préhilbertien réel. Soit s € £ (E). s est une symétrie orthogonale si et seulement si s*> = idg et Ker s et Im s
sont orthogonaux.

97. C. Soient E un espace préhilbertien réel, F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, p le projecteur orthogonal sur F.
Alors pour tout x € E, on a p(x) = ol

98. F. Algorithme de Gram-Schmidt. Soient E un espace euclidien de dimension n € N*, (ay, ..., a,) une base de E. Alors la famille
(e1,...,en), définie par e; = a; et par ey = aj — kil(akle[)e[ pour tout k € [2, n], est une base orthogonale de E vérifiant de plus pour
tout k € [1, n], (axlex) =0. =

99. C. Théoréme de Gram-Schmidt. Soient E un espace euclidien de dimension n € N*, 8 = (ay, ..., a,) une base de E. Alors il existe
une unique

100. C. Soit u € KN, La série Z uy, est convergente si et seulement si
1
101. C. Z — est convergente si et seulement si
n(l

102. Q. Soit u e RV, Z u, est absolument convergente
(i) si et seulement si Z |uy| converge.

N
> un
n=0

(iii) implique qu’elle est convergente.

(ii) si et seulement si (

) est majorée.
NeN

Up+1
<1.

(iv) est une affirmation vraie lorsque u ne s’annule pas et lirP
n—+o0o Uy

. . , Un+1
(v) est une affirmation vraie lorsque u ne s’annule pas et a2y P | pour tout n € N.
Un
1
(vi) est une affirmation fausse lorsque u,, = o (—)
n—+oo n
1
(vii) est une affirmation vraie lorsque u, = O (—2)
n—-+oo n

103. F. Soit (u,v) € RM?2.Siu, ~ vy, alors ) u,et) vy, sontde méme nature.
n—+oo

104. Q. Soit u € RN,
(i) Si u décroit vers 0, alors Z(— 1)"u, est convergente.

@) Si u croit vers 0, alors Z(—l) "u, est convergente.
+00
(ii) Si u décroit vers 0, alors Z (-1D"uy,, < un+1 pour tout N e N.
n=N+1

105. Q. Soit F = (Un,p) (n, p)enz € [RE'Z. & est sommable si
(i) pour toute partie finie J N2, il existe M > 0 tel que Z ui <M.

i€]
+00
(ii) pour tout n €N, Y u, , est convergente et ) S, est convergente, ol1 S;, = Up p-
p P g g P
P p=0
() Y. upp<oo.
(n,p)eN?
k
(iv) Y| >_ ug k¢ | est convergente.
k \¢=0

. . 2
(v) il existe (Vn,p) (4, pren? € RY" sommable telle que Un,p < Un,p pOUr tout (1, p) € N2,

N . . 2
(vi) il existe une partie finie / de N? et (vy, p)n,pen? € RY" sommable telles que Un,p = Un,p pOUr tout (n, p) € N*\ J.

106. Q. Soit F = (Un,p) (5, pe(ne )2 € ¢ une famille sommable de somme S.



+00 (+00
HS=) (Z un,p).

p=1\n=1

+00
(ii)Si]k:{(n,p)€(N*)Z,n+p:k}pourtoutkeN*,alorsS:Z( > un,p).

k=1\(n,p)€Jk
+o0o
(iii) S = Z Z Unp |-
k=1{ (n,p)e(N*)?
np=k
+00
@iv) S= Z Z Unp |-
k=11 (n,p)e(N*)2
n+p?=k

+00
wS=) Yo Uy |-
k=11 (n,p)e(N*)?
n2+p?=k?

(vi) La série ) u2, &k €st convergente.
k

107. C. Q c R? est ouvert si et seulement si

108. C. Soient Q un ouvert de R? et f : Q — R. f posséde une dérivée partielle en (xo, yo) € Q selon sa premiére variable si et
seulement si

109. Q. Soient Q un ouvert de R2, (x0,y0)€Qet f:Q—R.

(i) f est continue en (xyp, yo) si et seulement si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour tout (x,y) € Q, [[(x—xo, ¥y —yo)l <=
If(x, ) = f(x0, yo)l < e.

(ii) f est continue en (xg, yo) si et seulement si x — f(x, yo) est continue en xy et y — f(xp, y) est continue en p.

(iii) Si f possede des dérivées partielles selon ses deux variables en tout point de Q, alors f est continue sur Q.

(iv) f est de classe C' sur Q si et seulement si f est continue sur Q et posséde des dérivées partielles selon ses deux variables
en tout point de Q.

110. C. Soient Q un ouvert de R? et fe CH(Q,R). Pour tout a € Q et tout h € R?\ {(0,0)}, la dérivée de f selon hen aest

Dpf(a)=
que 'on peut aussi exprimer a I'aide des dérivées partielles

Dpf(a)=
et du gradient

Dpf(a)=

111. C. Développement limité a l'ordre 1 d'une fonction de classe C! de deux variables. Soient Q un ouvert de R?, (x, Vo) € Q et
fe CH(Q,R). Alors en notant h = (x, ¥)

fo+x,v0+7Y) (avec les dérivées partielles)

= (avec une dérivée directionnelle)

= (avec le gradient).

112. C. Regle de la chaine. Soient Q un ouvert de R? et fe clQ,R).
e Poury:I— Qdeclasse Clsur I et g:t— f(y(1),onapourtout rel

gm=

« Pour un ouvert U de R?, (¢,y) € C1(U,R) tel que (¢(u, v), ¥ (u, v)) € Q pour tout (1, v) € U, et h: (u,v) — f(@(u, v),y(u,v)), on
a pour tout (u,v) e U
01h(u,v) =

Oxh(u,v) =

113. Q. Soient Q un ouvert de R? et f € C1(Q,R). a € Q est un point critique de f
(i) si et seulement si f atteint en a un extremum local.

f

o of 0
(ii) si et seulement si — (a) = — (a) = 0.
0x oy



(iii) si et seulement si % (a)= % (a).
0x oy

(iv) si et seulement si V f (a) = 0.

114. F. Une probabilité P sur un univers fini Q est une application P : Q — [0,1] telle que P(¢) = 0 et pour tout (A, B) € 2(Q)?,
P(AuB)=P(A)+ P(B).

115. C. Formule des probabilités composées. Soient (Q2, P) un espace probabilisé fini, n e N* et (Aj, ..., Ap) € 22(Q)". Alors

116. C. Soient (Q, P) un espace probabilisé fini et n € N*. (Ay, ..., A;) € 2(Q)" est un systeme complet d’événements si et seulement
si

117. F. Soient (Q, P) un espace probabilisé fini, n € N* et (Ay,..., Ay) € 2(Q)" un systeme complet d’événements. Pour tout B €
n

P(Q), P(B)= ) Pa,(B).

k=1
118. F. Soient (Q, P) un espace probabilisé fini et n € N*. (Ay, ..., A,) € 22(Q)" est une famille d’événements mutuellement indépen-
dants si et seulement si P(A; N A;) = P(A;)P(A;) pour tout (i, j) € [1,n]?, avec i # j.

119. Q. Soit (X, Y) un couple aléatoire sur un espace probabilisé fini (Q, P).

(i) La loi du couple (X, Y) est entierement déterminée par la donnée de laloide X etdelaloide Y.

(i) Pour tout £ € Y(Q) tel que P(Y = ¢) > 0, la loi conditionnelle de X sachant {Y = ¢} est entierement déterminée par la
donnée de (P{y:g} (X= k))k(—:X(Q)-

(iii) Les lois marginales du couple (X, Y) sont les lois de X et Y.

(iv) X et Y sont des variables aléatoires.

(v) Pourtout € Y(Q), P(Y =)= Y Px=y(Y =0).

keX(Q)

(vi) X et Y sont indépendantes si et seulement si pour tout (k,¢) € X(Q) x Y(Q), {X = k} et {Y = ¢} sont des événements
indépendants.

(vii) X et Y sont indépendantes si et seulement si pour tout A c X(Q) et tout Bc Y (Q), {X € A} et {Y € B} sont des événements
indépendants.

120. Q. Soient n € N* et (X3,..., X,;) des variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes.

k
(i) (Z X? cos(X[H)) est une variable aléatoire.
=1 1<ks<n-1
(i) VX2 = X1l, VIX3 = X21,...,V1X, — X,,_1]) est une variable aléatoire.
(iii) On suppose n =2p avec p € N*, alors (|X1|‘X2‘, |X3|‘X4‘,..., |X2p_1|‘X2P‘) sont mutuellement indépendantes.

(iv) (X1 X2, X2 X3,...,Xn-1Xy,) sont mutuellement indépendantes.
(v) Pour k € [1,n—1] fixé, on pose Y = max Xy et Z=min{¢ = k+ 1, X, > 0} si cet ensemble n’est pas vide, et Z = n+ 1 sinon.

1<s/l<k
Alors Y et Z sont indépendantes.
121. C. Une variable aléatoire X suit la loi binomiale de parametres n € N* et p € [0,1] si et seulement si

122. F. Soit une variable aléatoire X qui suit la loi binomiale de parametres n € N* et p € [0,1]. Alors X modélise la répétition de n
épreuves de Bernoulli mutuellement indépendantes et de méme parametre p.

123. F. Théoreme de transfert. Soient X une variable aléatoire a valeurs dans un ensemble fini E et f : E — C. Alors

Ef(X)= Y [f@PfX)=x).

x€X(Q)

124. C. Inégalité de Markov. Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé fini, alors
125. Q. Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé fini.
(i) V(X) = E(X? - E(X)?).
.. V(X)
(ii) Pour tout e >0, P(X = ¢) < .
£

(iii) V(X) > 0.
(iv) V(X) = 0 si et seulement si X = 0.

126. F. Soit X € L? une variable aléatoire réelle discrete. Alors

V(X) = E(X - E(X))(X + E(X))).

127. Q. Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires réelles définies sur un espace probabilisé fini.
1) Cov(X,Y)=E(X)E(Y) - E(XY).
(ii) Cov(X,Y) =0 < X et Y sont indépendantes.

Formules



128. Equivalent usuel faisant intervenir (1 + x)% :

129. Equivalent usuel impliquant le cosinus :

130. Equivalent usuel faisant intervenir le sinus :

131. Equivalent usuel faisant intervenir I'exponentielle :
132. Equivalent usuel faisant intervenir le logarithme :

133. Formule de Stirling :

134. Pour «a € R, développement limité en x=0al'ordre neN: (1+x)% =
135. Développement limité en x =0 al'ordre 2n+1 : Arctanx =

136. Développement limité en x =0al'ordre2n+1:sinx =

137. Développement limité en x =0al'ordre 2n: chx =

138. Développement limité en x=0al'ordre n: e* =

139. Développement limité en x=0al'ordre n: In(1 + x) =

140. Développement limité en x =0al'ordre 5: tanx =

141. Domaine de dérivabilité et dérivée de Arcsin :
142. Domaine de dérivabilité et dérivée de Arccos:
143. Domaine de dérivabilité et dérivée de th :
144. Domaine de dérivabilité et dérivée de tan :
145. Domaine de définition et dérivée de Arctan :

146. Expression simple de la dérivée n-ieme de sin :
147. Donner une inégalité de convexité faisant intervenir le logarithme.
148. Donner deux inégalités de convexité faisant intervenir le sinus.

1

1-—x?

149. Primitives de x —

150. Primitives de x — 5
xc+1
151. Primitives de x — x% selon a € R

152. Primitives de In
i
u
153. Pour u: I — R dérivable sur I'intervalle I de R et & valeurs dans R*, donner les primitives de —
u

1
154. Primitives de x — ——
sinx

155.1+cosx =

156.1—-cosx =

157.sinxcosy =

158. cosxcosy =

159.sinp —sing =

160. cosp—cosq =

161.cos(a—b) =

162.sin(a+ b) =

163.sin(2x) =

164. (Trois formes attendues) cos(2x) =

165.tan(x+y) =

X
166. cos x, sin x, tan x, en fonction de ¢ = tan >



167.
168.
169.

170.

171.

172.

173.

174.

175.

Formules d’Euler.
acosx+ bsinx = Asin(x +¢) avec A= ety
sin(Arccos(x)) =
Expression du produit matriciel AB avec A= (a;,;),_;., €t B=(b; J')lsisp'
I<j<p 1sj<q
Expression explicite du déterminant de M = (m; j),_,_,-
1<j<n

Développement selon une rangée de det(M) avec M = (m,-,]-)1<i<n.
1<j<n

Formule des cofacteurs.

Expression explicite du déterminant de Vandermonde V = det ((ai)os ksn) pour (ag,
0sl<n

Définition, espérance et variance de X ~ %(n, p), ne N* et p € [0,1].

...,ay) € KL



