LES NOMBRES

Vocabulaire des lois de composition interne

Dans cette partie E est un ensemble et (x,y,z,t) € E*.

e Une loi de composition interne x (abrégée en lci) est une applica-
tion f de F x E dans E qui est notée z xy = f(z,y).

* L’addition est une loi de composition interne sur N et Z, et la sous-
traction est une loi de composition interne sur 7Z :

+:NxN-—N 1 IXT —T I XT—T
(,y) — 2z +y (r,y) —z+y (z,y) —z—y

Au contraire la soustraction n’est pas une loi de composition interne
sur N : 2 — 3 n’est pas défini dans N.

x La loi de composition interne + sur N peut s’écrire avec le quantifi-
cateur universel V se lisant quel que soit. .. ou pour tout. . . ; la négation
montrant que la soustraction n’est pas une loi de composition interne
fait intervenir le quantificateur existentiel 3 se lisant il existe... par
exemple avec . =2 et y =3 :

VeeN VyeN z+yeN JxeN JyeN z—y¢N

e Les lois de composition interne peuvent étre caractérisées par les
propositions suivantes :

commutative V(z,y)eE? zxy=yxzx
associative V(2,y,2)€E® zx(yxz)=(zxy)*z
e€ F est un élément neutre VzeFE zxxe=exTr =2

u € FE est un élément régulier V(m,y)€E2 THxU=YxuU =T =1y
ET uxz=urxy=—zx=y
a€ F est un élément absorbant VeeE xzxa=axz=a

x L”addition + et la multiplication x de nombres sont des lois com-
mutatives et associatives ; au contraire la puissance ~ de nombres n’est
ni commutative ni associative car il existe des nombres pour lesquels
les égalités ne sont pas vérifiées :
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r+y=y+xr acxy=yxz 22=8#3*=9
z+y+z2)=(x+y) +=z2 rx(yxz)=(xxXy) Xz
20%) — 29 = 512 £ (23)> = 82 = 64

* Le nombre 0 est élément neutre pour ’addition, et le nombre 1 est
élément neutre pour pour la multiplication :
z4+0=0+z=2 Ilxr=xxl==x

x L’associativité de la loi x rend cohérente la notation sans parenthese
x*xy*zalaplace (zxy)*xz=z* (y*z).
L’associativité s’étend a un nombre quelconque de termes en les re-
groupant trois par trois :

(wry)x(zxt) =xx(yx(z2xt)) =xzx((yx2)*xt) =z x (y*2)xt

e La loi x est dite réguliere lorsque tout élément de E est régulier.

* Tout nombre u est régulier pour ’addition, et tout nombre v non
nul est régulier pour la multiplication :
utr=ut+y=—uzc=y vZEQOETvxoe=vXy=—ax=y

* Le nombre 0 est élément absorbant pour la multiplication et n’est
pas régulier :
Oxx=2zx0=0 1x0=2x0=0ET1#2

e La loi x est distributive par rapport a la loi de composition interne L
a cette condition :
Y (z,y,2)e B3 xx(yLz)=(rxy) L (x*x2)
ET(z Ly)xz=(r*xz)L(y*z)

* La multiplication x est distributive par rapport a I'addition +; la
puissance n’est pas distributive par rapport a la multiplication, elle est
distributive a gauche et n’est pas distributive a droite :

X (y+z)=(xxy)+(zxz) (x+y)xz=(rxz)+ (y X 2)
(xxy)* = (%) x (y*) 223 =20=64#(2?) x (2%) =4 x 8 = 32

e Lorsque e € E est élément neutre pour la loi x, I’élément ¥ € E est
symétrique de x € F si et seulement si x xT =T xx = e.
Dans ce cas x est dit inversible pour la loi de composition interne .

* Le nombre entier —3 € Z est le symétrique de 3 pour 'addition
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dans Z; de méme le nombre rationnel 1/3 € Q est le symétrique de 3
pour la multiplication dans Q :

1
3320 3x-=1
*3

Au contraire le nombre entier 3 € Z n’a pas de symétrique pour la
multiplication dans 7Z : ’équation 3 x x = 1 n’a pas de solution dans Z.

* La commutativité de la loi x permet de définir la régularité, 1’élé-
ment neutre, ’élément absorbant, le symétrique et la distributivité par
une seule égalité a la place de deux.

Si au contraire la loi x n’est pas commutative, alors les deux égalités
des définitions sont nécessaires.

> L’élément neutre pour la loi x sur F, s’il existe, est unique.

> Notons e€ E et ¢ € E des élements neutres de x sur F :
VeeFE exx=xxe=z
VyeE e y=yx*xe =y
La premicre égalité est valable pour tout x € E, en particulier si z = ¢/,
et la seconde pour tout y, par exemple y = e, ainsi :
d=exeé =e
Cette égalité e = ¢/ démontre 1'unicité, s’il existe, de I’élément neutre.

> Le symétrique d'un élement x d’une loi % associative sur E ayant
un élément neutre noté e, s’il existe, est unique.

> Notons I et & des symétriques de x, montrons &£ = 2. Les hy-
potheéses sont donc les suivantes :
Txr=zx*T=e Txr=zx*T=e
La démonstration repose sur I'associativité :
T=exi=(ETrxx)*T=Tx(x*xZ)=Txe=1

Opérations sur les nombres réels

Propriétés de ’addition et de la multiplication

Le premier paragraphe ci-dessous énumeére sans les démontrer les pro-
priétés de base des nombres réels, et les suivants justifient les autres
propriétés des opérations sur R da partir de celles-la.
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Dans la suite de cette partie x, y, z et t sont des nombres réels, n est
un entier naturel, et (xy)p_, et (yr)p_, sont deuz familles finies de
nombres.

Propriétés de base des opérations

m [’addition + est une loi de composition interne commutative et
associative dont 'unique élément neutre est 0.

Tout nombre réel x possede un unique symétrique pour ’addition, il
est appelé opposé de x et est noté —x.

m La multiplication x est une loi de composition interne commutative,
associative et d’unique élément neutre 1 # 0.

Tout nombre réel x non nul possede un unique symétrique pour la
multiplication, il est appelé inverse de x et est noté 1/x.

La multiplication est distributive par rapport a 'addition.

x Ces propriétés caractérisent la structure de corps de (R, 4+, x).
Opposés et inverses

® L’addition est une loi de composition réguliere sur R.
Tout élément inversible est régulier pour la multiplication.

¢ Additionner 'opposé —z démontre que = est régulier pour 1'addi-
tion :
r+y=c+z=(—2)+(x+y)=(—2)+(x+2)

= ((—z)+z)+y=((—2)+2)+=

— y=04+y=0+2=2
La commutativité de 'addition évite la preuve de ’autre implication :

rt+z=ytz=—zt+r=z+y
= x=y

¢ Si x est inversible, ’hypothese xy = xz entraine y = z :

1 1
xxy:xxzz;x(xxy):;x(xxz)

z(éxx)xy:(éxx)z
—y==z

La commutativité de la multiplication entraine 1’autre implication.
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m Ce formulaire traduit les propriétés générales des éléments neutres
et des symétriques pour 'addition et de la multiplication :

-0=0 —(—x)==x —(z +y)= (—z)+(—y) abrégé en —x—y
1 1 1 1 1
—=1 T = = — x — pour z et y non nuls
1 = TXyYy T Y
x

¢ L’associativité et la commutativité de I'addition et de la multiplica-

tion prouve ces propriétés, par exemple :

(@x9) x (737) = (5% 2) X (@)

1 1 1 1 1
=(rzx—)x(yx—-)=1x1=1 donc — x — =
z Y T Yy xTXY

La suite du cours utilise les motations algébriques habituelles; le
stgne X peut étre omis dans un produit, par exemple xy = x X y, et
la multiplication est prioritaire sur l’addition comme dans [’égalité
xy + 2t = (zy) + (2t).

m Le nombre 0 est absorbant pour le produit, n’est pas régulier et n’a
pas d’inverse :

1
~ #0 pour tout z # 0 zy=0 <= (x=00U y=0)
x

¢ L’égalité 0 x x = 0 provient du fait que 0 est élément neutre pour
I’addition associé a la régularité de la somme :
0+0x=0x=(0+0)z=0zx+ 0z = 0=0x

¢ L’égalité 0 x 1 = 0 x 0 = 0 prouve que le nombre 0 n’est pas régulier
pour la multiplication car 1 # 0.

¢ La propriété qui énonce que tout élément inversible est régulier pour

la multiplication justifie donc 0 n’est pas inversible car 0 n’est pas

régulier.

0 Siz=0o0uy=0alors z x y =0 car le nombre 0 est absorbant :
r=00Uy=0=axxy=0

Réciproquement si x # 0 et y # 0 alors = et y sont inversibles, donc

x X y admet un inverse et par conséquent x X y # 0. Cette implica-

tion est la contraposée de 'implication recherchée obtenue a partir des
négations et de ’échange des deux termes de I'implication ; ces deux
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implications sont logiquement équivalentes :
r#0ETy#0=axxy#0
c’est-a-dire  NON (z x y # 0) = NON (z # 0 ET y # 0)
cest-a-dire rxy=0=2z=00Uy=0

* Aucun calcul ne peut étre fait avec I'inverse de 0 qui n’est pas défini.

> Résolution de l'équation a’z + 1 = a + = d’inconnue réelle = en
fonction du parametre a €R.

> L’ensemble des solutions est noté S :
Ar+l=at+z<= (*-r=a—1

Si a # %1 : une seule solution z =

Sia=1: 0=0 est valable pour tout x S=R
Sia=—1: 0= —2 est sans solution S=10
-1 1 1
“ s={371)
a+1

2—1 a+1

Opposé d’un produit

m Ces égalités usuelles découlent de la distributivité et de la régularité :
—(zxy)=(-z)xy=zx(-y) —z=(-1)xz

¢ La régularité de I'addition et la distributivité de la multiplication
prouvent les premieres égalités :

rxy+(—(zxy)=0
=0xy=(r+(-z))y=2xy+(-2) Xy
=z x0=z(y+(-y)=rxy+zx(=y)

= —(zxy)=(—z) xy=2 % (~y)

Le valeur particuliere y = 1 justifie —z = (—1)z.
Puissances d’exposant entier

e Dans le cas ou (p,q) € Z? les puissances d’exposant entier sont
définies ainsi, sauf 07 qui n’est pas défini si p <0 :
rXxXxX---xx produit de p facteurs pour p > 0

4P — 1 pour p=0,y compris 0° = 1
111 1 1

—X XX = — pour p < 0, sauf si x =0

r x

m Le nombre de termes de ces produits se traduit par ces égalités :
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1\P
P PP Pl — Pt PVd — ,.Pq - — P
(zy) 2PyP aPal = (xP) x (x) periald

0 Une démonstration rigoureuse de ces égalités s’effectue par récur-
rence sur p ou g en distinguant selon que les exposants sont positifs
ou négatifs.

. q . . q .
% La notation z?* signifie z*") ; au contraire (z?)? = z/9.

x Les formules habituelles des puissances enticres p € Z de —1 dé-
coulent de I’égalité (—1)2 =(-1)x(-1)=1:
(1P = (~1)P22 = (-1 = (—1) 7 = —(~1p¥]
(D*=1=(-1)" ()7 =-1=(-1)*"

Sommes et produits

e Ces notations correspondent a la somme et au produit d’'une famille

finie de nombres :
n

Zxkzm—l—xg—i-“'—l—xn kazwlxxgx---xxn
k=1 k=1

n
Hk:1><2><~~><n:n!

* Par convention une somme d’un élément est celui-ci, et une somme
vide est égale a zéro, I’élément neutre de ’addition ; les notations pour
les produits sont similaires et justifient la notation 0! =1 :

1 0 1 0 0
ka:ml Zxkzo Ha:k.:xl Hmkzl 0!:Hk::1
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

* La valeur d’'une somme ne dépend pas de l'indice employé, k ici :

Zwk:Zwi:xl—kxg—l—---—l—xn

x L’associativité, la commutativité et la distributivité se généralisent
a des sommes et des produits d’une famille finie de nombres :
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n n n n n n
Z($k+yk)—zxk+zyk H(xkyk)—kaXHyk
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

n n n n
Z Tn+1-k = Z Tk H Tn+1-k = H T
k=1 k=1 k=1 k=1

n n
dayr=x> uk
k=1 k=1

Une démonstration rigoureuse s’effectue par récurrence sur n.

* Cet exemple représente plus naivement une somme précédente :

Z Tntl-k=Tp +Tp_1+- -+ 22+ 21 par commutativité
k=1

n

=z +aot Tt Ty =D T

k=1
n(n+1)
—

> Une écriture colonne par colonne de cette somme d’entiers con-
sécutifs permet, grace a la commutativité de 1’addition, d’obtenir sa
valeur :

k=1+ 2 +-4(n-1)+n

> La somme des entiers entre 1 et n€N est

k=1
n n 1
Sk=nt+mn-1)+---+ 2 +1 Zk:MeN
k=1 k=1 2

> Déduire ces deux sommes d’entiers pairs et d’entiers impairs de la
somme précédente des entiers consécutifs :

Zk—Zk— ”H) 5= (2k) fj%ﬂ
k=1 k=1 k=1

> Une factorisation et un développement transforment ces sommes :

S= Z 2k) —QZk—n
k=1 k=1
=Y (2k+1)=2> k+> l=nn+1)+n=n(n+2)
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> Les produits des entiers pairs et impairs s’expriment par des facto-
riels :

[Tk —2"nt [[k+1) = D!
k=1

nnl
fuiet 2n n!

> Le nombre 2 se factorise dans chaque terme de ce produit d’entiers
pairs; le produit des entiers impairs se déduit du produit précédent
par un quotient :

H2k:_2 4.6---(2n) = 2"n!

1-2:3-4---(2n)-(2n+1)  (2n+1)!
2:4-6---(2n) - 2npl

H 2k+1)=1-3-5---(2n+1) =

> Un changement d’indice aboutit & la simplification de ces produits :
i 1 - 1 1
1+ )=n+1 1——)=-—
I (1+7) I(-7)=;
- _n+1 - 4y (n+1)(n+2)
(- )= 05

> La premier produit correspond a ce quotient :

- 1 “k4+1 kl;ll(k+1) jl;lzj n+1
k=1 k=1 IT & IT &
k=1 k=1
Le deuxiéme produit est similaire :
H (1 - E) = H k = n E
k=2 k=2 I & H k
k=2

Un produit remarquable intervient dans le troisieme :
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k2 -1 S (k=1)(k+1)

ﬁ(l_%>:1:[ L2 :1:[ _k2

k=2 k=2 k=2
kl;lz(k_l)ku;IQ(k+1) kH1kX ]:[k:_n+1
- nooN2 o
k k
(11,%) (L)
Le décalage des indices est de deux dans le dernier produit :
i 4 k2 -4 L (B—2)(k+2
(- 5) =11 = T 252
k=3 k=3 k=3
M—2)x [Th+2) T kxTIk
k=3 k=3 k=1 k=5
- n 2 - n 2
k k
(1L %) (ILK)
C(Ix2)x((n+1)(n+2)) (n+1)(n+2)
 ((n—=Dn)xB3x4)  6nn-—1)

* Lorsque le plus petit indice est 1 ou 2 a la place de 2 ou 3, ces
produits sont nuls car ce nouveau facteur est nul.

Carré et cube de sommes

> Le carré d’une somme de n termes comporte n? termes.

> Ce produit est obtenu en appliquant deux fois la distributivité :
n

(Zxk)Q:(x1+x2+---+$n)(961+$2+ ) —Z( Z )

U o 2 fam et o Hama, 0 )
+ xox1 + x% +xox3+ -+ +x9wy
+
+xp21 T+ 0 +FTpTp—1+ x,zl
:inx] Zxk—#—Qlex]
1<i,5<n 1<i<j<n

La dernicre égalité regroupe les termes x;x; 4+ xj2; dont les indices des
deux facteurs sont différents en 2x;x; ot @ < j.

> La méthode est la méme pour développer (z + y + 2)°.
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> Cette somme comporte 3% = 27 termes :
(x+y+2z)°
= zxx+rTY+ 222+ 2TYT +TYY + Y2+ 220 + 22y + 222
+M+@+w+yy—x+yyy+yyz+w+yzy—I—yzz
-1—%%—@%—za:z+@+zyy+zyz+zza:+zzy+zzz
=2° +y° + 2% + 32y + 2%z + y’r + yP2 + 22w + 2%y) + 6ayz

Les réles des trois variables z, y et z sont symétriques.
Le coefficient 3 d’un terme comme 2%y correspond au regroupement
des trois monoémes zxy, xyx et yxx, et le coefficient 6 provient du fait
qu’il existe 6 fagons d’énumérer les variables =, y et z :

TYz TZY YTz YIr ZTY YT

> Plus généralement l’expression développée de la puissance trois
d’une somme de n termes comporte trois sortes de termes :

(Zwk) Zw,wjxk—Z:vk—i—?)Zx :Uj—i—6z::vzrvj:mC
k=1

1<4,5,k<n 1<4,5<n 1<i<j<k<n
i#]
> La forme développée de ce produit est obtenue en énumérant tous
les facteurs possibles et comporte donc n® termes.
Le regroupement des termes égaux se fait de la méme facon que dans
le développement précédent. La premiére somme correspond au cas
ou les trois indices sont les mémes, ¢ = j = k; la deuxieme somme
regroupe les termes a:?xj, ;x;x; et a:ja:? ol deux des trois indices sont
égaux pour aboutir a 3 :U?xj ; de méme la derniere somme énumere les
produits par groupe de six ou les indices ¢, j et k sont tous différents :
LiLjTp TiTpXy TjLiTf TjTpL; TpLilj TETjLg

Produits remarquables

Formule du binéme

e Les coefficients binomiaux sont ceux du triangle de Pascal ou chaque
terme est la somme de celui qui est au dessus et de son voisin de
gauche :
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m Ces coefficients binomiaux peuvent aussi étre calculée a l'aide de la
fonction factorielle :

(7’2):#%:@1%) on0<k<n
) -() -1 ()-(")-
(-2

¢ Une récurrence sur n d’hypothese P(n) justifie expression des co-
efficients binomiaux du triangle de Pascal a ’aide de factorielles :

P(n) : VE€{0---n} (Z) :#‘—k)'

¢ La vérification de I'égalité construisant le triangle de Pascal est une
simple fraction mise au méme dénominateur :

n n n! n!
(k—l) + (k) T oDl k—1)) K@k

n! n!
T S ]
B kn! (n+1—-Fk)n!
TR =D 1=R! KAl —k) -k
kn! m+1-k)n!  (k+n+1-—k)n!

Tk n+l-k!  Km+1-k)!  k(ntl1—k)!

_(k+n+1-k)n!  [(n+1
o kl'(n+1-k)! O\ K

m La formule du binome fait intervenir les coefficients binomiaux :
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(x+y)" =2" +na" 1y + (Z) D T (g) a3y

. 10 2, n—2 n—1 n
+<n_2>a: +nxy +y

" n k n—k
=2 ;)"
k=0 <k>

¢ Une récurrence dont la vérification est immédiate pourn =0,n =1
et n = 2 démontre la formule du binéme :

0
0 -
(:U—i-y)O:l:Z(k)xky F=1xa%xy”

2

2 -

(r+y) =2"+2ay+y* =) (k) T
k=0

8
+
<

n n - n n—
= (@ +y)(@+y) =(:c+y)2<k>x’“y :

n n k=0

= Z (Z) ghtlyn=Fk 4 Z (Z) ghynti=k par distributivité

k=0 k=0
n+1 n ) ) n n
= (j B 1) Pyt Z </~c> ghyn 1=k avec j =k + 1
j=1 k=0
o - n G m+1—j n+1 ~ (n Jont1=g n+1
= Z 1Ty +z 4 Z | Ty +y
j=1 \J =1 \/

n
_n+l n n jon+l—j n+1
’ +;<<j—1>+<j>>” e

o n+1 0 n+l " n—l—l . n4+1—j n+1 n+l 0
_<O>my +Z j T’y +n+1a: Y

=1
n+1
Z (n—i—l) k, n+l—k
k=0

x Cette preuve reprend la méme égalité de facon moins élégante :
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n n n
et (2o (n_l> . 1y2+( )
_ ‘1F1> x1yn+<n'2+‘1> N
I (Z‘_F 1) 2?4 <”:L‘ 1) 2yt 4 2!

* La formule du binoéme (z+y)" = (y+x)" est symétrique par rapport
aux variables x et y, et les coefficients en k et en n — k sont égaux.
Certaines preuves sont plus aisées par une formule que par 'autre :

(1+z)"=>" (Z) & (- =Y (-1 (Z) ok

k=0 k=0

(=)= (o + (~9))" = S (-1 (Z) 2y

Séries géométriques

m Cette différence correspond & un autre produit remarquable :

gt gt = (g — )(x” 42"y 42" 2R ey ")

Zwkn k
xn_ Zwknlk

¢ La preuve repose sur un changement d’indices et une mise a part
des deux cas particuliers j = 0 et j = n + 1 dans ces sommes :
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n n n
(l’ _ y) Z xkyn—k — Z xk—&—lyn—k _ Z xkyn—&-l—k
k=0 =0 k=0

n+1 n
= Z oy I — Z alyn i j =k + 1 dans la premiére somme
7j=1 7=0

n n

_n+l j, n+1—7 o n+1—7 n+1

=oY@ty =Y a2ty —y
J=1 J=1

:J;nJrl o ynJrl

x Cette démonstration avec les sommes est plus convaincante qu’une
preuve avec des points de suspension « - - - ».

m La formule des séries géométriques s’en déduit par quotient :
vt -1 1 —gntl

n
ka: -1 - 1-2 pour x # 1
k=0 n+1 siz=1

x Ces égalités indépendantes de la formule du bindéme sont des cas
particuliers usuels des formules précédentes :

n—1
x”—lzm"—ln:(fﬂ_l)zmk
k=0 2n
1‘2n+1 +1= I2n+1 _ (_1)2n+1 — (.73 + 1) Z(—l)kl‘k
k=0

Inégalités
Propriétés de base de comparaison des réels

Ce premier paragraphe énonce sans démonstration les propriétés fon-
damentales de comparation des nombres réels.

m La relation de comparaison < sur les nombres réels est une relation
d’ordre total :

relation réflexive Ve z<zx

relation anti-symétrique VeVy z2<yETy<r=—zxz=y
relation transitive VeVyVz z2<yETy<z=ua<z2
ordre total VeVy z2<yOUy<z
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m La relation < est compatible avec I’addition et la multiplication :
VeVyVz r<ly=zc+2<y+z
VeVy 0<zETO0<y=—=0<uxy

o Un réel x est positif si et seulement si 0 < z, et négatif dans le cas
xz < 0.
Les relations de comparaison <, > et > se déduisent de la relation < :

r<y<=y>uw r<y<—= (2<yETz#y)<—=vy>z

x Ces équivalences reposent sur la propriété d’ordre total :
x <y <= NON (z > y) x <y <= NON (z > y)
Siz >y est faux alors x # y et y > x, et ainsi x < y.

Addition et inégalités

m Ce formulaire regroupe les propriétés des sommes d’'inégalités :
r<y<=y—xr2>20< —y< -z
r>0<— —x<0 r<0<«—= —x>0
r<yET z<t=2ax+2<y+t
c<yET z<t=ax+z2<y+t

¢ Des implications circulaires démontrent les premieres équivalences,
les suivantes correspondent aux cas x =0 ouy =0 :
r<y=— xz+(-z) =0 <y+ (-2 =y—ux
= 0+(-y) =-ysy-z+(-y=-=2
= —y+(xt+y) =2 <-z+(@x+y =y

¢ Les derniéres propriétés proviennent de la transitivité des inégalités :

r<y=x+2<y+=z

<
ET - <{— y+z<y+t}doncx+z_y+t

Reégle des signes

m La régle des signes peut aussi s’écrire avec des inégalités larges :
c>0ETy>0= 2y >0 c>0ETy<0=2y<0
r<0ETy>0=2zxy<0 r<0ETy<0= 2y >0

* Un produit de deux facteurs est positif si et seulement si ses deux
facteurs sont de méme signe, ainsi 1 =1 x 1 > 0.

16 FMy le 10/9/2013



0 Les signes des produits ci-dessus proviennent des regles précédentes
sur I'opposé d’un nombre, comme dans cet exemple :
c>0ETy<0=2>0ET —y>0

— xx (=y) = —(zy) >0

= 2y =—(—2y) <0
Le cas ¢ < 0 et y > 0 est similaire en échangeant les roles de x et y,
et le dernier cas se raméne au premier car zy = (—x)(—y).

Multiplication et inégalités
m Ce tableau récapitule les principales propriétés des produits d’iné-
galités :
r<yET 2>0= zz<yz
0<2z<yETO0<2<t= az<yt
r>0<<=1/x>0 r>1l=0<1/z<1
O<zr<y<=0<l/y<l/z 0<z<y=—21%<y?
Il existe des propriétés similaires avec des inégalités larges.
0 Les méthodes de démonstration sont comparables :
r<yET 2>0=y—2>0ET 2>0
= (y—x)z=yz—22>0
= 2z < Yz

0<z2ETO0<z<y=— zz <yz

O<yETO0<2z2<t= yz<yt}d0ncx2<yt

¢ Les propriétés des inverses proviennent de la régle des signes et de
produits par 1/z.

x Ces inégalités sur les produits opérent uniquement sur les nombres
positifs, ces implications sont fausses dans le cas général :
—3<2ET -5<4ET(-3)x(-5)=15>2x4=38

1
—Z<1ET —=-3<1 —4<3ET (-4)%?=16>32=9

*x La résolution d’une inégalité passe le plus souvent par une factori-
sation et un tableau de signes.

> Résolution de I'équation = > 2.
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> La factorisation de la différence aboutit a ce tableau de signes :

x>l e=r—22>0 x‘—oo - 0 + 1 + —l—oo‘
—z(l—-2x)>0 1—2x + 1 + 0 —
<= zel0, 1] z(1—x) - 0 + 0 —

Trois fonctions réelles

Dans cette partie a, b, h, x et y sont des réels, (m,n)EN*2 et peZ>.

Valeur absolue

e L’application valeur absolue |e| peut étre définie ainsi :

r sixz>0

0§|x|:maX($a_x):{—x sixzx <0

Les inégalités entre les réels positifs et négatifs justifient la cohérence
de cette définition double.

m Les propriétés élémentaires des valeurs absolues sont les suivantes :
—lzf <z <|z| eyl =lzllyl  lzl=lyl = 2=y OUz=—y
7| <y<= —y<zx<y z€la—h,a+hl<|z—a|<h
¢ Les preuves de ces propositions distinguent en fonction du signe de
I’argument de la valeur absolue, par exemple selon les deux cas x <0

et x > 0. Les deux derniéres équivalences different uniquement par
leur notations, x — a a la place de z, et h a la place de y.

Inégalités triangulaires

m Les inégalités triangulaires sont a la base de nombreuses majorations
et minorations :
|z +y| < |z|+ |yl est la principale inégalité triangulaire

2l =yl <lz+yl <zl + | |lz] =l < |z =yl < |o] + |y]

¢ La principale inégalité triangulaire se démontre par une somme d’en-
cadrement :

—lz| <@ < x| par somme —(|z| + |y|) <z 4y < |z| + |y
—lyl <y <yl et donc |z +y| < |z| + |y

¢ Les autres inégalités triangulaires se déduisent de la précédente :
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2] = [(z —y) +yl < |z —yl+ |yl = [z] = y| < [z —y]
lyl =1y —2) + 2| < |z —y[ + [z] = ly| - [2] < o —y|

done [|z] — |yl| < |z — y|
2| = 1yl| = [lel = | = 9l| < |z = (=9)| = [« + y|

x La fonction réelle signe sgn, et la partie positive 1 et la partie
négative x_ de z sont liées a la valeur absolue :

-1 siz <0
sgnx:{ 0 siz=0 |z|=xsgnzr  z=]|z|sgnz
1

siz >0
x4 = max(z,0) = |a:|2—|—x >0 r_ =max(—z,0) = |x|2—a: >0
|z| =24 +2_ r=x4 —T_

Partie entiére

e La partie entiere E(x) de z est le plus grand des entiers inférieurs
ou égaux a x et est caractérisée par I'une ou 'autre de ces définitions :

E(z)€Z ET E(z) <z < E(z)+1 E(z) = max {peZ [/ p <z}
Ainsi E(7) =3 et E(—m) = —4.
Le nombre z — E(z) € [0, 1] est appelé partie fractionnaire de z.

* Ces encadrements sont équivalents par somme e+1 sur deux termes :
Ex) <z<E@)+1l<=z—-1<E(@) <=z
m La partie entiére est croissante et vérifie ces propriétés :
E(z) =2 <= z<€Z E(z)=E(ly) = |z —y| <1
E(zx+p)=E(x)+p oupeZ r<y= E(x) < E(y)
¢ La propriété E(z) € Z démontre I'implication E(z) =z = z€Z.
Réciproquement si x € Z alors la définition E(z) < z < E(z) + 1

associé au fait que Z est discret entraine x < E(x)+1 et x < E(x). En
conclusion ces deux inégalités larges prouvent x = E(z) dés que xz € Z.

0 Des manipulations d’inégalités démontrent I'implication suivante :
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r—1<E(z)=E({y) <z
—r—y—1<0<z—y+1
y> El) >y-1 Y Y
= zr—y<lET-1<zx—y

= |lr—y| <1

¢ L’application E est croissante pour cette raison :
r<y=E(r) <z <y<E({y) +1
= E(z) < E(y) car Z est discret

¢ La démonstration de I'égalité E(x + p) = E(z) + p € Z vérifie les
propriétés caractéristiques de la partie entiere :
E(z) <z <E(®)+1 donc E(@)+p<z+p<E() +p+1
et E(x)+peZ

> Démonstration de 'encadrement suivant ou ©v€R :

10 E(u) < BE(10u) < 10u < B(10u) +1 < 10 (E(u) + 1)

> Les parties entieres de u et de 10u énoncent ces encadrements :
E(u) < u <E(u)+1 10 E(u) < 10u < 10(E(u) + 1)

E(10u) <10u < E(10u) + 1
La combinaison des encadrements associés a 10u aboutit a ces inégal-
ités :

10 E(u) < 10u < E(10u) + 1 E(10u) < 10u < 10(E(u) + 1)
Comme Z est discret, ces inégalités strictes sur des entiers correspon-
dent a deux des inégalités larges recherchées :

10 E(u) < E(10u) E(10u) + 1 < 10(E(u) + 1)
Par ailleurs ’encadrement central est la définition de E(10u).

* Un certain nombre de démonstrations faisant intervenir la partie
entiere E(z) reprend les méthodes des démonstrations précédentes ou
repose sur l'égalité x =p+houp=E(zr) € Zet h=x—E(z) € [0, 1].

Approzimation décimale

e Les approximations décimales par défaut a, et par exces b, de x € R
a l'ordre n €N sont définies ainsi :
_ E(10"x) < 10"x E(10"z) + 1

=g ST=ge <= T
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s Les développements décimaux par défaut et par exces & 1071 et 1072
prés de 7 sont donc ceux-ci :
E(107)
10

=31<m<32 3l14<m<3]15

¢ L’encadrement précédent provient de la définition méme de la partie
enticére, apreés quotient par 10”.

> La suite (ay), oy est croissante et la suite (by,), o est décroissante.

o> Les inégalités a, < apy1 et bpy1 < b, proviennent des inégal-
ités de 'exercice précédent appliquée avec u = 10"z, divisées ensuite
par 1071 .

10 E(10™2) < E(10"z) <10™ 2 < B(10" T 2) + 1 <10(E(10"x)+1)

E(10"z) _ E(10"z) E(10"z) +1  E(10"z) + 1
< < <
T T . 107+ - 107+
= Qn = Qn+1 =bp1 =by

* Les suites (an),cy €t (bn),eny sont dites adjacentes car la suite
(@n),en est croissante, la suite (by), oy est décroissante, et la suite
de termes b,, — a, = 1/10" est de limite nulle.

Le théoreme d’analyse sur les suites adjacentes justifie que les suites
(an)pen €t (bn),cn convergent vers .

Radicaux

e Les racines carrées et racines cubiques peuvent étre définies ainsi :
racine carrée notée y = /z = 22 : VoeeR, 3IlyeR, ==
racine cubique y:g\/fle/‘?:VxER JlyeR  yP=u

o Ce chapitre admet que Papplication = — x? strictement croissante

et continue sur Ry est bijective. L’application racine /e sur R est
I'application réciproque.

m Certaines égalités sont uniquement valables pour les nombres posi-
tifs, et d’autres exactes pour tous les réels :

lorsque (z,y)€R? : /Ty = VT /U (Vz)=Val=uz

<y V< =t <y’
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lorsque (z,y)€R? : Va? = |z 2? =y = x| =yl

3 3,~3 3, ~3 3

Va=ely (V) =Vl =a

T <y =T <V =2t <y
Les applications /e et ?)\ﬁ sont donc strictement croissantes.

0 La démonstration de \/x,/y = /Ty consiste a vérifier 1'égalité
(VEVE)? = oy et \EyT > 0.
Cette propriété appliquée & y = x > 0 démontre Vit =z = (Vz ).
¢ Les produits d’inégalités de nombres positifs prouvent une premiere
implication :
0<z<y=2%<y?
Une preuve de 'implication réciproque pour les nombres positifs repose
sur une identité remarquable :
P <yf=y?—a?=(y—a)(y+1) >0
= y—z>0 car 0 <zet0<y,doncy+z>0
— <y

En conclusion les réels positifs vérifient z < y = 22 < 2.

0 L’équivalence précédente appliquée a /x > 0 et & \/y > 0 termine
la démonstration :

r=(VEP <y= (/i) < VE< i
x Ces méthodes s’adaptent aux racines cubiques.

. N n , .
o La racine n-éme y = \/z = 2'/" de z est définie par y" = x; elle
opére comme la racine carrée sur R, si n € 2N* est pair, et sur R si
n€2N* + 1 est impair.

. J s N 2
o Les racines vérifient ces propriétés ou (m,n)eN** :

n\/lt_:\/i\/g Vi=1 Vo=0 %:\/; pour = # 0

T <y Vr<\y=a"<y"
Vo) =Var =2 V=V ="Vz
L’application n\/: est donc strictement croissante :

> Les racines carrées vérifient ces inégalités :
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VZty<yVz+.\/y pourz >0ety>0
VIi—Vr<y—z déesque 0 <z <y

> La démonstration de la premiere inégalité exploite principalement
le fait que I'application racine /e est croissante et positive :

Ty =V VI SV VT R 2VE V= (VB V)
Vity<Jz+./y car /e est croissante

> La seconde inégalité découle de la premiere par différence a partir
de la somme de nombres positifs y =z + (y — z) :

Vi=vVet+y—z)<Ve+Vy—z I Vr<\y-zx
Exemples d’équations et d’inégalités

> Résoudre I'équation réelle |z + 2| + |x — 4] = 5|x| — 1 en étudiant
les intervalles sur lesquels les restrictions de 1’équation sont affines.

> La fonction auxiliaire f dépend donc de ces quatre intervalles :
flz)=|z+2|+ |z —4] —5lz| + 1

|—o00, —2] [—2, 0] [0, 4] [4, +oo|
x ‘ —00 -2 0 4 +00
|z + 2| —-r—2 z4+2 z+2 x+2
|z — 4| —rz+4 —zx4+4 —x+4 x—-4
|| —x —x x x
f(x) 3xr+3 bx+7 —br+7 —-3x—1
Parmi les solutions éventuelles qui sont —1 sur |—oo, —2], —7/5 sur

[—2, 0], 7/5 sur [0, 4] et —1/3 sur [4, +o0[, seuls les deux nombres
+7/5 conviennent car ils appartiennent a l'intervalle considéré.

> Exprimer 'application f définies ci-dessous comme somme de ter-

mes de la forme Az — a| avec a€{—1,2} et A€R, avec une éventuelle

application affine :
flz)= x pour z€[—1, 2]

—1 pour z€]|—o00, —1]
2 pour z€ 2, +00[

> Le but consiste a rechercher (a, 3,7, 6) eR* vérifiant 1'égalité suiv-
ante. L’étude par intervalle fournit un systeme d’équations :
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F(@) = ala+ 1|+ Blz — 2| + 2+

T ‘—oo -1 2 —00
|z + 1 —x—1 z+1 z+1
|z — 2 —r+2 —r+2 x—2
f(z) -1 x 2
—a—fB+~v=0
(—a—B+y)zr—a+28+6=—1 _0‘+_2§I5f1_1
{ (@—B+7)z+a+28+5=z aa+2,6’+g;0
(a+B8+v)z+a—-20+6=2 _
a+B+v=0
a—20+0=2

Les deux systemes sont équivalents, le second est obtenu en identifi-
ant les coefficients des termes en = et les termes constants dans les
équations.
Les trois équations +a + 5+ v en («, 3,7) fournissent par sommes et
différences une condition nécessaire («, 5,7v) = (1/2,—-1/2,0) de solu-
tion du systeme. La valeur éventuelle de § s’obtient par substitution :

§=—14+a—-28=—a—28=2—a+283

= 1/2 = 1/2 = 1/2

La seule solution possible est (o, 3,7,0) = (1/2,—-1/2,0,1/2).
Réciproquement une vérification sur le tableau de l’expression de f
justifie que ces valeurs sont bien solution :

Cz+1 |x—-2] 1

— =) =E().
> La méthode pratique s’applique ici :
neN* zeR  p=E)eZ h=xz—-E(x)€|0, 1]
p=E@) <z<p+l=np<nx=n(p+h)<nlp+1)
= np=E(np) <E(nz) <nz<np+n

:>p<—E(;m) <p+1

> La partie entiére vérifie 'égalité E (

= E(

> L’étude d’une fonction auxiliaire prouve cette inégalité :
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1 x
>1—— lorsque
Stz 2 d

x>0

> L’application auxiliaire ¢ est définie par différence :

1 x .%‘0 —i—oo‘
T)= -1+
o= 2 el |0 S+ |
e 3/2

go(a:)—2(1+$)3/2+220 car (14+x)”°>1

VzeR, ¢(z) >0 L ¢

T €T - =

+ Px) = Ttz 9

> Une deuxiéme démonstration de l'inégalité 1//1+z > 1 — /2 si
x > 0 exploite les méthodes algébriques usuelles. Cette inégalité est
vérifiée lorsque x > 1/2 car un membre est positif et 'autre négatif.

La suite de la preuve suppose x € [0, 1/2[ et démontre 'inégalité sur

les carrés des deux membres qui sont positifs :
2

1 T
>1-T e >1-g+2
Tt R R
2 22 23
1> (1—$+Z)(1—|—$) = 1—x—|—z—|—:v—x2+z
2 .3
—1z1-T+

vrai pour tout x €0, 1/2[

> L’inégalité suivante découle de la précédente :

1 11
— > >0
5 22 pour T

> Le changement de variable y = 1/2 € R, transforme cette inégalité
en la précédente puis un factorisation par y > 0 termine la démonstra-
tion :

[ S G VAN SN S S
YCETN e ity VT2 T I TRl T T o

1 y Ly y?
>1— = et par produit —— >y — =— pary >0
Ity - 29PHP ity YTy

2
Une preuve par une fonction auxilaire est aussi possible.

car
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