FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

Dans ce chapitre o, 3, 0, a, b, p et q sont des nombres réels qui
représentent généralement des angles, et n € Z.

Ce cours admet la notion d’angles ainsi que les liens entre les
propriétés géométriques et les propriétés analytiques des fonctions
trigonométriques.

Fonctions sinus et cosinus

e Les fonctions sinus et cosinus sont définies par les coordonnées d’un
point du cercle trigonométrique en fonction de son angle de releve-
ment 6 :

cos? 0 +sin?0 = 1

m Les applications trigonométriques sinus et cosinus définies sur R sont
dérivables et périodiques de période 27 ; la fonction sinus est impaire
et la fonction cosinus est paire :

olol T | 7| ™
6 4 3 12 cos( 4 2m) = cos 6
V3I1V2l 1 sin(f 4 27) = sin 6
cosd | 1 21 2| 2 0 sin’f = cosf=sin(f + 7/2)
, 1 | V2]V3 cos' = —sin @ = cos(0 + 7/2)
sinf |0 - | —|—= |1
2 2 2
cos(—0) = cosf cos(m/2 —0)=sinf cos(m — @)= —cos b
sin(—f)= —sin@ sin(n/2 — 0) = cosf sin(m — @) = sin 6
cos(f — m/2)=sin6 cos(f@ +m/2)= —sinf cos(d + )= —cosf
sin(f —7/2) = —cosf sin(f + w/2) = cos 6 sin(6 4+ 7) = —siné

cos(f +nm) = (—1)" cos b sin(f + nm) = (—1)" sinf

m Siles réels x et y sont les coordonnées d’un vecteur du plan de norme
euclidienne un — c’est-a-dire z2+y* = 1 — alors extrémité du vecteur
est sur le cercle trigonométrique et correspond au reléevement d’un
angle qui est unique dans tout intervalle de longueur 27, généralement
|—m, 7] :

V(z,y)eR?* 2 +y* =1 = (310€]—n, 7] (z,y) = (cosO,sin0))
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m Plus précisément ’ensemble des angles solutions est obtenu en
ajoutant un multiple entier de 27 a cet angle 8 de relevement du vecteur
de coordonnées (z,y) :

x = cos 6

{aeR /z=cosa ET y =sina} =0+ 27Z avec{yzsine

* Une conséquence de cette propriété est I’équivalence suivante :
(cosa=cos B ET sina =sinff) < f—a €277 < B € a+ 21Z

* La résolution de ces équations trigonométriques en 6 en découle :
cosf=cosa <= 0 € (a+27Z) U (—a + 21Z)
sinf=sina <= 0 € (a+272) U (1 — a + 27Z)

* Les solutions de ces équations particulieres s’écrivent simplement :

cosf = 1< fc2nZ sinf =1 9€g+27rZ

cosf=—1e= fem+27Z  sinh=—1< 96—g+27rZ

cosf = 0« 66%%—%2 sinf =0« OenZ

> Résolution de I’équation trigonométrique cos(5x) = sin(3x).
> Cette équation se transforme en une équation du type précédent :
cos(bx) = sin(3x)
<= cos(hz) = cos(3x — w/2)
<= br=3x — /2 +2kr OU bz = -3z + 7/2 + 2k~
<= 2r = —7/2+2kr OU 8z =7/2 + 2k7

<:>x€(—£+7rZ) U (%#—%Z)

Relations trigonométriques

Les formules d’addition

m Ces formules d’addition fondent la trigonométrie :
cos(a + b) = cosa cosb — sina sinb
cos(a — b) = cosa cosb + sina sinb
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sin(a + b) = sina cosb + cosa sinb
sin(a — b) = sina cosb — cosa sinb

¢ Une construction géométrique a base de projections orthogonales
justifie ces formules & partir des axiomes de la géométrie euclidienne.

24 = 1 se retrouve a partir de cos(a — a) = 1.

« L’égalité cos? a + sin
Déphasage

m Il existe un unique ¢ € |—m, 7| appelé déphasage qui permet
de regrouper les termes de la somme ci-dessous ot (\,p) € R? et
(A, p) # (0,0)
e, 2 A 7
Asin@ + pcosf = /A + p?( —==—= sinh + ——=——= cos b
a : (m VATt 2 )
A

W

= /A% + p? sin(6 + oS = —— sinp = ——
VAT usin( + o) o= e =

0 L’angle ¢ est I’angle de reléevement d’un vecteur unitaire :

A 2 m 2
( /_)\2+M2> +( /)\2‘1'_#2) =1

(09) = (—=2 /
’ VAT AT

* Une méthode similaire fondée sur les autres formules d’addition peut
obtenir a des expressions en sin(f — ¢) ou en cos(f £ ¢).

) = (cos p, sin )

> Factorisation de v/3 cosz + sin z et de sinz — cos .

> Ces transformations illustrent la méthode du déphasage, différents
résultats sont possibles :
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3 1
\/§COSJE+SiDLE:2(§ cosx+§sinx> car \/\/32—1—12:2

:2sin(x+g>:2cos(x—%)

2 2
sinx—cosx:\/ﬁ(g sinx—%cosx) car V12 +12 =2

:ﬂsin(x—g>:—\/§cos(x+g>

= 2cos(x+%r)=\/§cos(x—?%)

Angle double

m Le formulaire des angles doubles découle des formules d’addition, et
les carrés trigonométriques s’obtiennent a partir du cosinus :

cos(2a) = cos® a — sin a sin(2a) = 2 sina cosa
1 2

=2cos’a—1 Coszazﬂ%(a)
1-— 2

=1-2sin’a sin%zz#

* Les expressions 1+ cos a se simplifient en fonction de 'angle moitié :

14 cosa = 2 cos? (g) 1—cosa = 2 sin® (g)

> Expression de cos* a+sin? a 4 'aide d’angles doubles ou quadruples.

> Ces transformations appliquent le formulaire de ’angle double :
cos?a — sin* a = (cos? a — sin? a)(cos? a + sin” a) = cos(2a)
cos?a + sin* a = (cos® a)? + (sin? a)?
_ (1 + cos(2a))2 N (1 - cos(2a)>2
2 2

= i (24 2 cos?(2a))

1 (1 N 1+ c;s(4a)) _ 3+ CZS(4G)
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Produits des fonctions trigonométriques

m Ces produits proviennent de la demi-somme et de la demi-différence
des formules d’addition :
cos(a — b) + cos(a +b)

cosa cosb= 5
sina sinb— cos(a — b) ; cos(a + b)
Sina cosbe sin(a — b) —;— sin(a + b)

* Le produit cosa sinb est d’une part la demi-différence de sin(a + b)
et de sin(a — b) et d’autre part obtenue a partir de sina cosb en
échangeant les roles de a et de b :

sin(a + b) — sin(a — b)

cosa sinb= 5
_ sin(b—a) +sin(b+a) sin(a+b) +sin(b —a)
N 2 N 2

Sommes des fonctions trigonométriques

m Ces formules sont obtenues par les identifications p = a + b et
qg=a—0>, cest-a-dire a = (p+q)/2 et b = (p—q)/2, dans les formules
des produits trigonométriques :

sinp + sing = QSin(p;q> cos( 2q>
sinp — sing = 2cos<p;q>sm( ;q>
oo sy 20m (P4 ()

o ena =2 (1) (151)

0 Les trois produits précédents aboutissent directement a ces égalités :
[p=atd _pre ,_p=d
q=a—"> 2 2
cos p + cos g = cos q + cosp = cos(a — b) + cos(a + b)

=2 cosa cosb = 2 cos (2%) cos (1%)
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sinp + sin ¢ = sinq + sinp = sin(a — b) + sin(a + b)

= 2 sina cosb = 2 sin (]%) cos (%)

cosp — cosq= —(cosq — cosp) = —(cos(a — b) — cos(a + b))

= —2sina sinb = —2 sin (]%) sin (?)

La derniére est obtenue en remplacant ¢ par —q :
p—@ﬂ»
2

-2 (75 wn (1) -2 (059 i 75°)

> Résolution de I’équation cos(3z) = sin(5x) — sin .

sin p — sin g = sinp + sin(—¢) = 2 sin (W) cos (

> La différence des deux fonctions sinus aboutit & une factorisation :
sin(5x) — sinz = 2 cos(3z) sin(2x)
Les solutions recherchées correspondent aux facteurs nuls :
sin(bz) — sinz — cos(3x) = cos(3z)(2 sin(2z) — 1) =0

cos(3z) = 0= 3x€g+7rZ<:>x€%+gZ

1 5
m@m:§¢:mf%+%2u—g+%z

T 5
<— — Z, — 7
x€12+7r U 12—F7r

Les solutions sur |—m, 7] sont ainsi énumérées dans l’ordre croissant ;
celles sur R se déduisent par périodicité 2 :

T T b 57 ™ T T 11m 5w T
6 2 6 6 2 6 12 12 12 12
117 5t T ™ ™ ™ 5m T 57

T
T2 ST ST 2 1S e 122 %

> Factoriser sin(a + b) — sina — sin b.

> Le produit correspondant & sin a+sin b commence la factorisation :
sin(a + b) —sina — sinb

=sin(a + b) — 2 sin (a—;b> cos (a ; b)

=2 sin (a;—b) cos(a;b> -2 sin(a;b> cos(a;b>
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=2 sin (") (eos (5~ (*5)
~=tan () s (5) s ()

Méthodes de vérification

x Vérifier les égalités trigonométriques obtenues a la suite d’un calcul
pour des valeurs particulieres comme 0, m, 7/2, p = ¢, etc. permet
généralement de détecter les erreurs, par exemple une faute de signe.
Une autre vérification possible consiste a tester que les fonctions sinus
et cosinus calculées sont a valeurs dans le segment [—1, 1].

Développement et linéarisation

* Le développement de cos(nf) et de sin(nf) consiste a transformer
ces expressions en fonction de cos € et sin 6 uniquement.

La linéarisation de cos™ 6 et de sin™ # est une écriture sous la forme
d’une combinaison linéaire de cos(kf) et de sin(kf) ou 0 < k < n.

La méthode la plus simple fait appel a ’exponentielle complexe et est
détaillée dans le chapitre suivant sur les complezes.

x Les deux premieres égalités sont des développements, et les deux
autres des linéarisations :

c0s(260) = cos? § — sin?f = 2 cos’H — 1 =1 — 2 sin’ 4

sin(260) = 2 sin @ cos 6

cos(260)

N | —
NN

1 1
cos? = 3 + 5 cos(20) sin? @ =

Fonction tangente

Définition et formulaire

m La fonction tangente est impaire et périodique de période 7 :
sin 6
os 6

tan(—0) = —tan 6
sin(m/2—60) cosf 1

cos(m/2 —0) sinf  tan@

tanf = pour 0 & w/2 + wZ

tan(m/2 — 0) =
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sin(0 +m) —sinf  sinf

tan (6 = = = =tand
an(f + ) cos(f +m) —cosf  cosf an
2 )
cos” 0 + sin“ 6 1
an cos2 6 +tan cos2f —

m Les formules d’addition de la fonction tan sont valables uniquement
si tous les termes sont bien définis :

tana + tan b tana — tanb
t b)y=————— t -
an(a +b) 1 —tanatanb an(a ) 1+ tanatanb
2tana
tan(2aq) = ———
an(2a) 1 —tan?a

¢ Les formules d’addition des applications sin et cos les démontrent :
sin(a +b)  sina cosb+ cosa sinb

tan(a + b) = = - -
( ) cos(a+b) cosacosb—sina sinb
sina cosb+cosa sinb
_ cosa cosh _ tana 4+ tanb
cosa cosb—sina sinb 1 —tanag tand
cosa cosb

* Cette différence se simplifie grace aux angles doubles :
1 2 1 2(1 —tan?z) 1—1+tan’z

— = — =tanx

tanz  tan(2r) tanx 2 tanx tan x
o La fonction cotan est I'inverse de la fonction tan prolongée par con-
tinuité par 0 pour 6 € /2 4+ wZ; elle est impaire et périodique de
période 7 :

cos 0
cotan = — définie sur R \ 7Z
sin 6
1 ) o 7r
= prolongée par continuité par 0 en — + 77
tan 6 2

m L’ensemble des solutions de I’équation tanf = tan « est o + 7% :
tanf = tana <= O0ca+ 7%

¢ Une justification provient de la stricte croissance de ’application
tan sur Uintervalle |—m/2, 7/2].

> Ces quotients s’expriment a l’aide de la fonction tan :
1—rcosa Q(a) cosa +sina

5 = tan(a + 7/4)

1+ cosa cosa — sina
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> Les expressions 1 & cosa se simplifient en fonction de a/2 :
l—cosa 1—cos(2a/2) 1—-(1-2 sin2(%))
1+cosa 1+cos(2a/2) 1+ (2 cos?(§) — 1)
2 sin?(&
_ (3) — tan2 (2)
2 cos?(§)

2

Cette démonstation est aussi possible a partir de la tangente des angles
moitiés présentée dans le paragraphe suivant.

> La méthode des déphasages simplifie le second quotient :
cosa+sina \/5(% cosa + % sina)
cosa — sina \/5(% cosa — %,sina)

B % cosa + % sina _ sin(a + 7/4)

B % cosa — % sina  cos(a+7/4)

= tan(a + 7/4)

Angle moitié

m Les fonctions trigonométriques sin 6, cos 6 et tan 6 sont des fractions
rationnelles de variable ¢t = tan(6/2) ou t est défini pour 8¢ + 277 :

2t 1—¢ , 2t

tan@zm Cosezm Slnezm
¢ La premiere égalité provient de la formule tan(2a) en fonction de
tana avec a = 6/2, la seconde de cos(2a) exprimée en fonction de

cos? a puis de tan® a, et la troisiéme du produit sina = tana cosa :

2 tana 2t
tan § = tan(2a) = e~ 182
2 1—¢2
cosf = cos(2a) =2 cos’a — 1 = 1=

1+tanZa 1+1¢2

, 26 1-+¢? 2t
sin @ = cos(2a) tan(2a) = —EI e - 138
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Exemples de transformations trigonométriques

> Le développement de tan(46) en fonction de ¢ = tanf est aussi
possible par la fonction tan que par les fonctions sin et cos.

> Dans la deuxiéme méthode le développement du cosinus de I'an-
gle double conserve une expression de degré homogene en fonction de
sin 8 et de cosf de fagcon a pouvoir revenir a tan f par quotient, et ne

privilégie ni la fonction sin ni la fonction cos :
2t

ta,n(40) . 2 tan(29) . 21—t2
© 1 —tan?(20) 1 2t \?
- (%)
4t(1 — t2) 4t — 413

(1—12)2 —4¢2 1 —6t2 + ¢4

sin(46) = 2 sin(26) cos(20) = 4 sin 6 cos § (cos® § — sin? 9)

cos(46) = cos?(26) — sin?(26) = (cos®# — sin?#)? — 4 sin” 6 cos? 0
= cos*@ — 6 sin? @ cos? @ + sin® 0

. . 4 sinf 0 2 9—sin? 0
4 sin @ cos 6 (cos? § — sin? ) sinf cos 6 (cos” 0 _sin” 6)

_ _ cos? 0
tan(40) T cost 0 — 6 sin26 cos2 0 4 gsintf  cos*H—6 sin? 9400s2 O+sin 0
cos? 0
I
1 —6t2 A

> Résolution de I’équation cos(2x) + 4 = 3v/3 cosx sur |-, 7).
> Cette équation est en fait du second degré en cosx :
cos(2x) + 4 — 3v/3 cosz =2 cos®x — 3v3coszr+3=0

4+
A=27—-24=3>0 deracines@

Les racines sont v/3 > 1 et v/3/2. La seule solution possible pour
une fonction trigonométrique est donc cosz = +/3/2, cest-a-dire
xr = +7m/6.

> Résolution de I'équation v/6 + 4 cos®> x = 4 — 2 sinz sur |-, ).

> L’étude des coefficients justifie que les deux termes de 1’équation
sont définis et positifs pour tout z € R. Le début de la démonstration
s’effectue par des équivalences :
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644 cos’z=(4—2sinz)? =16 — 16 sinz + 4 sin®z > 0

<=6+4(1 —sin’z) =16 — 16 sinz + 4 sin’z

= —8sinz + 16 sinz — 6 =0
Seule la racine r = sin z comprise dans [—1, 1] convient :
—16+V162 -4x8x6 16+8 2+1

~16 16 2
. 1 T o
Slnl‘:§ xe{g,g}

Le raisonnement par équivalences aboutit exactement a I’ensemble des
solutions; il n’est pas nécessaire de vérifier que ces deux angles sont
effectivement des solutions.

r=sinz =

> Les fonctions sin 8, cos et tan 6 peuvent s’exprimer en fonction de
s =sinf ou de t = tan§ lorsque 6 €|—m/2, w/2].

> L’hypothese 0 € |—m/2, 7/2[ justifie d’une part que cosf > 0 et
d’autre part que sin # et tan § sont de méme signe :

Ogcos.@:—l—\/l—sinQH:\/1—52

sin 0 B s
cosf /11— g2

1 1
0 < cosf=—+Vcos® = =
= ©o8 o8 1+ tanZ6 1+ ¢2
t

V14 t2

> Simplification du produit suivant :
n
0
H cos (—) ouneN
9ok
k=0

> La simplification de ce produit repose sur sin(2a) = 2 sina cosa :

tan 6 =

sinf = tan 6 cosf =
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) cos (2572) -+ COS (g) cos 6

(2n9 2) .- COoS (g) cos b

— 2 (2n9—2> cos 2n9_2) .- cos (g) cos 6

- 2i3 s (2”9—3> cos 27?—3) - COs (g) cos 6

= 2— (%) Ccos (;) CcOos (g) cos 6

:% (§>COS(§) 0089:2insin0 cos@:sgl(ifle)
H cos (%) = Sin(26) si sin ( ) £0

on+l gin (29,1)

L’équation sin(6/2") = 0 est équivalente & 0 € 2"nZ et § = 2"pm ou
pEZ.

Si lentier p est pair alors le produit vaut 1 car tous les angles 6/ ok
sont des multiples de 27, si au contraire p est impair, alors les facteurs
sont 1 pour k>0 et —1 pour k=0 :

0
sin (2—n) =0<«<=0=2"pr oupceZ

H cos (2”p7r) = (—=1)P = cos(pm)
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