DEVOIR DU MERCREDI 16 AVRIL 2014

SOUS-ESPACES DE MATRICES

1- Les produits de matrices transposées vérifient t(M N) = U tar
Notons M = (mm-)i’j, N = (nm-)m et le produit P=MN = (pi,j)i,j

ces matrices de M, (R), et notons de méme M’ = (m; ;)i; = b,

N' = (nj;)ij = = N, P = 'P et Q = N'M'. Les indices i et j

appartiennent a [[1 n], et ainsi m; ; = my; et nj ; = nj;.

/
Pij = Z My k1,5 Pi; = Pji = Z mj kNk,i

n
! ! /
qij = Z N My 5 = Z Nk iMj ke = Z My kNki = Dy 5
k=1 k=1

k=1
Ainsi P/ = P = Q= UN UAL car ces matrices sont carrées d’ordre n
et ont les mémes coefficients.
La transposition est linéaire : t()\M + uN) = AM + N, et est
une involution de M, (R) : t(tM) = M. La matrice M + "M est
symétrique et la matrice M — UAL est antisymétrique :
YM + PM) =t 4 Yt = M+t M+tMes
b =ty =t -t = — (M- tar) M —tMeA
Les matrices produits YAL M et M M sont symétriques :
vy =tmttay =t tMMmes
Mt =ttt =Mt MtMes

2 - Vérifions que A et S sont des sous-espaces de M,,(R).

Par construction A C M,,(R) qui est un espace vectoriel. La matrice
nulle (0),, est antisymétrique car —(0),, = (0),, = t(O)n.
Vérifions que A est stable par combinaisons linéaires, pour cela soient
(\, ) ER? et (M,N)e A% :
COM + uN) =AM + PN = —AM — uN = —(AM + puN)
AM + uNeA
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Ces trois vérifications de la propriété caractéristique des sous-espaces
vectoriels justifient que A est un sous-espace de M,,(R).
La méthode est la méme pour S.
Par construction S C M, (R) qui est un espace vectoriel. La matrice
nulle (0),, est symétrique car (0), = t(O)n.
Vérifions que S est stable par combinaisons linéaires, ainsi soient
(A, p)eR? et (M, N)eS?:
‘=M 'N=N
YOM + uN) =AM+ 'N = AM + uN
MM 4+ uNeS
Ces trois vérifications justifient que S est un sous-espace de M, (R).
Soit M une matrice symétrique : bAf = M et m;; = mj;. La dé-
composition dans la base canonique aboutit au regroupement des
coefficients m; ; et m;; = m;; des matrices F;; et I;; de la base
canonique de M, (R) :

M = Z mi,jEm

1<ij<n
= Z mz,JE,J+Zmlz ii T Z mijEi
1<i<j<n n>z>j>1
= Y migEig+ Y myiBi+ meEl i
1<i<j<n n>i>j>1 i=1
n
= > migBi+ Y migEji+ Y miE
1<i<j<n 1<i<j<n i=1

échange des noms de indices 7 et j dans la deuxieme somme

n
= Y mi(Bij+Ej)+ Y miiEi
1<i<j<n i=1
Ainsi toute matrice symétrique se décompose sous la forme d’une
combinaison linéaire des matrices symétriques E,, + Fg, quand
1 <p < g < n et des matrices diagonales, donc symétriques E,, .
Notons Bs la concaténation des deux familles (E, ; + Eqp)1<p<q<n
et (Epp)i<p<n avec n(n —1)/2 +n = n(n+ 1)/2 matrices.
Les égalités précédentes démontrent S C Vect Bg, toutes les matrices
de Bs sont symétriques, ainsi Vect Bs C S.
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En conclusion Bg est une famille génératrice de S.
Montrons que cette famille de matrices est libre. Soit la combinaison
linéaire des matrices de Bg :

n
Z aiyj(Eiyj + Ejyi) + Z CLZ'J'EZ"Z‘ =M = (O)n
1<i<j<n i=1
AiIlSiij:ai’j:OSii<j0ui:jetmi7j:ajinOSiZ'>j.
Dans tous les cas les n(n + 1)/2 coefficients a; ; = 0 sont nuls. La
famille Bg est donc libre.

En conclusion la famille Bs est une base de S.

La méthode est similaire A. Soit M une matrice antisymétrique,
Cest-a-dire UM = —M et m;; = —m;;. Remarquons que dans ce
cas des matrices antisymétriques les termes diagonaux sont nécessai-
rement nuls : m; ; = —m,;; donc m;; = 0 dans R.

La décomposition dans la base canonique aboutit au regroupement
des coefficients m; ; et m;; = —m; ; des matrices E; ; et E;; de la
base canonique de M, (R) :

M = Z mm-EM

1<ij<n
n

= D, mBi+ ) miEii+ ) miE
1<i<j<n i=1 n>i>j>1

= > mygEig+ Y (-myi)Eiy
1<i<j<n n>i>j5>1

= E mi,jEi,j — E miijjyi = E mi,j(Ei,j - Ej,l)
1<i<j<n 1<j<i<n 1<i<j<n

Ainsi toute matrice antisymétrique se décompose sous la forme d’une
combinaison linéaire des matrices antisymétriques F, , — E, , quand
I<p<g<n.
Notons By la famille (E), ; — Ey p)i1<p<q<n avec n(n —1)/2 matrices.
Les égalités précédentes démontrent A C Vect B 4, toutes les matrices
de B4 sont antisymétriques, ainsi Vect B4 C A.
En conclusion B 4 est une famille génératrice de A.
Montrons que cette famille de matrices est libre. Soit la combinaison
linéaire des matrices de B4 :

> aig(Eiy— Ej) =M= (0

1<i<j<n
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Ainsi m; j = a;; = 0sii < j, et m;; = —a;; = 0sii > j. Dans tous
les cas les n(n — 1)/2 coefficients a; ; = 0 sont nuls. La famille B4
est donc libre.

En conclusion la famille B 4 est une base de A.

Soit M € ANS. Ainsi 'M = M = —M donc 2M = (0), et

1
M = =(0),, = (0),,. Donc le sous-espace intersection vérifie les deux

inclusions {(0),} € ANS C {(0),} et donc I'égalité ANS = {(0),}
des sous-espaces en somme directe.
Un argument de dimension évite de construire la décomposition sur
A @ S d’une matrice quelconque :
dim(A & S) =dim A+ dimS — dim(ANS)
_ ”(”2_ DI ”("; Y 0 n? — dim M, (R)
AdS c M, (R)
En conclusion 1’égalité des dimensions de l’espace vectoriel et du
sous-espace somme justifie 'égalité A & S = M, (R).
Les dimensions ont été calculées dans la question précédente :

dim A = 7”(”2_ D' dims— 7”(”; D)

Une autre possibilité pour démontrer que A et S sont des sous-
espaces vectoriels consiste a les exprimer comme noyaux d’applica-
tions linéaires :

MeS e M=M
= M-tM= 0)n,
e (Id./\/ln(R) —to)(M) = (O)n

<— Mce ker(IdMn (R) — to)

L’application Id g, (w) +% est une combinaison d’applications li-
néaires et est donc linéaire : S = ker(Id v, (w) —to).

De méme A est le noyau A = ker(Id vy, (r) +to).

1
L’application M §(M — ) est une combinaison linéaire des

applications Id y,, ) et by linéaires de M, (R) et est donc linéaire.
La composition suivante démontre p o p = p pour tout M € M,,(R).
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(0o p)(M) = p(=(M — EM)) = 2p(M) — ~p(*M)

2 2 2
= (300 = ) — (2 (s~ H(an)
:i(M_ M -t + b)) = 3(2M ~2"M)
1

=5 (M — *M) = p(M)

La vérification de ker p = S provient de ces équivalences :
M ekerp <= p(M) = (0),
1
= (M~ "M) = (0),
—M ="M
& MeS
Toute projection p sur E vérifie Imp = {uEE/p(u) = u} Ces

équivalences démontrent Imp = A :
Melmp <= pM)=M

<:>§(M—tM):M
= M-M=2M
—=M=-'M

— McA Imp=A

5 - Ces quatre matrices définissent la base canonique de My (R) la ma-

trice de ’application linéaire p dépend de 'ordre d’énumération re-

tenu :
10 0 0 01 0 0
BC_((O 0)’(1 0)’(0 0)’(0 1))
10\ (00\ (00
PAo o) 7 \o o) 7Plo 1
00\ (0 -1/2 01\ (0 1/2
P\1 o) \12 o Plo o) " \-1/2 o
La matrice de I'application linéaire p est d’ordre 4 car p€ L(M2(R))

et dim(Ms(R)) = 4. Les coefficients de la matrice sont colonne par
colonne les coordonnées des images des vecteurs de la base choisie :
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0 0 0 0
0 1/2 -1/2 0
mat(p, B,B) = | —1//2 1//2 0
0 0 0 0

MATRICES ET POLYNOMES

6 - Vérifions que la famille des trois colonnes B = (C1,Cs, C3) est libre

dans l'espace vectoriel R® de dimension trois. Soit la combinaison
linéaire de valeur le vecteur nul :

a+ 28+ 2y 0
a01+602+703: a—+y = 0
a+f 0

a=—y=— .
{oz+2,3 +72’y=€ donc —3a = 0, puis («, 5,7v) = (0,0,0)

La famille (C1, Cy, C3) est libre avec 3 vecteurs, et donc est une base
de R?.

7 - La matrice de passage Pg_,p de la base B a la base B’ est, colonne

par colonne, les coordonnées des vecteurs de B’ dans la base B :
n
!/
P=(pij)ij=Psop  uj=) piju
i=1

B:(u17u27"'7un) Bl:(“’&a“’éa"'?“’%)
Par construction P, .5 = M. La matrice de passage inverse Pp_,3.
demande de décomposer la base canonique Be = (Eq, s, E3) de R3
en fonction de B. Remarquons d’abord C7; — Cy — C3 = —3E]7.
1 1 1
EFi=—-Ci+ -Cy+ =C
R RCRIE B -1 2 2

2 1 1
Ey=C3—-2E,=-C,—-Co+=-C3 Pgsp.=5| 1 -2 1

. P N1 o1 -2

By =Cy—2E, = =C) + ~Cy — =
s =Ch 1 3C1+3(72 303

Le produit Pg._s5 Ps_sg. = 13 est une vérification possible.

8 - Le produit AP est un polyndéme, 'application ¢ est bien définie. La

distributivité de la multiplication et les régles de calcul usuelles dans
I'algebre R[X] justifient que 'application ¢ est linéaire :

P(AP + pQ) = AP + puQ) = NAP + pAQ = XA o(P) + pp(Q)
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La définition méme de I'ensemble A R[X] des multiples de A définit
Imep:
Imp = AR[X] = {AP / PeR[X]} = {QeR[X] / A | Q}

Tout espace vectoriel contient le vecteur nul : Ogx) € ker ¢. L’anneau
R[X] est integre : AP = Og[x) entraine que A ou P sont des poly-
nomes nuls. Ainsi A # Og[x] et AP = Og[x] entraine que P = 0, ces
deux inclusions justifient donc ker ¢ = {OR[ X]}-

L’application ¢ est donc injective. L’application ¢ n’est pas surjec-
tive car X" ¢ AR[X], et elle n’est donc pas bijectrive.

9 - Les notations de ’énoncé définissent ces égalités :
P=BM+R @Q=BN+S deg R < degB degS < degB

L’existence et I'unicité du reste de la division euclidienne de P par
B prouvent que I'application ¥ : P — R est bien définie.
Les opérations sur I’anneau des polynémes énoncent :
AP+ pu@Q =X(BM + R) + (BN + 5)
=B(AM + uN) + (AR + uS)
ET deg(AR + 1S) < max(deg(AR), deg(uS))
<max(deg R,deg S) < deg B
Ces deux propriétés démontrent que le reste de la combinaison li-
néaire AP + u@ est la combinaison linéaire AR + u.S' des restes. L’ap-
plication % est donc linéaire.
L’application ¢ n’est pas injective car ¢(B) = ¥ (Og[x]) = Or[x]-
L’application 1 n’est pas surjective car B ne peut pas étre, pour une
raison de degré, le reste de la division de P par B. L’application
n’est pas bijective.
Le polynéme P est dans le noyau ker v si et seulement si le reste de
P par B est nul, c’est-a-dire B | P :
kery) = {PeR[X] / B| P} = BRIX]  Imy = Ry[X]

La démonstration de Imvy = Ry[X] repose sur deux inclusion. Le
reste R de la division de P par B, par définition, vérifie deg R < 2 et
ReRy[X]. Ainsi Im1p C Ry[X]. Réciproquement si P € Ro[X] alors
P=0-B+PetP=R,donc Ry[X]| C Im.

10 - La composition d’endomorphismes ¢ o sur R[X] est une application
linéaire. En outre les images vérifient ces inclusions :
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Im(¢) 0 ) C Imep = Ry[X]
Im((¢ 0 @) /g, x)) € Im(¥ 0 ) C Imep = Ry[X]
Ainsi ¢ o p € L(R[X],Ra[X]). La restriction a un sous-espace d’une
application linéaire est linéaire, donc p € L(R2[X]). L'image de la
base canonique Be(1, X, X?) repose sur ces divisions euclidiennes :
B=X*+X-2
A=X?+X+1=0-B+A=0-B+X*+X+1
AX =X’ +X?+X=1-B+X*+2
AX? =X+ X34+ X?=(X+1)-B+ X +2
1
mat(p,Be,Bc)=(1 0 1| =M
110
11 - La matrice M de p est une matrice de passage, donc une ma-
trice inversible de GL3(R). Ainsi p € GL(R2[X]). Les colonnes de
M~! = Pg_,p. définissent les coordonnées des images par ,0_1 de la

base canonique de Ro[X], ainsi les deuxiémes et troisiemes colonnes
de M~

2 2
-1 2 2 P X) =5 - X 42X
1
Mt=2(1 -2 1 3 3 3
3 e 2 1. 2.,
1 1 -2 X =2_-x_Zx

12 - L’équation de Bezout AU+ BV =1 = X" se réécrit en AU = 1— BV
sous la forme d’une division euclidienne, et traduit p(U) = 1, ainsi

1
U=pYx% = 5(_1 + X + X?). Le calcul de V s’obtient par la

division euclidienne de 1 — AU par B :

1
1—AU:1—§(1+X+X2)(—1+X+X2)
1
:§(4—X2—2X3—X4)

1
:§(X3+X—2)(—X—2)+OZBV

vz%(_x_z)

Les calculs polynomiaux peuvent étre fait avec SAGE de cette fagon :
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sage: Pol= QQ[x]; PolA= Pol(x"2+x+1); PolB= Pol(x"3+x-2)
sage: PolU = Pol(-1/3+x/3+x72/3) ; 1-PolA*PolU
-1/3%x"4 - 2/3*xx"3 - 1/3*x"2 + 4/3
sage: ((1-PolA*PolU) 7% PolB, (1-PolA*PolU) // PolB
(0, -1/3*x - 2/3)

SERIE ET INTEGRALE

13 - La suite (Sy), des sommes partielles est croissante car définie par

1
sommes de termes positifs : Sj41 = S, + ———5 > S,. Cette suite

(n+1)2

est majorée, par comparaison avec une intégrale :
1 ko1

2<k<n:0< / dt
pour n: Z5) B
"1
Sn:kz::lﬁzurzl€2 _1+Z/ 1—dt—1+/ — dt
1 1

=1-—41=2--<2
n n

Le théoreme des suites croissante et majorée justifie que la suite
(Sn)n des sommes partielles converge vers une limite /€R :
5

Par ailleurs la minoration suivante minore cette limite :
k+1 1 1

pour2§k:§n:/k tdt§k2

1 noo kAt ntl 1 1
S =3 4> / —az/ Sdt=1-
Les deux termes de l'inégalité large ont une limite, donc la suite

(Sn)n converge vers £ > 1. La minoration précédente avec Sy = 5/4
est plus précise.

14 - Ces suites des sommes partielles sont notées T},, U, et V,, :
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N 11 2
N Z_: (2n)2 4 Z_: n2 N N TN
n=1 n=1
400 2 2
1 17 T
= lim Ty=- lim Sy=-— = —
22 (2n)2 " Notee PPN T A6 T
N 1
Uy = S -T
N Z:% 2nt 172 oN+1 — 4N
+o0o 2 2 2
1 ™ s s
— — lim U,= lim Sy— lim Ty=— — — = —
T;)(Qn—i—l)Q Nofeo T NN TN TG T 21 T8

La suite (San41)n est une suite extraite de (Sy)n et converge vers
la méme limite 72/6. La suite (Vy)n ci-dessous ajoute les termes
d’ordre pair et soustrait les termes d’ordre impair. Le plus grand
entier pair inférieur ou égal a N est 2| N/2], et le plus grand entier
impair inférieur ou égal a N est 2| (N — 1)/2] + 1. Ces deux suites
ne sont pas des suites extraites car les applications ¢(N) = |N/2]
et (V) = [(N —1)/2] ne sont pas strictement croissantes, mais les
limites infinies lim |N/2] = lim [(INV —1)/2] = +oo justifient
N—+o0 N—+o0

les limites de ces deux suites issues de (Tn)n et (Un)n

(=)
Vv =2 5= = Tivjay = Uiy
n=1
oo (Lp)n S B 2
= 1l = lim Ty— i == — = ——
2o Sy = i v e i U=t T T
15 - La fonction auxiliaire ¢ étudiée sur t€ R est la suivante :
N (=Dk!
t) =In(l+1¢)— —
plt) =I(1+ 1)~ >
k=1
1 2n 1 2n—1
/ k=1 k—1 k ik
) =—7 - (DT = —— = ) (-1)ft
1+¢ 1 1+¢ o
t]0 400
1 1— t2n t2n
=T = >0 )0 +
1+¢ 1+t 141t
o(t) [0+
2n (_1)k71
Ainsi p(t) > 0 pour tout teR, et Z L tF <In(1+1).
k=1
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16 - La formule de Taylor reste intégral demande les dérivées successives
deln(l1+¢t)ent=0:

f(t) =In(1 +1) f(0)=0
f(t) = 1#“ =(1+t)" f10) =1
() G jm = (=Ha+7 110 =-1
FO) = (1143)3 £'(0) =2!
100 ==y - o=
_1\4
FOt) = 21 i)t;l; f1(0) =41
P G O L A O 10) = (—1)"
£ = ator F10)=(=1)""(n—1)!
f(2n+2)(t) _ (—1)2n+1(2n + 1)' f/(o) _ —(2n + 1)]

(1 + t)2n+2
Le reste intégral est négatif, a cause de la puissance en (—1)
j — /t f(2n+2) (u) (t — u)2n+1

" Jo (2n+1)!

2n+1 r(k) Mk
f#) =In(L+1t) = f(0)+ Y W + I,
k=1 :

2n+1 .

du <0

2n+1  1\k—1 - 1 +k 2n+1  q\k—1
22(1) ](j 1)1t +In=2¢t’“+fn
k=1 ' k=1
2n+1 (_1)k71
In(l1+t) <y ~——1¢F car I, <0
k=1 k

17 - Les deux questions précédentes démontrent cet encadrement :

2n k—1 2n+1 k—1
—1 —1

> %tk<ln(1+t)< > %t’“

k=1 k=1

Apres quotient par ¢, les deux termes extrémes restent polynomiaux
en t, et le terme central se prolonge par continuité en 0 car cette
limite est la définition de la dérivée :
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In(1+¢) . In(14+¢)—Inl

lim ———~ = lim =ln'(1)=1/1=1
t—0 t t—0 t—0
N VLTS OB B oy O Vo g
> s < P
k=1 ¢ k=1

L’intégration sur [0, 1] aboutit & l'inégalité suivante :

/1§: (—1:1 1y — % (—1;1 /01 1 — i (—Z)jl

0 k=1 k=1 k=1
In(1+t¢
=—Va, < ( ; ) < —Vopqa
1 2n+1 (_1)]@71 2n+1 (_1)]@71 1 2n+1 (_1)]@71
SRS SO S T =
2
0 p= k k=1 k 0 =k

La suite (V},),, converge vers —2/12, donc l'intégrale de application
continue sur [0, 1], aprés prolongement par continuité implicite, est
indépendante de n de valeur 72 /12.

/1 In(1+¢) Q= m
0 t 12

18 - Une intégration par partie transforme l'intégrale suivante par déri-
vation de Int et intégration de 1/(1+1¢) :

1

LInt In(1+¢

/n—dt: Int -In(1+ 1) —/ I +b 4
n 1+t N h t

La limite en h = 0 de Inh - In(1 4 h) Noh Inh est nulle par les

t—
relations de comparaison usuelles. La limite s’en déduit :

Uin(1+¢ Uin(1+¢ 2
lim F(h) = — lim Mdt:—/ Mdt:_ﬂ_
h—0 h—0 Jp, t 0 t 12

h>0 h>0
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