SERIES NUMERIQUES

1 - Liens et notations entre séries et les suites :

e Définitions de la série E u, € RY : une suite définie par une somme,

n
N
de la valeur d’un terme Z u, € R des sommes partielles,
n=1
+oo
de la somme d’une série convergente Z U, = lim Z Uy -
0 N~>+oo

e toute série est la suite de ses sommes partielles : S, = Z U,

toute suite est une série de différences (uy ), = E Uy —Up—1 OU u_1 =0,
n

e Despace vectoriel des séries formelles KV,

le sous-espace C des séries convergentes,
+00
I’application Z Uy > Z un € L(C,R), par linéarité des limites,

n=0

2 - Propriétés directement issues des suites :

e condition nécessaire de convergence, critere trivial,

Zun converge —> lim wu, =0

n—-+00
n

lim S, =¢eR= lim S5,—-S,-1=¢(—¢=0

n—+oo n—+00
utilisation de la contraposée pour montrer qu’une série diverge,
e exemple, la série harmonique (H,,) diverge par la divergence
de la suite extraite (Han ),y :

neN*

2770 on
”_Z_ Honi1 — Hon = Z 222n+1:§
n>1 " k=2n+1

Hon—H = Z Hor —Hor—1> g donc g+1 < Hyn diverge vers 400
k=1
e exemple de série télescopique :

Z —— a calculer par décomposition en éléments simples.
=h nin—1)
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e toute série a terme général positif est croissante,
une série a termes positifs converge si et seulement si elle est majorée.

1
La série Z — converge par majoration :

n>1
Noq N 1
1Y —1r (1) <2
nz::lnz nz:;n(n—l) N

e si (ay), est une suite décroissante et de limite nulle, donc positive,
alors E (—1)" a,, est une série convergente,

n
les suites (S2y,)n et (S2p+1)n sont adjacentes, donc de méme limite,
ainsi la suite (S,,), converge vers la méme limite.

3 - Exemples de calcul de séries convergentes :

e série géométrique et dérivation des sommes partielles :

d Xn:k 1— gt 1 gl Z
pour |g| < 1: q" = = — q
k=0 1—q l=q¢ 1-q¢ =

n 1 n _ (n—l—l)q”(l—q)—Fq""‘1
kz::lek 1_(qu) 1—61) - (1-q)?

quk:qquk_l Zk‘q 1_ =
k=0 k=1 q
e série obtenue par la formule de Taylor reste intégral :
n (k) b bh— )"
Z / (a) (b _ a)k _ f(b) _ / f(n+1) (t)( ) dt
= k! @ n!

(=1)F1 (k- 1)!
(1+1¢)k

e A A
0
+

avec f(t) =1In(1+1¢) sur [0, 1] :f®) () =

1
I, </ 1—t)"dt =
i< [fa-prar=

1 k=1
400 +o00
_1 n 1 _1 n N
e sur le méme principe E # == (=)t
n=0 n: € n=0

4 - Criere de d’Alembert des séries a termes positifs :
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e lim u U, =4 <1 = Uy, CONVerge
nobeo n+1/ n zn: n g
o lim wupiq/u,=40>1= Z uy, diverge trivalement
n—-+oo n
o lim upi/up,=~0=1= Z uy ne permet pas de conclure

n~>+ n

— diverge et — converge.
> — diverg Z g

n>1 n>1

e preuve partir d’un certain rang N de la convergence,

U 1+7 17/ o U
ntl <g=——<1lpoure=—— >0, a1n51un7—xq”.
Uy, 2 2 q

5 - Théoremes de comparaisons des séries a termes positifs :
e Dans le cas 0 < u,, < v, pour tout n€N :

—+o00 —+o0
Zun converge :>Zvn converge ET 0 < Z Up < Z Uy < 00
n=0 n=0

E vy, diverge = E u, diverge, c’est-a-dire ne converge pas,

n n
démonstration par inégalité sur les sommes partielles,
e dans le cas ou 0 < u, < v, a partir d’'un certain rang N

E Uy converge —> E Upn, COnverge
n n

par le théoréme précédent sur les sommes a partir de IV,

e dans le cas ou u, = O (v,) et sont & valeurs positives,
n—+o0o

I(N,M)eNxR+ Vn>N wu, < Mo,

E Uy, converge — E v, converge
n n

par le théoréme précédent sur Mwv, a la place de v,.
e dans le cas ou u,, ~ v, et I'une est a valeurs positives,
n—-+0o0o

alors 'autre est positive a partir d’un certain rang et,

E Uy converge < E vy, converge

n n

léquivalence provient de u, = O (v,) et v, = O (uy),
n—-+oo n—+o0o

6 - Comparaison d’une intégrale Z f(n) et d’une série /f(t) dt

n
e cas d’une application f décroissante, positive et de limite nulle :
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n n—1
g+1 q+1 q q qg—1
0 Y s [ smasY fos [ rmds Y fm)
n=p+1 p n=p p—1 n=p—1

n

la suite des intégrales / f(t)dt et la série Z f(n) sont croissantes,
a n

il y a convergence si et seulement si elles sont majorées.

lim / f(t)dt converge < Z f(n) converge

n—+oo
n ~+o00
i < <
1

e la série de Riemann E — converge si et seulement si a > 1,
n
n

X . 1 1 . 1
a partir de / i dt, par exemple Xn: - diverge et Xn: 32 converge.

e sur le méme principe E converge si et seulement si o > 1,

o
s In%n
+oo
7 - La suite des restes R,, = Z uy de la série Z U, convergente,
k=n+1 n
R —1
équivalence — ~ —————— comparaison a l'intégrale.
q 2 Tl a D) COMP g
k=n-+1
8 - Exemples d’étude de convergence de séries :

e par des équivalents et des développements limités,
Z In(1+n"1) —n~! converge, Z In(1 4 n~Y2) — n=Y2 diverge.
n>1 n>1

9 - Cas des séries réelles et complexes :

e définition de ’absolue convergence, g |uy,| converge,
n
e ’absolue convergence entraine la convergence,

dans le cas réel 0 < |u|,, + up < 2|u,|,

dans le cas complexe |re(uy)| < |ul,, et |im(u,)| < |up|.
+oo (_1)71 +o00

la réci t f Vo m2et Y S =

a réciproque est fausse » - n2et

n=1
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