FONCTIONS USUELLES

Les variables a, b, ¢, =, y, 0, etc. de ce chapitre sont réelles, n € N
et pe.

Logarithme, exponentielle et puissance

Fonction logarithme

m [l existe une unique application dérivable In appelée logarithme
définie de RY dans R par ces deux conditions :

In: R} =R Inl1=0 VeeR, In'z=1/z

¢ La théorie de I'intégration prouve que I'application In : « — {71/t dt
vérifie ces deux propositions. D’autres constructions sont possibles.

0 Si les applications f et g vérifient ces propositions, alors la fonc-
tion auxiliaire f — g est de dérivée nulle sur I'intervalle R donc est

constante et de valeur 0 en 1. Ceci justifie 'unicité de 'application In :

(F=9)@) = f@)—gla) =3 -2 =0 F(1)=g(1) =0-0=0

m L’application In vérifie ces propriétés pour tout (z,y) ER’;2 :
In(zy) =Inz +1Iny In(1/z) = —Inz In(z?) =plnz
Inzr>0<=x>1 hr<0=0<z<1

¢ La preuve de la premiere de ces propriétés provient de ’étude de
la fonction auxilaire f : z — In(zy) — Inz qui est de dérivée nulle et
donc constante sur R, ; 'application = + In(zy) est la composée d'un

produit par la constante y et de ’application logarithme :

()= (In(zy)) — (Inz) =y xiy 1 -0

x
f)=lny—Inl=Iny
f(z)=In(zy) —Inz = f(1) =Iny In(zy) =lnz +Iny
o Cette égalité appliquée a y = 1/x justifie l'identité In(1/x) = —Inx.
Une récurrence démontre la propriété sur les puissances pour peN, et
I’étude de l'inverse étend cette égalité a p€Z.
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Le signe de la dérivée In"z = 1/2 > 0 indique les variations de In.

® Sila fonction f est croissante et définie sur un voisinage de 400, et
s'il existe une suite (x,), oy telle que la suite (f(xy)), oy diverge vers
400, alors 'application f admet une limite infinie en 4oc0.

¢ La premiére ligne correspond donc aux hypotheses, et la seconde est
la propriété & prouver :
lim f(z,) =400 VCeR INeN Vn>N f(z,) >C

n—-+00

lim f(z)=+co VYBeR JA€R Vo >A f(z)>B

Tr—+00
Soit B € R, I'hypotheése sur la suite appliquée a C = B justifie I'ex-
istence de N € N, vérifions par la croissance de 'application f que
A =z convient :
v>A=ay (@)= f(A) = flzn) > C = B

m Les limites de la fonction In sont les suivantes :

lim Inx=+oc0 Iim Inz= -0
T—>+00 r—0
) Inx ) z>0
Iim —=0 Iim z Inz=20
rx—+o00 I x—0
x>0

¢ Le tableau de variation prouve que In 2 > 0, donc la limite de la suite
In(2") = nln 2 est infinie ; par ailleurs 'application In est croissante. En
conclusion le lemme justifie la limite infinie de ’application In en +oo.

¢ La limite a droite en zéro de 'application In se déduit de la précé-
dente par composition des limites :
lim Inz =+o00

T—+00

= lim Inz = lim In(l/z) =— lim lnz=-c0
>0 T——+00 T—>+00
z—0

¢ Le calcul de la limite de (Inz)/2z peut étre obtenue a partir de celle
de e*/x démontrée dans le paragraphe suivant.

* L’application In est strictement croissante et bijective de R’ dans R.
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Application exponentielle

m Il existe une unique application dérivable exp appelée exponentielle
définie sur R qui est caractérisée par ces deux conditions :

exp: R — RL exp0 =1 VrzeR exp'z=expzx

m L’application exp est 'application réciproque de la fonction In; elle
est strictement croissante et bijective de R dans R .

0 L’application In : R}, — R est bijective et I'application réciproque
exp : R — R’ vérifie bien cette équation différentielle obtenue par
dérivation de I'application réciproque :

1
/
exp' x = = =expx
P In’(exp ) eX}) - P

exp0=-exp(lnl) =1

¢ L’unicité d’une telle application, notée f est due au fait que la fonc-
tion auxiliaire z — f(z)/expx est de dérivée nulle, constante et de
valeur 1 :

(J0)y_ fa) expe = 1@) ew's _ i) expa flo) exp

exp x (exp x)? (exp x)?
(@) f@)espr o) 1
(exp x)? exp0 1
m L’application exp vérifie ces propriétés :
1
exp(z +y) = expz expy exp(—z) =
exp x

expz >0 exp(pr) = (exp z)?

expr>1<=z>0 O<expr<l<=z<0

¢ La premiere égalité, appelée équation fonctionnelle vérifiée par 'ap-
plication exp, peut étre démontrée a partir des variations de la fonction
auxiliaire x — exp(z + y)/ exp x constante de valeur expy :

<exp(x + y))’ _ exp’(z +y) expx —exp(x + y) exp’ z -
exp x (exp x)?
exp(0 + y)
—————= =expy pour z =0
exp 0
¢ L’équation fonctionnelle de 'exponentielle appliquée a y = —x justi-
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fie ’égalité exp(—z) = 1/ exp x. La relation sur les puissances se déduit
par récurrence sur la méme équation fonctionnelle.

Les variations de I'application exp proviennent de celles de I'applica-
tion réciproque In.

m Les limites essentielles de I'application exp sont celles-ci :

lim expxz= 400 lim expx=0
r—+00 T——00

. exp x .

lim P _ 400 lim xexpz=20
T—+0co I T——00

¢ Le tableau de variation de I'application exp justifie que exp1 > 1.
D’une part ’application exp est croissante sur R et d’autre part la suite
(expn), oy = (exp1)™ diverge vers +o0. Le lemme précédent énonce

donc la limite lim expx = +o0.
r—r+00

L’égalité exp(—x) = 1/ exp z entraine alors lim expz = 0 par com-
Tr——00

position des limites.
¢ La suite (¢"/n), oy« a été étudiée dans le chapitre sur les limites
et diverge vers +oo des que ¢ > 1, par exemple si ¢ = expl > 1.
Par ailleurs Dlapplication expz /x est croissante sur [1, 4o00[ car
la dérivée est positive si x > 1. Le lemme précédent justifie donc
lim (expx)/x = +o0:

——+o00

expzr\’ expz(r—1
(Xp ) = *P (2 )20 sizz1
x x
La dermieére limite est obtenue par composition :
x 1
T expr = = — de limite 1/00 = 0 en —oo
exp(—) exp(—z)

—x

¢ Le calcul de la limite de Inx /x quand x tend vers +o0o se déduit de
la limite précédente par composition :

lim eXpu:—&—oo ET lim Inz = +o0
u—-+oo u r—+0c0
exp(l
gy SPn2) T
z—+o0  Inzx z—+oo Inx
|
— lim =L —9
r—+o00 X

La limite a droite en 0 de  In x se déduit de la précédente car dans ce

4 FMy le 22/9/2013



cas 1/z tend vers +oo :

In(1/x)
1/x

zlnx =— de limite 0 a droite en 0
* Les applications In : R} ~— R et exp : R — R sont donc bijectives
et réciproques 'une de 'autre :

VzeR In(expx) == VeeR, exp(lnz)==x

o La constante de Néper e est définie par expl = e, c’est-a-dire
Ine =1.

x Il est aussi possible de définir 'application exp a partir de ces lim-
ites :

nxk

expr = lim (14 x/n)" expr = lim Zk'

n—+o0o n—-+oo

Fonction puissance

e Des que z €RY, expression 2 = exp(a In x) généralise la définition
des puissances a partir des produits pour a €Z et celle des racines pour
1/aeN*. Ainsi e /2 = 1/\/e et ¢* = exp(a Ine) = expa.

m La puissance vérifie ces propriétés pour tout (x,y) GRiQ :

Iaya — (xy)a l,axb — a+b (Ia)b _ xab
1

=z 2 =1 1°=1 — =z
Ta

0 Ces égalités proviennent directement des propriétés des exponen-
tielles :
z%y*=exp(a Inzx) exp(a Iny) = exp(a Inz + a Iny)
=exp(a(lnz +1Iny)) = exp(a In(zy)) = (xy)*
exp(a Inx) exp(b Inz) = exp(a Inx + b Inx)
(
(

exp((a 4 b) Inz) = z27°
exp(0 x Inz) =exp0 =1 1 =exp(a xInl) =exp0 =1

*x Un passage a la limite en 0 justifie la convention 0 = 0 lorsque
a > 0.

* Le sens de variation de la fonction z +— x® dépend de a :
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x| 0 1 400 | (2%) = az®! sauf pour a =0

a<0|+o0 N1\, 0 |casdel’hyperboley=2"1=1/x

a=0| 1 —1— 1 |la fonction constante 2° =1
0<a<1l| 0 1/ +oo|delaforme de \/z = z'/?

a=1| 0 1/ 4oo|la fonction identité 2! =

l<a| 0 A1, 40 |delaforme dune parabole y = x

2

Cette application est strictement croissante pour a > 0, et de dérivée
nulle en 0 des que a > 1.

x L’application x — x® est appelée puissance et application z — a®
pour a > 0 est appelée exponentielle :

2% = (exp(a Inz)) = < exp(a Inz) = azd™? sia#0
(%) p — exp

(a®) = (exp(z Ina)) =Ina exp(a Inz) =Inaa” sia>0

Fonctions trigonométriques

Le chapitre trigonométrie récapitule les propriétés des fonctions sin,
cos et tan ; celui sur les complexes détaille les méthodes de linéarisation
et de développement.

Fonctions trigonométriques réciproques

m Larestriction de 'application sin a [—7/2, 7 /2] est strictement crois-
sante, a valeurs dans [—1, 1] et dérivable, elle est donc bijective ; 'ap-
plication réciproque est notée arcsin, est dérivable sur |—1, 1] et est
impaire :

arcsin : [—1, 1] — [-7/2, 7/2] o 1 -

x — arcsin aresi o= Vi—22 ~

m La restriction de l’application cos a [0, 7] est strictement décrois-
sante, a valeurs dans [—1, 1] et dérivable, elle est donc bijective ; 'ap-
plication réciproque est notée arccos et est dérivable sur |—1, 1] :

arccos : [—1, 1] — [0, 7] arccos' F — — —— < _1
T —> arccos x V1—a2

m La restriction de Papplication tan a |—7/2, /2] est strictement
croissante, a valeurs dans R et dérivable, elle est donc bijective ; I’ap-
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plication réciproque est notée arctan, est dérivable et est impaire :
arctan : R — |—m/2, 7/2[ ,

arctan’ T =

x — arctan z 1422

€10, 1]

¢ Les dérivées de ces applications réciproques sont celles-ci :

1 1 1
!/
arccos T = =— =—
cos’ (arccos ) sin(arccos x) /1 — cos?(arccos x)
1
- car arccosz €0, 7
—— 1o, |
, 1 1 1
arcsin’ r = — , = : =
sin’(arcsinz)  cos(arcsin x) \/ 1 — sin?(arcsin x)
1
R — car arcsinz € |—7w /2, w/2
i fom/
, 1 1 1
arctan’ r = =

tan’(arctan x) T 1y tan®(arctanx) 14 a2

m Les fonctions de trigonométrie réciproque vérifient ces identités :

arcsin x + arccos z = pour z€[—1, 1]

0 —m/2 siz <0 r 2ER*
send = +7/2 six >0 pour &

¢ Ces égalités peuvent étre établies par dérivation et valeur en un
point de ces fonctions sur leurs intervalles de définition.
La premiére application est continue sur le segment [—1, 1] et dériv-
able sur |—1, 1], et la seconde est définie sur les intervalles |—oo, 0] et
10, +o0f :

f(z) = arcsin x + arccos x f(0)=m/2

arctan x + arctan (%) =

1 1
"(z — =0 sur [—1,1
f@)= == J=1, 1]
g(z) = arctan z + arctan(1/z) g(£l) = +m/2
1 —1 1 1 1
d(z)= =0 sur R*

1+x2+ﬁ1+(%)2:1+z2_z2+1

* Ces égalités se limitent aux intervalles précisés :
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Vxzel-1,1] cos(arccosx)=x ET sin(arcsinz) = x

)=
Vazel0, n] arccos(cosz)=x
Veel|-n/2, m/2] arcsin(sinz)=x
VzeR tan(arctanz) =z
)=

Veze|-n/2, /2] arctan(tanz

x Ces propriétés illustrent la résolution d’équations trigonométriques :
tanz =a € R ET z € |-n/2, /2] <= z = arctana
sine =a €[-1,1] ET z € [-7/2, 1/2] <= z = arcsina
cosx =a € [-1,1] ET z € [0, 7] <= x = arccosa

* De facon immédiate 'argument # d’un nombre complexe z € C de
partie réelle = # 0 et de partie imaginaire y € R vérifie tan = y/z :

arctan(y/x) siz >0

arg z = arctan(y/x) =7 si z < 0 en fonction du signe de y

i
—sgny siz=0

2
> L’angle moitié permet de déterminer directement ’argument d’un
nombre complexe z€ C\ R_ :

arg z = § = 2 arctan (—y ) €
x+\r? +y?
> La méthode suivante exprime tan(6/2) ot # = arg z en fonction des
parties réelles et imaginaires de z.
r=rez y=imz 6 =argz

z . Y
cosf) = ———= Sin ) = ————
/2 +y2 /2 +y2
tan (Q) _ sm(g) _ sin(5) cc;s(ﬁ) __sinf
2/ cos(s) cos?(5) cosf+1

Y
argz= 0 = 2 arctan ( ——————) € ™
& (:n + V2 + y2> ] |
Cette égalité est définie par une seule formule sur C\R_ contrairement
a la précédente qui distingue selon les signes de x et de y.
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Fonctions hyperboliques

e Les fonctions de trigonométrie hyperbolique sont définies & partir de
I’exponentielle par des formules comparables aux formules d’Euler :

L L e T et _ T
hy = ——— inhy = ———
cosh x 5 sinh x 5
sinh z e2r — 1 1—e 2@
tanhx = = = el-1,1
AT = oshz | 2@ +1 1+4e 2= ] [
m Les propriétés sont les suivantes :
T ‘ —00 0 400 ‘
coshz = sinh’ x | +00 + 1 + 400 cosh’ z = sinh x
sinhz =cosh’'z | —00o 7~ 0 4+ +oo sinh’ x = cosh
cosh z 4o N+ 1 T+ 40
1 < coshzx sinh x < cosh x cosh?z —sinh?z = 1
1
tanh’'z = 1 — tanh’z = ——— €0, 1|
cosh” x

. sinh z . cosh z 1

lim = lim =

z—+oo ex z—+oo e 2

inh
lim tanhz = lim SWRT 1
T—+00 r—+o00 cosh x

La fonction cosh est paire; les fonctions sinh et tanh sont impaires.

* Les propriétés de 'exponentielle complexe justifient ces égalités :
sinz = —isinh(iz) cos z = cosh(iz) tanxz = —i tanh(iz)

sinhx = —isin(iz) cosh 2 = cos(ix) tanhz = —i tan(iz)

¢ Le chapitre sur les nombres complexes énonce sans les démontrer
les propriétés de 'exponentielle complexe. Elles sont appliquées ici

associée aux égalités i2 = —1et 1/i = —i :
) eix_efia: ) eix_efia: o )
sing=———=—1———— = —1i sinh(iz)
2i 2
er 4 e % efi(ix) +ei(ix) )
coshx = 5 = 5 = cos(ix)

x Ces égalités permettent en particulier d’énoncer les identités remar-
quables de trigonométrie hyperbolique :
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cos’x +sinz=1 cosh?z —sinh?z =1

sinh(2z) = 2 sinh x cosh z
cosh(2z) = 2 cosh?z — 1

sin(2x) = 2 sinz cosx

cos(2x) =2 cos® x — 1

=cos?z —sin’z = cosh? z + sinh? z
=1-2sin’z =142 sinh’z
2tan 2tanh x
tan(2r) = ———— tanh(2z) = ————
1—tan“z 1+ tanh” x
Une autre démonstration possible consiste a remplacer les fonctions de
+x

trigonométrie hyperbolique par leur définition en e™*.

> L’expression des fonctions trigonométriques sin z, cos x et tan z sous
la forme de fractions rationnelles dépendant de t = tan(x/2) s’adapte
aux fonctions hyperboliques :

2 1+t2 2
g oshe=1—5 BEENE

t = tanh (%) sinhz =

> La démonstration commence par le développement de sinh(2u),
cosh(2u) et tanh(2u) :
sinh(2u) = —1i sin(2iu) = —21i sin(iu) cos(iu) = 2 sinhu coshu
cosh(2u) = cos(2iu) = cos?(iu) — sin®(iu)

= cosh?u — i2sinh? u = cosh? u + sinh?u

_ sinh(2u) W _ 2 tanhu coshu
tanh(2u) = = %2, 2
cosh(2u) 700811(: ;;;;lsh u 1 + tanh®u
2t
tanhr = ——
anh x e
| tonh2ue 1 — sinhZu _ cosh? u —Zs.inh2 u_ 1 i
cosh” u cosh” u cosh” u
cosh? u = ;2
1 — tanh“u
2 14 t2
coshr=——1= +
1—¢2 1—t2

2t 1 —1t2 2t
sinh x = tanh z coshz = 21 e = T

x Ces égalités sont comparables, aux signes pres, a celles obtenues
pour les fonctions trigonométriques.

10 FMy le 22/9/2013



Tableau récapitulatif des dérivées +00= lim sinhz = lim coshz

T—>+00 T—>+00
m Ce formulaire récapitule les dérivées des fonctions usuelles : . = . b . . e’
, R i ’ o = lim ¢* = lim 2°= lim Inz= lim —
a’'=0 ou a€eR représente 'application constante T—>r+00 T—r+00 T—r+00 T—+o0 T
Inx
m’:(ml)lzl Ozlin%)xlnx: lin%)xb: hI}_l — = lim ze”
T— T— T—+00 I T——00
1 = ]' sur R* x>0 x>0
T
, lim tanx= +oo lim arctanz = —
exp z = (e ) =expx sur R e )2 Lo 2
<r/2
=1= 0 .
(@ ) lim tanhz=1
() = az® sur R ou R* pour aeN* ou a€Z* T=+00
sur Ry ou RY} poura >1oua<1 m La définition méme des dérivées énoncent ces limites :
zy\ x . sinzx . tanz ~ sinhxz . tanhz . Inx
(@) =Inaa pour a >0 et ZER 1 =Ilim = lim = lim = lim = lim
sin’ £ = cos & sur R z—0 X z—0 X z—0 T z—0 x z—=1lx —1
arcsin x arctan
cos'z= —sinzx sur R =lim ——— = lim ——
z—0 X z—0 X
tan’z =1+ tan’z = 5 pour x € /2 + 7 1_1, 1—Cosx_1, coshz — 1
cosT 2 250 22 an0 a2
sinh’ z = cosh x sur R
cosh’ z = sinh x sur R ¢ Cette limite est celle de la dérivée de la fonction In en 1 :
1 Inx Inz—Inl o , 1
P 1 2. _ = de limite In'1 = — = 1.
tanh’ x = 1 — tanh :U_coshQ:U sur R r—1 z—1 1
1 1—cosx 1
s ! . . . . .
arcsin’' = —— sur |—1, 1] m La fonction cos vérifie cette limite en 0 : lim ——— = —.
V1-—x2 z—0 x2 2
arccos o — — 1 sur |1, 1] ¢ La démonstration repose sur l'’encadrement de cosx démontré a
V1 — 22 ’ I’aide de fonctions auxiliaires dans le chapitre précédent :
1 x? 2?2zt x? 2?2zt
arctan’ z = sur R l1-—<cosz <1 ——+ — —>1—cosx > — — —
1+ 22 2 2 24 2 2 24
1 x2<1—cosx<l d ¢ 1a limit tl
, . . o e - — — — par encadrement la limite commune est —
Tableau récapitulatif des limites usuelles 2 24 22 2 P 2

m Les études des fonctions usuelles prouvent ces limites si a > 1 et
b>0:
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Exemples de simplifications

x Les exemples suivants exploitent les principales méthodes existant
pour simplifier des expressions contenant ces fonctions usuelles. L’une
de ces méthodes consiste a simplifier la dérivée f’ de la fonction étudiée
pour exprimer f plus simplement sur chaque intervalle ou elle est
définie. Une autre opére des changements de variables.

> L’étude d’une fonction auxiliaire montre 1’égalité suivante :

1
| arctan(sinh x)| = arccos ( A )
cosh z

> L’application f est définie sur R, continue sur R, paire et dérivable
sur R*; sa dérivée est calculée sur R :

f(z) = | arctan(sinh x)| — arccos ( 1 )

cosh x
sinh(—z) = —sinhx arctan(—u) = — arctan u f(=x) = f(z)
1 — sinh z
()= ————— coshz + our x >0
S 1 +sinh?2 1 1 cosh? x P
cosh” x
_ coshx n cosh x — sinhz
~ cosh’z  \/cosh?z — 1 cosh’z
1 coshz sinhz 1 r
~ coshz |sinhz| cosh?z coshx  coshz

L’application f est donc constante sur I'intervalle R , et f est continue
en 0, donc f est constante sur R, , et par parité, f est constante sur
R.

En outre f(0) = arctan0 — arccos 1 = 0 — 0 = 0. L’égalité recherchée
est due au fait que I'application f est nulle sur R.

> La méthode de changement de variables permet aussi de prouver

Pégalité précédente |arctan(sinhx)| = arccos(1/coshz), d’abord si
z>0:
6 = arctan(sinh z) € [0, 7/2[ tanf = sinhz > 0
1 1 1
0 < cosf= +Vcos? 0 =

V1+tan20 /1+sinhlz coshz

1
arccos(cos 9):arccos( o )
cosh z

= 0 = arctan(sinh x) pour z > 0
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Un argument de parité prouve 1’égalité recherchée pour x < 0.
p - 1 3y

> Preuve de y = 5 arctan (?> + 2 arctan (%> =7

> Cette démonstration comporte deux étapes, calculer tany et en-

cadrer y. la méthode est générale et s’adapte a la simplification de

nombreuses expressions en arctan.

La premiere étape repose sur la formule d’addition de la fonction tan :

1 2 7
tan (2 arctan (?» =71_ % =51
1 oo 336
tan (4 arctan (;)) = — ;ng = @
1, 336
=+ 5= 2879
tan(5 arctan(1/7)) = L—22L- =
— = 5 3353
3\y o 237
tan (2 arctan (ED = % = 3116
2879 237
gara T 2i0s T
_ 3353 " 3116 __
tany= " g =1 ye L
3353 3116
La seconde effectue ces encadrements :

1 1
0< 7% < - < 7 = 0 < arctan(3/79) < arctan(1/7) < %

0 < 2 arctan(3/79) < g

5 o
ETO0 < 5 arctan(1/7) < 3
= 0< <7_7T<5_7T
V5% S

= y€]0, T /6]
La prise en compte de ces deux conditions aboutit & y = 7/4 :

ye 10, 7r/6[N % L

T b 9m 3m  Tmw T
_]0’ 7ﬁ/6[m{17I’Z7 )_Z)_Zv"'} - {Z}

> Cette égalité se démontre a partir de 'exponentielle :
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(1 + tanhm)" 1+ tanh(nx)
1 —tanhz/ 1 — tanh(nx)

> Ces fractions rationnelles s’expriment donc a 'aide de I’exponen-
tielle :

n

1+ 555
(o) = () -GS =

z+e—z

—nx

1+ tanh(nz) 1+ % W 2e"®
1 —tanh(nz) ] — €¥=e " — 2¢—nz

e’ fe—NT

2nx

> Ces deux expressions se simplifient successivement par récurrence :

n
tan S, S, = Z arctan (%) pour n > 2
= 2k

> Les premieéres valeurs de tan S,, sont les suivantes :
1
tan S7 = tan (arctan (5)) =

+ 10 2

DN
ool

_ 11 15 3

) 2/3+1/18 @ 3
1-2/3x1/18 52 4

Les égalités ci-dessous démontrent par récurrence tan S, = n/(n + 1)

déja vérifiée si n€{0,1,2} :

1
2
tan Sy = tan (Sl + arctan ( ))
5)

tan S3 = tan (Sg + arctan (

n 1
tanS + 2( +1) e+l + 2(n+1)2
tan Sp41 = = -
1—tanSn>< 2(n+1)2 1—W
C 2n(n+ D)+ D)(n+1)  (2n®+2n+1)(n+1)
N 2n+1)3 —n 23 4-6n245n+2

C(n+)@2n*+2n+1) n+1
S (n+2)2n2+2n+1) n+2
En conclusion tan S, =n/(n+ 1) et S, €arctan(n/(n + 1)) + 7Z.

> Ces encadrements pour n€{1,2} justifient S, = arctan(n/(n+1))
pour les deux premiers termes :

0 < 51 = arctan (%) ST 0<8-8 zarctan(%) <X
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1
0< Sy = (SQ — Sl) + 57 = S1 + arctan (g) <
3
ET Sy €arctan (Z> + w7

NN

3
— Sy = arctan (Z>
Ces encadrements prouvent S,, = arctan(n/(n + 1)) par récurrence :

0 <S5, = arctan (L> <

n+1/ 7 4
1 T
0 S Sn+1 — Sn = arctan (m) S Z
1
0 S Sn+1 = (Sn+1 - Sn) + Sn = Sn -+ arctan (m) S g

ET Sp+1 €arctan (%) + 77
n

= Sp41 = arctan (n i 1)
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