PRIMITIVES ET INTEGRALES

Ce chapitre énumere les principales propriétés des primitives et des
intégrales, et décrit certaines de leurs méthodes de calculs. La con-
struction de l’intégrale d’une application continue sur un segment, son
interprétation géométrique et ’existence des primitives des applications
continues font par ailleurs l’objet d’un chapitre d’analyse.

Les fonctions réelles étudiées dans ce chapitre sont, sauf exception,
définies et continues sur un intervalle I ni vide ni réduit a un point,
(a,b,c)eI?, N\€R et neN. En outre la notation [a, b] suppose a < b.

Définitions des primitives et des intégrales

Définition des primitives

e Une primitive d’une application f sur un intervalle I est une appli-
cation F dérivable telle que F' = f; elle est aussi notée [ f ou [f(t)dt

m Lorsque l'application F' est une primitive de f sur l'intervalle I,
toutes les primitives se déduisent les unes des autres par une constante
additive. L’ensemble de ces primitives est {F + X / AeR}.

¢ Toute primitive F de f vérifie cette égalité, la dérivée est nulle sur
I'intervalle I et cette différence est donc une constante. Ainsi I’ensem-
ble P des primitives de f vérifie cette inclusion :

FeP tel (F—F)Y{t)=F(@t)—F'({t)=f{t)—f{t)=0
(3XER Viel (F-F)t)=)\) F=F+)\
PC{F+X/)XeR}
Les regles usuelles de dérivation démontrent ’inclusion réciproque :
(F+N(t)=ft)+0=f(t) (F+N'=f
{F+X/XeR}CP

* Ce chapitre admet que toute application continue sur un intervalle
posséde une primitive.
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Définition des intégrales par les primitives

e L’intégrale de a a b d’une application f de primitive F' est définie
par la différence F'(b) — F(a), est indépendante de la primitive F de f
choisie, et est aussi notée a 1’aide du symbole [

F(b /f t)dt = /f
(/ J(t)dt) =(F(x)—F(a))’=f(x)

* La variable, souvent ¢ ou x, associée a la primitive est appelée vari-
able muette et n’intervient pas sur la valeur de I'intégrale, comme les
indices dans les produits ou les sommes discrétes : [ f(t)dt = [ f(z)dz

¢ La cohérence de cette définition est vérifiée en justifiant que la valeur
de l'intégrale est indépendante du choix de la primitive de f.

Si les applications F' et F sont des primitives de f, le théoreme précé-
dent justifie I'existence d’une constante A\ vérifiant F=F+\:

F) - Fla) = (F + )0) ~ (F + X)(a) = F)) - Flo) = [ ()t

* La notation de l'intégrale [ f f(t) dt suppose que l'application f est
définie sur le segment [a, b].

Autre présentation de l’intégrale

% Une autre définition de I'intégrale [ (f f(x) dx correspond a la mesure
algébrique de la surface — ou aire — délimitée par le graphe de f,
les droites verticales d’abscisse a et b et ’axe horizontal, d’équations
y=f(x),z=a,z=bet y=0.

x Ce principe est a la base de la construction des intégrales, justifie
I’existence des primitives des applications continues et relie les notions
d’intégrales et de primitives.

¢ Ces remarques font I'objet du chapitre d’analyse de construction de
l'intégrale sur un segment.

* Réciproquement une primitive de f peut donc étre définie a partir
d’une intégrale de l'application f continue sur [a, b] :
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ola) = [ Cft)dt=F(z) - Fla)  ¢(2) = f(z) — 0 = f(x)

L’existence d’une primitive F' de f est due a la continuité de f.
Les primitives F' et ¢ = F — F(a) différent de la constante —F'(a).

Intégrales et dérivées

% Si l'application f€C'(I,R) — c’est-a-dire est une application dériv-
able de dérivée continue sur I — alors, la définition des primitives
justifie que f est une primitive de f’ :

/ "pwdt = 1) - f(a)

D’une certaine maniere le calcul de primitive est la transformation
inverse de celle des dérivées.

* La notation [ f/(x)dx = f(x) est abusive méme si elle est employée.
De facon plus précise, toutes les primitives de I’application f’ sont de
la forme [f'(x)dz = f(z) + A sur lintervalle I.

s Les dérivées des applications z et 2% sont 2’ = 1 et (2?)’ = 2z, ainsi :

b b
/1dx:$ /1dt:/1d:v:b—a

2
/ rdxr= % / tdx = at car la variable d’intégration est x

> Déterminer les dérivées de 'application G lorsque les applications
@ et ¢ sont dérivables a valeurs dans [ :

¥(x)
F@) = [f@)de G = [T f0d = F() - Few)

o(x)

> L’application G est une application composée, d’ou cette dérivée :
Fl(z)=f(z)  G'(2) = f(2)) ¥ (z) — f(e(@) ¢'(2)

x Ces calculs d’intégrales et de primitives se limitent aux fonctions
définies sur des intervalles, par exemple —1/x est une primitive de
1/2? sur les deux intervalles R* =]—oc, 0[ et R*. =]0, +ocl.

La notion de primitive sur R* qui n’est pas un intervalle n’est pas
définie.

Lintégrale [!, 1/t dt n’est pas définie.
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Intégration en certains points de discontinuité

o Si lapplication f a un nombre fini de discontinuités, et si la re-
striction a chaque sous-intervalle ouvert sur lequel f est continue se
prolonge par continuité aux deux extrémités de ces sous-intervalles,
alors I'application f est appelée continue par morceaux.

o L’intégrale d’une application continue par morceaux sur un segment
est la somme des intégrales des fonctions continues prolongées sur
chaque sous-segment ; la valeur de la fonction aux points de discon-
tinuité n’intervient pas dans le calcul de l'intégrale.

> Intégration sur [—1, 2] et [a, b] de I'application sgn discontinue en 0 :
-1 siz <0
sgnx = { 0 siz=0
1 siz>0

> La restriction a RY de I'application sgn se prolonge par continuité
sur R par 'application constante 1, et la restriction & R* se prolonge
par continuité sur R_ par I'application constante —1 :

1 0 1
/ sgntdt:/ —1dt+/ 1dt = -1
-2 -2 0

> Dans le cas général quatre cas sont a prévoir en fonction des signes :

b b
a>0 b>0 /Sgntdt:/ ldt=b—a
ab ao b
a<0 b>0 /Sgntdt:/ Sgntdt+/ sgntdt
0
ao ab
:/ (—1)dt+/ 1dt =a+b
a 0
b b
a<0 b<O0 /sgntdt:/(—l)dt:a—b
ab a() b
a>0 b<0 /sgntdt:/ 1dt+/(—1)dt:—a—b
a a 0
b

Dans les quatre cas :/ sgntdt = |b| — |a]
a

L’intégrale ne dépend pas de la valeur sgn 0.

x L’intégrale de la fonction sgn fait intervenir la valeur absolue. La
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valeur absolue n’est pas dérivable en 0 et n’est pas une primitive de
I’application sgn sur R : L’application sgn est intégrable sur tout seg-
ment et n’a pas de primitive.

Cas des applications complexes

o La primitive d’une application h de I dans C est définie par inté-
gration de ses parties réelles et imaginaires :

/ h(t) dt — / (reh)(£) dt + i / (im )(¢) dt

*x Les propriétés des dérivées et des primitives des applications a
valeurs réelles s’adaptent aux applications a valeurs complexes. Elles
permettent généralement de calculer directement de telles intégrales
sans effectuer de décomposition en partie réelle et partie imaginaire.

Propriétés élémentaires des intégrales
* L’intégrale est linéaire, additive et positive.

*x Les démonstrations suivantes sont faites par des primitives pour des
applications continues.

L’extension de ces trois propriétés de base aux applications continues
par morceaux s’effectue par la relation de Chasles — présentée a propos
de 'additivité — appliquée a chaque sous-intervalle o les restrictions
de ces applications sont continues.

Linéarité de ’intégrale
m Ces égalités traduisent la linéarité de 'intégrale :

b b b
[ rw+gwa= [ swas [ g
a a a
b b
/ M() dE = )\/ F(6) dt
a a
¢ Pour des applications continues, les propriétés précédentes découlent
directement de l'existence des primitives F' et G de f et de g, et des

propriétés des applications dérivables. Les applications F' + G et AF
sont des primitives de f 4+ g et Af :
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(F+G) =F +G' =f+g (AFY =\F' = \f

[ 10 +s0a = 7+ 6)0) - (7 + G)a)

‘ b b
— F(b) — F(a) + G(b) — Ga) = / () de + / g(z) dz

[ 3t = O)E) - ) = AEG) ~ Fla) =2 [ sar

Additivité de l’intégrale ou relation de Chasles

m La relation de Chasles énonce la propriété d’additivité de l'intégrale,
les derniéres égalités en sont deux conséquences :

/abf(x)dx—i—/bcf(x)dx:/acf(x)dx
/aaf(x)dx —0 /baf(x)dx _ —/abf(x)dx
¢ Les preuves associées a la relation de Chasles sont immédiates :
/: F(t)di + /b F(t)dt= F(b) — F(a) + F(c) — F(b)
~ Pl -Fl)= [ s
/aa F(t)dt = F(a) — F(a) = 0
[ 1= £ o) - @) = ~(F(@) - FOo) = - [ st

Positivité de l’intégrale

m La propriété suivante est connue sous le nom de positivité de I'inté-
grale sur un intervalle non vide [a, b] :

b
(Vtela, b] f(t)>0) :>/ F(t)dt >0

0 Si l'application f = F’ est positive sur I'intervalle [a, b] alors 'ap-
plication primitive F' croissante :

F(b) > F(a) /ab F(H)dt = F(b) — F(a) >0 dés que a < b
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m Ces propriétés en sont les conséquences directes :

wecla ) S0 <gw)= [ far< [ g

al< [l

(Vt€la, b m< f(t) < M)= m(b—a) < /bf(t)dt<M(b—a)

¢ Les propriétés de linéarité et de positivité appliquées a g — f démon-

trent la premiére implication :
b b b
0<gt) - f() 0= [ g~ f)at= [ gyt~ [ o)

/abf(t)dtg/abg(t)dt

¢ La seconde inégalité applique I'inégalité précédente a I'encadrement

des valeurs absolues :
b b b
- [rolacs [rwacs [l

—If@OI < f(t) < |f(@)]
/bf(t)dt‘ < /b |f(t)|dt sur le principe —u <v <u <= |v| <u

¢ L’application f est encadrée par les deux applications constantes de
valeurs m et M, ainsi la premiere inégalité appliquée a ’encadrement
m < f(t) < M termine la démonstration par | f mdt =m(b— a).

x Le dernier encadrement est souvent associé au fait que toute appli-
cation continue sur un segment est bornée :

m—tl[nfbf =inf {f(t) / t€a, b} ER

m<M= sup f(t)eR=sup{f(t)/tela, b} R
t€a, b

Intégrales des applications a valeurs complexes

o L’intégrale d’une application h : [a, ] — C a valeurs complexes
vérifie ces mémes propriétés de linéarité, d’additivité et de positivité.
Le module |h(t)| des applications a valeurs complexes remplace la
valeur absolue |f(¢)| des applications réelles :
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/abh(t) dt‘ < /ab|h(t)|dt

¢ Les preuves de la linéarité et de 'additivité de ces intégrales provi-
ennent des mémes propriétés sur les applications réelles appliquées aux
parties réelles et imaginaires. La preuve des inégalités sur le module
est plus complexe.

Transformations d’intégrales

Intégration par parties

m L’intégration par parties correpond a cette égalité valable pour
toutes les applications f et g de classe C! sur [a, b] :

/f dt=| /f
avec [f(t)g(t )]a: f(b)g(b) — f(a)g(a)

¢ La preuve repose sur la dérivée d’un produit d’applications.
La dérivée de cette fonction auxiliaire ¢ est nulle sur I'intervalle [a, b] :

= [ rod s [ £g0d - @) o)

W(l‘)—f(x) "(z) + f'(2) g )—(f(l’)g(x))'zo
P(a)=—f(a)g(a) = 1(b) car v est constante sur [a, b].

* L’intégration par partie des primitives est souvent notée ainsi :
[ 1@ = s@9) - [ 11
> Une intégration par parties permet de calculer cette primitive :
Inz
/ —-dz
x2

> L’intégration par partie qui dérive I'application In détermine cette
primitive définie sur R*.

f@)y=mz  fllo)== @)= g@)=-=
Inz Inx /—1 Inz 1 Inx+1
—dg=——-| =dz=——— - =—
2 x 2 x x x
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Changement de variables

m Lorsque Papplication ¢ est de classe C! de [a, b] dans lintervalle .J
et que lapplication f est continue sur J, le théoréeme de changement
de variable dans l'intégrale énonce cette égalité :

b »(b)

[Gop@e@de=[" "ty

a w(a)
¢ La preuve repose sur la dérivée d’une application composée.
La dérivée de cette fonction auxiliaire ¢ est nulle sur 'intervalle [a, b] :

@) = [(Fepmema- [

©(a)
V(@)= (fop)(a)¢'(z) — flp(2) @' (2) =0 ¥(a) =0=1(b)

*x L’exemple suivant illustre d’abord 'application directe de la formule
de changement de variable puis la notation la plus souvent employée :

2 ) 2 4
/ 2ze” do = / e @) o (z)da = / e Vdy=1—e1
0

0 0
premiére possibilité :  f(t) = e o(x) = 2 o' (z) = 2z
d
deuxiéme possibilité : y=a> y'(z) = y(@) =2z dy = 2z dx

dx

* Tout changement de variables doit simultanément changer les trois
éléments caractérisant I'intégrale : le terme a intégrer, les bornes de
I'intégrale et 1’élément différentiel « d ».

Les deux rédactions possibles appliquent ce principe méme si les
présentations sont différentes.

*x L’exemple ci-dessous illustre la rédaction habituelle des changements
de variables des primitives. Les bornes sont omises, mais le résultat
final doit dépendre de la variable initiale.

> Un changement de variable simplifie la primitive suivante :

[ Fara

> Le changement de variable t = /z remplace la racine par x et
transforme 1+ 2 en 1+t :

1
t::\/E dt = 5:7§(j$ dr = 2tdt
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1 1 ot
/\/5(1+x)dx:/t(l+t2) X2tdt:/t(1+t2)dt

2
= / T dt = 2 arctant = 2 arctan \/x

Meéthodes de calcul

Primitives usuelles
m Les primitives des polynomes a coefficients (aj);_, sont connues :

/(kz:)akxk) dx:zn%ak(/wkdx> _ Xn:kc:,jlxkﬂ

k= k=0

* Une définition possible de la fonction In est cette intégrale sur R :

|
/ —dt=Inz sur RY
1t

m Une primitive de 1/z est In |z| sur R} et RY :
1
/— dz = In|z| sur R* et R’
x

¢ L’application composée x +— In(—z) est définie et dérivable sur R* :

1 1
In(—z)'= — x (=1) = = sur R*
—x x
Inz' = 1 sur R
= *

1
In|z|'== sur R* et R}
T

m Les primitives des fractions rationnelles réelles de premiere espéece
dépendent de leur ordre, elles sont définies sur tout intervalle ne con-
tenant pas leur pole :

1
/ de=1In|z — 7|

xr—T

1 —1 .
/(x—r)ndx_(n—l)(x—r)”_l sz

m Les primitives de ces fractions rationnelles sont définies pour n > 2 :
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1 x In(z? +1)
/mdx:arctanw /x2+1d$: 5
T

/ T4 In |22 — 1] / -1
€Tr= r = —
2?2 — 1 2 (22 +1) 2n —1)(22 £ 1)"*

1 1/2 1/2 In|1 —In|l —
JEL NV N T W B B
1 — 22 142 1—=x 2

1 1
=3 ln‘1 i—i sur |—oo, —1[, ]—1, 1[ et ]1, +o0[

m Les primitives suivantes se calculent par récurrence a ’aide de cette
intégration par parties qui exprime I,,; en fonction de I, lorsque
n>1:

1
In:/mdﬂl Il = arctanx

I B 22 +1
n— ( +1 l’ n+1

= | ———zxdr+ / ——dzx
/($2+1)n+1 $2+1)n+1

—x
Y
2n(z? + 1)" /2nm2+1) SR
i +I_n+ln+1 In+1: ° +2n_1In

T @+ )" 2n m(zZ+1)" ' 2n

*x La méthode consiste donc a exprimer [I,, en fonction de Iy, et
appliquer ainsi l'intégration par partie :
1 _ 2?2 +1 x? _ T

= —r X ——
@2+ (22 1)t R N r R T

T _ i(#)’
(z2 + )7L 2p \(22 + 1)7
Primitives des fractions rationnelles

*x Les calculs des primitives des fractions rationnelles exploitent les
décompositions en éléments simples présentées dans le chapitre d’al-
gebre sur les fractions rationnelles. Ces transformations généralise celle
précédemment utilisée qui transforme un produit au dénominateur en
une somme de fractions plus simples :
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1 1 @t /2-(@-1)/2 12 1)2
2—1 (z—D(x+1)  (z-D+1) -1 z+1

Primitives contenant la fonction exponentielle

m Lorsque a # 0, le changement de variable y = ¢ simplifie le calcul
des primitives des fractions rationnelles en e**

* Cet exemple illustre la méthode :

dy
= =e" dy =" dx de = —=
/ 1+ ez / 1+y y Y Y Y

—/———dy—ln|y|—ln|l+y|:x—ln(l—l—ez)

L’application ¢ du changement de variable et ’application intégrée f

sont celles-ci :

b wD-y 11
f(y)_y(y+1)_ yy+1) oy y+1 o)

e = [ o= [

~ [ #w)dy =1nly| ~In[1+y]
=In(e’) —In(l1+€*) =2z —In(1 +€")

> Des transformations algébriques peuvent intervenir avant d’appli-
quer cette méthode :

e2x 6:1;/2 e3T
/ez—ldx /71_6z/3dx /71_62:/:(1%

> Le changement de variable y = e” dans la premicre intégrale
aboutit & une fraction rationnelle en y car e** = (%)% = 72, et
dy = e*dx :
2x z\2
e d
/ dx:/(e) dx = v il /—dy
e? —1 e? —1 -1y y—1

—14+1 1
_/y + y:/l+—1dy:y+ln|y—l|:ez+ln|e$—l|
y_

> La méthode est la méme pour la seconde primitive, a partir
du changement de variable y = /6, ¢? /3, o /2 et
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dy = e®/%dx /6

e%/2 y3 6 dy y2
1—eo/3 " /1—y2 Yy /1—y2 Y

2_1+4+1
:Wudy:(ﬁ/_l_

—_ ———d - Injy—1|+3n|y+1
6y — 3/ . Y 6y —3In|y | +3In|y + 1]

=3(In(e®/% +1) —ln|e$/6— 1| —2¢%/9)

d
1%

> Un changement de variables raméne cette primitive a la précédente :

/ / v = 6x
1 —629” “6/)1 —ev/3 dv=6dz

x Cette méthode concerne les fractions dépendant uniquement d’ex-
ponentielle, et non les expressions avec par exemple des puissances et
des exponentielles comme dans ’exemple suivant qui peuvent se traiter
par des intégrations par parties :

> Déterminer /xe_xdrv et /:U2 e *dzx.

> La méthode repose sur une intégration par partie qui diminue le
degré de la puissance de x :

/:Ue*xdx: [—xe*x] —/—e*xdx: —:U@fx—l-/e*xdx

= —ge ¥ a:+1)
/erfxdac:[—a:eI 2/ —ze ¥dr = —a2%e” —1—2/3:69”
—(z2 42z +2)e

Primitives contenant des fonctions trigonométriques

x Ces trois cas particuliers de primitives mettent en évidence un
changement de variable évident :
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pour y = sinx et dy = cosxdx

/f(sinx)cosxdx:/f(y)dy

/f(cosx)sinxdx:—/f(y)dy pour y = cosx et dy = —sinx dx

d d
/f(tan x) a; = /f(y) dy pour y = tanx et dy = a;
cos? x cos? x

> Des transformations simples comme sin(2x) = 2sinz cosx ou

cos® x = 1 —sin? x peuvent faire apparaitre un changement de variable

évident :
. 3 .
2
/cos3xdx /wdx
2+ sinx

> Ces manipulations trigonométriques permette de supprimer les
fonctions trigonométriques a ’aide d’un changement de variables :

/COSSdeJ:/(1—sin2x)cosxdx y =sinz dy = cosz dz

3 i3

sin® 2 sin (2x) sin® z
/— _2/ cos zdx
2+s1n:n 2+sinz
y .

_9 =sinx dy = cosxdz
y+2 ’ ’
y4+2y3_2y3_4y2+4y2+8y—8y—16+16

=92 dy

y+2

_2/ 2u° + 4 8+ 16 d
Yy’ —2y* + 4y — yr2 Y

4
_Sln2 z -3 sin®x +4 sin?x — 16 sinz + 32 In(sinx + 2)

> Par ailleurs la linéarisation des polynomes trigonométriques aboutit
simplement aux primitives recherchées :

/ cos? x dx / cost zdz

4 2

> La linéarisation de cos™ x applique deux fois celle de cos” x :
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/c0s2 rdp— / cos(2z) +1 do — sin(2z) I

2 4 2
2 cos(4x)+1 9 2 1
/cos%vdxz/%dx:/ 2 +4COS( ©) + dz
[ cos(4w)+4 cos(2x)+3 . sin(4w) sin(2z) 3z
- / 8 Qo= Ty Ty

m Plus généralement la regle de Bioche suggere 'un de ces changements
de variables dans [g(z)dz en fonction des invariants de la fraction
rationnelle g en sinz et cosz :
g(—x)= —g(x) par le changement de variable y= cosz
g(m —x)= —g(x) par le changement de variable y=sinz
glx +7m)=g(x) par le changement de variable y=tanx

m Les primitives [¢(z) dz ne pouvant étre calculées par I'un de ces trois
changements de variables peuvent 1’étre par le changement de variable
suivant qui aboutit & des fractions rationnelles de degré élevé :

1+t 2
t = tan(z/2) dt= 5 dz dz = e dt
) 2t 1—t2 2t
s1nac:—1+t2 cos:z:—1+t2 tanmzl_t2

> Déterminer les primitives suivantes :

1 1 1
—d —d —d
/3—|—cosx o /3—cosx o /2—|—cosx o

> Aucune des trois régles de Bioche ne convient, le changement de
variable a appliquer correspond donc a t = tan(z/2) :

/ 1 q / 1 2dt 14+t2 2dt / 2 &
- €T = = =
34 cosx 3+ig 1+12 4412 1+t 244
t t 2
= arctan <§> = arctan (%)

> Un changement de variable transforme la deuxiéme primitive en la
premiere :
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1 1 tan(y/2) r=y+m
——dr = | ——— dy = arctan (————
/3—cosx v /3+cosy y = arctan ( ) dz=dy
tan(x/2 — 7/2)

2

=arctan ( ) = —arctan (

1
2 tan(x/2))

m 1 s
=arctan (2 tan(z/2)) — B a partir de arctan u + arctan (—) =3
u
Une primitive étant définie & une constante additive pres, le terme en
—7/2 peut étre omis.

> La méthode est la méme pour la primitive suivante :

/ 1 d / 1 2dt 14+t 2dt / 2 "
_— €Tr= fr = _
2+ cosx 24 1L 142 341214 ¢2 2 +3
t 2
_ 2 arctan (%) 2 arctan (%)

= = F €T
7 7 (x)
* Un changement de variables dans une intégrale sur un segment peut
aboutir a une limite de primitive en +oo.
Une rédaction possible consiste dans ce cas a calculer d’abord une
primitive avant justifier les passages a la limite pour obtenir I'intégrale.

> Déterminer I'intégrale ci-dessous :

& 1
[ —
0 24+ cosx

> Le changement de variable précédent ¢ = tan(z/2) est valable sur
[0, 7[ et n’est pas licite en z = m. Cependant Iapplication intégrée est
définie et continue sur R, et donc sur le segment [0, 7]. Par ailleurs
I’application F' se prolonge par continuité a gauche en w. La valeur de
I'intégrale sur [0, 7] est donc la limite de I’application F' prolongée par
continuité :

i 1 a 1
/ ——dx= lim/ —dzx

0 2+4+cosz a=m Jo 24 cosx

a<m

2 arctan (tan\(%/ 2) )

= lim — =

SR V3 V3

a<m

La premiere limite est justifiée car I'intégrale sur [0, 7] d’une appli-
cation continue sur R est dérivable en m, donc continue en 7 ; I’égal-
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ité intervenant dans la seconde limite provient du calcul de primitive
précédent valable sur tout segment [0, a] C [0, 7].

x L’application F' n’est pas une primitive sur les intervalles contenant
7w car I’ n’est pas continue en 7; ses limites a gauche et a droite sont
+r/ V3.

Calculer directement l'intégrale sur [0, 27] par F(2r) — F(0) = 0
aboutit a un résultat grossierement faux; la fonction intégrée est con-
tinue a valeurs strictement positives, et donc son intégrale est stricte-
ment positive et ne peut pas étre nulle.

> Les intégrales suivantes découlent de la précédente :

/0 dx r dw /” dx /27r dx
_r2+cosx T 2-+cosx _r2+4+cosx 0 2+cosx
> La parité et la périodicité de l'application intégrée justifient
ces égalités par les changements de variables linéaires * = —y et
rT=z4+2m:

0 1 q -1 q /” 1 d s
_— €Tr = _— = _— = —
_x24cosx 2+ cos(—y) y 0 2+ cosy Y V3

2 1 0 1 T
—  dz= d :/ - da=
x 24 coszx v —x 2+ cos(z + 2m) & 12+ cosz & V3

@ 1 0 s
—dx= 7dx+/ —dz = —
_x24cosx _x2+4coszx 0 2+4coszc V3
27 1 T 1 27 1 2
/ —dx= ——dxz + 7&75:—7r
0o 2+cosz 0 2+cosx r 2-4+coszx 3

> Déterminer la primitive suivante :

[o@da gt) =

2 sinx + cosx

cos z(sin? z + sinz cos x + 2 cos? )

> L’absence de simplification de g(—x) et de g(m — z) indiquent que
les changements de variables y = cosz et y = sinx de Bioche ne
conviennent pas. L’égalité g(z + 7) = g(x) désigne le changement de
variable y = tan x :
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/ 2 sinx + cosx d d dx
xr =
cos z( Y

sin? z + sinx cosx + 2 cos? ) cos? x
2 sinz4cosx
B cos dx _ 2tanx + 1 dx
cos z(sin? x+sm:1;cos 42 cos? ) cos?2 tan? r +tanz + 2 cos?zx
cos3 x

2 1
:/yzii;ﬁdyzln(yz‘Fy%‘z) Zln(tan2x+tanx+2)

Primitives contenant des fonctions hyperboliques

m Une premiere possibilité adapte les méthodes appliquées pour les
fonctions de trigonométrie circulaire, d’ou ces changements de vari-
ables :

/f(sinhx) coshxdx:/f(y) dy
/f(coshx)sinhxdx:/f(y)d

/f(tanhx)dixz:/f(y)dy y = tanh z et dy:diac2
cosh” z cosh” z

y = sinhz et dy = cosh z dx

y = coshx et dy = sinhzdz

m Une seconde méthode consiste a transformer les fonctions de

trigonométrie hyperbolique en expressions dépendant de e* et de
et =1/e".

* Adapter la méthode ¢t = tan(x/2) des fonctions trigonométriques en
appliquant le changement de variable t = tanh(z/2) n’est généralement
pas judicieux :

t= tanh(z/2) dt 1_t2d dz= —>_at
= 11 s —
a. X 2 X X 1—t2
2 1+¢2 2
sinhz = [ coshz = 1i_t2 tanhxz = e

> Déterminer ces deux primitives :
sinh z

e R |
2 + cosh x o /2+coshx v

> Le changement de variable trigonométrique y = coshx simplifie
directement la premiere intégrale :
sinh

2T coshz / ;= In(2 +coshz)  dy =sinhzdz
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> L’absence de changement de variable trigonométrique évident sug-
¢re le changement de variables y = €* et dy = e*dx :

1 1 2
2+ coshx 24_% 44 eT Lo

_ / 2e” de — / 2 dy
€2 + 4e” + 1 y?+4y +1
Cette derniere primitive d’une fraction rationnelle fait intervenir une
décomposition en éléments simples ol z =y + 2 :
YAy +1=(y+2)? -3
2 2 VB 13
y2+4y+1 22-3 z—\/g_ z+/3
_v3 1/v3
S yt2-V3 y+2+43

La primitive s’en déduit :
1 V3 1 1
/7dx:—/ - dy
2+ coshx 3 y+2—vV3 y+2+3
V3 ‘y+2—\/§ V3. et +2-1/3
=—h|l—— :—ln<7)
y+2+v3] 3 T \er 4243

3

Primitives contenant des radicaux du premier degré

m Les expressions rationnelles dépendant de x et de vazx + b se sim-
plifient en des fractions rationnelles par le changement de variable
suivant :

=+axr+b a:—yQ_b d —de da:—2—yd
v= o« y_2\/ax+b a 4

> Ces exemples illustrent la méthode des radicaux du premier degré :
/ 1 d / 1+v1+4+2z d
——dz ———dzx
1+vV2 -2 1+

> Le premier changement de variable est y = /2 —x :
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y=+v2—-zx r=2—1y° dr = -2y dy
1 1 2
/1+\/2—x T3y vy = [ -2y

=2In(l+v2—2)—-2y2—-=z

Cette primitive est définie pour x < 2 mais le changement de variables

est valide pour y > 0 et = < 2 afin que toutes ces expressions soient

dérivables. La continuité de 'expression finale en x = 2 justifie ensuite
les calculs d’intégrales dont I'une des bornes est en 2.

> Le second changement de variable est y =z + 1 et z =y> — 1 :
1++/1 1 2
/ﬂdx: ;73/ % 2ydy:/—dy
1+ (y>2—1)y y—1
=2Injy—1|=2In|yI+z—1]
Cette primitive est définie sur]—1, 0] et RY.
* Les changements de variables avec y = p(x) et dy = ¢'(x)dz, ou

r = (y) et dz = ¢'(y) dy aboutissent au méme résultat dés que les
fonctions ¢ et 1 sont réciproques l'une de l'autre :

, 1 . ’ _dy 1 _i
WS ge =l ST T oy T B
1 1
dy = ¢/ (z)dz = ——d dz =¢/(y)dy = ——d
y=¢ (z)dx oy T=vy)dy @) "

La dérivée (f~1) = 1/f o f~1 de Papplication réciproque de f en
donne la raison.

* Par exemple le changement de variables y = \/z et dy = dz/(2\/x)
est équivalent au changement de variables z = y? et dz = 2ydy.

Il en est de méme pour les changements de variables y = ¢*, dy = e*dux,
x=1Iny et dz =dy/y.

Exemples avec des radicaux du second degré

> Certaines des primitives en v/1 + 2° peuvent s’exprimer sous une
forme trigonométrique par I'intermédiaire de radicaux :

/mdx

> La premiere primitive définie sur [—1, 1] repose sur le changement
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de variable x = sint :

/\/1—x2dx x =sinte[—1, 1] t =arcsinz € [—n/2, 7/2]

2t 1
:/\/cos2t costdt:/cos?tdt:/%dt car cost > 0

_sin(2t) ¢t  sin(2 arcsinz) = arcsinz
4 2 4 2
sin(arcsin x) cos(arcsinz) arcsinz V1 —2? arcsinz
2 2 2 2
L’égalité sin(arcsinz) = z est vérifiée pour tout = € [—1, 1] et I’hy-
pothese t€[—m/2, w / 2] justifient les simplifications effectuées :

0< Vieos’t = +cost = cos(arcsinzx) = +V1 — z?

> Ces primitives de radicaux du second degré peuvent étre obtenue
autrement que par le changement de variables trigonométriques :

> La premiere primitive est par définition celle de la fonction arcsin ;
le changement de variable y = 22 est judicieux pour les autres primi-
tives :

[ =
/mﬂdx— /de__(l—?))?’/z__7(1—§2)3/2
/L;—ﬂdf”:/iﬂ_z—ﬁxdxﬁ/?d

dxr = arcsinz

22 1
= 2;2 ZdZ—/de:/m_f'le

/2 1/2 1 jz—1
_ 1dz = = 1
/z—l o 1+ P 1‘+z
S KVl | NN T
2 \/1— 11
1 1-Vi—a?
——1n(7$)+ 1— 22
2 14+ V1 —22
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Tableau récapitulatif

m Ce tableau récapitule les principales primitives; par définition, une
primitive [ f de f n’est calculée que sur un intervalle ou I'application
f est bien définie et n’est connue qu’a une constante additive pres :

zotl 1
/madx: .11 Pow aceR\ {-1} /;dx:1n|x|
/ln|x|dx:xln|x|—x /ezdx:ez

/sinxdx: —Ccosx

/cosxdx: sinx

/ sinh x dx = cosh x / cosh x dx = sinh x

1 1
/ 5 dr=tanz /ﬁdx:tanhx
cos® T cosh”x

1 1
/mdx:arctanx /ﬁdx:arcsinx
/tanxdx:/Smxdx:—ln|cosx|

COS T

1
/ dx:/céswdx:1n|sinx|
tan sin

inh
/tanhxdx: / ST gp = In(cosh x)

cosh z

1 cosh z .
/ tanhx dz= / S'nh dz = In|sinh z|
/ — cos x B 1
sin? x N sin x  tanz

1 cosh:n 1
dx = ——— ) dz = —
/ sinh? e / ( sinh x ) o tanh x

¢ Une intégration par partie détermine la primitive de In :

1
/ln|x|dx:/1xln|x|dx:xxln|x|—/xx—dx:xln|x|—x
x

¢ Une partie de ces primitives correspond au tableau des dérivées; les
autres sont obtenues par un changement de variables d’une fonction
trigonométrique comme y = sinx ou y = cosh x.

x L’ensemble de définition de la fonction x — x% et de la primitive
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Jx*dx dépend de la valeur de a, si a€N, a€Z ou a > 0.
Autres propriétés

Intégrales des applications continues et positives

m L’intégrale f; f d’une application f positive, continue et non iden-

tiquement nulle sur un intervalle [a, b] vérifiant a < b est strictement
positive :

fe€C([a, b],R)

ET (Viela b f(t)> o / F(6)dt >0

ET (3uela, b] f(u) >

* Par contraposée, une application positive et continue sur un segment

ni vide ni réduit & un point est nulle dés que son intégrale vaut zéro :
feC(la, b, R)

ET (Vtela, b] f(t) >0)

b = (Vtela, b] f(t)=0)
ET/ F(£)dt =0

¢ Dans le cadre d’une application f continue sur le segment ni vide ni
réduit & un point [a, b] et a valeurs positives, le théoréme précédent et
sa contraposée se réécrivent ainsi :

b
(Fuela, b f(u)>0):>/f(t)dt>0
NON (/bf(t)dt> 0) = (Vtela, b NON(f(t) >0))

/bf(t)dt — 0= (Vie[a, b] f(t)=0)

La derniére implication reprend la précédente en tenant compte de
I’hypothese générale d’une application f a valeurs positive.

* Cette propriété relative aux applications continues et celle de posi-
tivité de lintégrale ne se déduisent pas 'une de I’autre; I'une énonce
une inégalité stricte, et 'autre une inégalité large. Seule la propriété
générale de positivité s’applique a la fonction caractéristique xg qui
est une application continue par morceaux :
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X()IR—>R

1
x»—>{0 S%x;éO /_IXO(x)dx:()
1 siz=0

Formule de Taylor avec reste intégral

s Lorsque Iapplication f est de classe C" !

dérivant £ (¢) justifie cette égalité :

n—1
[ O

une intégration par parties

(n—1)!
= [L ;‘t) (®)] + / FOD @) at
_ (b ;'a) f(n)( ) /a ;'t) f(n+1)( )dt

m La formule de Taylor avec reste intégral énonce cette égalité pour
toute application f est de classe C"*! entre a et b :

1) = @)+ 3 L 0y 4 [P OZD” g g
k=1 ’ @

n!

x La formule de Taylor pour n = 0 correspond a la définition de la
primitive d’une dérivée :

s0 =@+ [ roa

x La formule de Taylor est symétrique, et valable dans les deux cas
a < bet b < a.Dans un cas l'intervalle d’étude est [a, b] et dans l'autre
b, a].

¢ La preuve par récurrence repose sur les intégrations par parties de
la remarque initiale. La formule est vérifiée a I'ordre O :

s0) =@+ [ roa

La formule a I'ordre n découle de celle a ’ordre n — 1 par la remarque
initiale :
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= k:‘ n—l

n—1 N
=t + Y P )

k=1 ’

—_ )" b _+\n
+ (b n'a) f(n)( )+ ) (bn't) f(n+1)(t)dt
b

- +Z P ey + [ e a

> La formule de Taylor avec reste intégral appliquée sur [0, a] permet
d’encadrer e® pour tout a > 0.

> L’encadrement 1 < ¢! < e du au fait que I'application exp est

croissante aboutit a ’encadrement du reste intégral de la formule de
Taylor :

exp t = expt exp®0=¢e"=1 pour tout k€N

n k (k) a _ \n
I i +/ (a=t)" exp<n+1> + dt
0

o | |
=0 k! n!

= Z o / tdt > Z minore e

n a n
/ai(a_t)netdt</ai(a_t)neadt:ea _(a—t) i -4 et
0 n! 0 n! (n+1)! 0 (n+1)!
n n+1 a n+1 n k
Za e 1 a ' eaSZa—'
= k! n—l—l) (n+1)! = k!

- (n+1)!
2:: *(n—l—l'—a”"‘lzk'

x Si par exemple ¢ = 1 encadrement précédent pour n = 10 aboutit
& DPapproximation 2, 7182818 < e < 2,7182819 &4 107 prés.

Comme la suite (a”+1)n€N est négligeable devant la suite ((n + 1)!),, oy
lorsque n tend vers +o00, 'encadrement précédent peut étre aussi précis
que possible pour toute valeur donnée de a > 0; pour cela il suffit de
choisir « n assez grand ».
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x Certains encadrements prouvés par ’étude de fonctions auxiliaires
peuvent aussi ’étre plus directement la formule de Taylor avec reste
intégral.

> L’étude d'une fonction auxiliaire prouve 1+ a 4 a?/2 < e®

> La fonction auxiliaire est la différence des deux termes :

x 0 +00
o®(z) =¢* >0 1 +
¢ (x) =e" -1 0 /7 4+ +4o0
Jr)=e"—1—x 0 7+ +oo
2
(p(x):ex—l—x—% 0 7 + +oo

x L’égalité de Taylor avec reste intégral est aussi valable pour les ap-
plications a valeurs complexes.

o Si la valeur absolue de la dérivée successive | £V (¢)| est majorée
par M entre a et b alors la somme de Taylor est une approximation de
f(b) majorée ainsi :

|b o a|n+1

‘f( - (f(a) Ei: L 09 ))‘ MET

* La valeur absolue regroupe les cas a < bet b < a.

Cn+1

* La dérivée f ("H)(t) d’une application de classe est continue

donc bornée sur le segment I délimité par a et par b :
M =sup |f" ()] = sup{|f(”+1)(t)| / tEI} eRy convient.
tel

¢ Les majorations du reste aboutissent au résultat dans le cas a < b :

b(h— ) b(b—t)
/ (b—1) f(”+1)(t)dt S/ %U("H)(tﬂdt carb—t>0

n!
b _ n
g/ (b ‘t) M dt

n:
b _ 4\n _ #\nt+1l_p
SM/ (b=t dt:M[—w}
a 7’L' (7’L+ 1)' a
- (b— a)n+1
- (n+1)
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La méthode est similaire aux signes pres lorsque b < a.

Inégalité de Cauchy-Schwarz

m Toutes les applications f et g continues par morceaux sur un segment
[a, b] ou @ < b vérifient I'inégalité de Cauchy-Schwarz ci-dessous :

(/abf(t)g(t)dt>2 < (/abf2(t)dt> x (/abg2(t)dt>
' t)dt‘g\//abe(t)dtx\//ang(t)dt

x L’inégalité de Cauchy-Scharz relie donc par une inégalité les produits
d’intégrales et les intégrales de produits.

x L’inégalité de Cauchy-Schwarz des intégrales n’est pas sans lien avec
les inégalités de produits scalaires rencontrés en géométrie :

[ s at < \//be(t) d x Wl’g%) at

u- v <|lul[[v]] = Vu-ux Voo
Le chapitre espaces euclidien en algebre linéaire précise les raisons de
Panalogie de ces deux inégalités.

¢ Cette inégalité provient du discriminant négatif d’un polynéme du
second degré de variable A qui est a valeurs positives :

Oé/ab()\f(t)—l—g(t))th
) A+ </b92(t)dt)

b b
:(/ f2(t)dt) /\2+2</ ft)g(t)dt
b 2 b b
A:4(</ f(t)g(t)dt> —(/ f2(t)dt> (/ g2<t>dt>) <0

L’inégalité de Cauchy est aussi valable si le coefficient de A? est nul.

> L’inégalité de Cauchy aboutit & ces propriétés pour des applications
f:[00,1] = Ret g:[0, 1] = R% continues par morceaux :
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/o1 F (1) dt < /01 e 1< (/olg(t)dt) : (/01 ﬁdt)

> Ces deux inégalités de produits et radicaux d’intégrales sont les
inégalités de Cauchy-Schwarz appliquées dans ces cas :

FOI= 7@ <1 [f@OF = F20) g(x) x

/|f |dt<\//f dt\// 1dt = \//f
[ < (Lo) < ([ )

Autres exemples de primitives

=1

1
V(@)

Primitives presque usuelles

* Ces primitives découlent directement des dérivées usuelles :

2 13/2 1

1 1 1
/ﬁdx—‘; /ﬁdx:v—xz
/7W \/.’E + /x\/x + dx— 3

Changement de variables affines

* Un changement de variables affines simplifie ces primitives pour

a#0:
1 _ n+1
/ dx:ln|x—a| /(w—a)”dx:%
T —a

n+1
1 .
/ ln lax + 1] /cos(a:n) dz= sin(az)
axr + 1 a a

* Ces factorisations aboutissent par le changement de variables
x = ay a des primitives connues :
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1 1 1 t
/ i 2dx:/ ] 2ady:/% ! qy = AT an(x/a)
¢ +a (ay)®> +a a’y* +1 a

| Gt

/a 1 d
=7 /9w
la] V1 —y?
/ x In(z? + a?)

. T
= arcsin (—)
|a

_ €Tr =
z2 + a? 2
X

1
/a”:dx:/e“nadw:l—e“n“:la— pour a > 0
na na

Primitives calculées par récurrence

> Une série d’intégrations par parties permet, en dérivant plusieurs
fois ™ jusqu’a obtenir une constante, de simplifier ces primitives par
une relation de récurrence :

/ z"e® dx / 2" sin z dz / 2" cos z dz / 2" cosh z dx

= La récurrence est d’ordre un pour l'exponentielle car exp’ = exp :

I, = [ 2" = 2" — [ nz" e dx si neN* Iy=¢"
n 0
=z"e" —nl,_1 L=z —¢€7 I, = 2%¢® — 2z % + 26°
> Ces primitives en z" sinx et 2" cosz dépendent 'une de l'autre :
I, = [ z"sinxdx Jn= | " cosxdx
n n
Igp=—coszx Jo =sinx

I, =—x"cosx + /nx"_l coszdr = —x" cosx +nJ,_1 pour neN*

J, =x"sinx — /nx"_l sinzdr = 2" sinx —nl,_; pour neN*

I =—x cosx +sinx Ji =z sinx + cosx

I, =—z"cosz +na" ‘sinx — nin—1)I,_2 pour n > 2
J, =2"sinz 4+ nz" !cosz — n(n—1)J,—2 pourn > 2
Iy =—xz?cosz + 2z sinz + 2 cosx
2

Jo =x“sinx + 2x cosx — 2 sinx
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* Deux méthodes sont possibles pour la trigonométre hyperbolique,
décomposer la fonction cosh en exponentielle ou effectuer le méme
style de récurrence double.

> La méthode par les exponentielles reprend la premiére primitive :

I, :/x"e“” dz = 2"e* —nl,_; si neN* Ip=¢€"

In :/x"e_“’ de=—-2"e " +nJd,_1 si neN* Jo=—-e"

J=—zeF—e" Jo = —22e ™ —2xe " — 2"
I J,
Kn:/x" coshzxdr = = + =2
2 2
xr —T
Koz%—%:sinhx
T _ T __ -z _ -
Klzxe ¢ ;e c = x sinhx — cosh x
226 —2re” + 2% — e —2xe % — 27
Ko = 5

=22 sinhx — 22 coshz + 2 sinh z

> La méthode suivante privilégie en revanche la trigonométrie :

L,= / 2" sinhzdz = 2" coshz — nK,,_1 Ly = coshz

K, = / " coshx dx = 2" sinhx — nL,_ Ky =sinhz
=" sinhz — na"" ' coshz + n(n — 1)K, _»
L1 =z coshx — sinhz K| =z sinhx — coshz
Ky =a%sinhz — 2z coshz + 2 sinh z
> Une seule intégration par parties qui dérive les fonctions transcen-

dantes et integre ™ en 2"!/(n + 1) rameéne ces primitives a celles
étudiées dans les paragraphes précédents :

/ 2" lnxdx / 2" arctan x dx

> La premiere primitive s’obtient directement

/ "z d 2" inx 1 /x”+1d " Hing p
2" Inxdr = - xr = —
n+1 n+1 x n+1 (n+1)2
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> La primitive en arctan demande une décomposition de fraction :

I / mgretan 2 d " arctan x / it
= [ 2" arctanz dz =
" n+1

n+1
In(z? +1
Iy = x arctanx — %
I x? arctan = 1/x2+1—1 x? arctan ¢ — x + arctan =
= - — — xr =
! 2 2 22+ 1 2
3 3
x° arctan x 1 x> +xr—x
Lh=—rp— -5 —5—d
2 3 3/ 2+ 1 .
_ 2darctanz  z? +ln(a:2+1)
N 3 6 6

Primitives de fonctions trigonométriques

> Ces primitives illustrent, sans chercher a tous les énumérer, dif-
férents changements de variables y = cos z, t = tan(z/2), z = x4+ 7/2,
u = e” et v = cosh x possibles :

1 1 1
/ - dz / dz / - dz
sin x Ccos T sinh x

> Ces changements de variables aboutissent a ces primitives :

1 sinx -1 1. 1+y
do= [ T 4= dy = —= 1

/sinx 1—cos?z © 1—192 y 2 nl—y
1 1—cosz 1 2 sin?(x/2)
2 " T+coszl 2 D‘Q cos?(x/2) n|tan(z/2)]

14+t% 2dt 1
=/ ————== [ -dt=In]|t 2

/ 2 1+ t2 /t n|tan(z/2)]

1 1
/ dar /szdz n | tan(z/2)| = In| tan(z/2 + 7 /4)|

cos x

1 2

_[142 2dt / Y ‘1+t
1—t21+1¢2 1—12

tan(m/4) + tan(x/2)

1 —tan(w/4) tan(z/2)

:ln‘ = In|tan(z/2 + 7w /4)|
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1 2 2
o= | — % qu— du _
/Sinhx v /el’—efﬁ v /u—l/u u /u2—1

14 e® 6:1;/2 —e —z/2
=—In Tl Bkl ey ] In | tanh(x/2)|
/ sinh x / 1 1 | v+ 1‘
prnd x = = —— In
cosh?z — 1 v —1 2 v—1
1 coshx—l 11 x+e"”—2‘
= — —— n|——m—
2 coshx+1 2 er +e T 42
1 z/2 _ ,—x/2
_1 %
2 (ez/2 +e—z/2)
e$/2 _ e—z/2
=In m =In |tanh(x/2)|
> Les trois changements de variables y = €%, z = sinhz et

t = tanh(z/2) permettent de calculer cette primitive ; expression du
résultat est sensiblement différent selon le changement de variable

employé :
1
d
/ coshz

> Les trois changements variables aboutissent a ces résultats :

1 . 1— 2
I:/ dr dy=e"dx dz = coshxdz dt = dx

cos x 2
I = y+ " :/yQi_ldy:2arctan(ex)
I :/CCOOSS% = / ; —iOsSlE}TQ dz = / 1—:—22(12 = arctan(sinh z)
I3 = %ﬁ % = / e dt = 2 arctan(tanh(z/2))

* L’abus de notation I = [--- suggere a tort que ces trois primi-
tives sont égales, alors que les théorémes prouvent uniquement que
la différence de deux primitives sur un intervalle est constante, ici
11—7'('/2:[2213.
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Primitives de fonctions complexes

o Les primitives en e ou u € C peuvent étre calculées comme celle

des primitives dépendant d’une exponentielle réelle car la dérivée de
Papplication & valeurs complexes x +— e“* définie de R dans C est ue™”
analogue a celle de I'exponentielle réelle, ainsi :

uxr

e
/e“x der = —

U

> Déterminer par cette méthode la primitive suivante :

/ex cos z dz

> Ce calcul peut aussi bien étre fait & partir de cosz = (e!4e717)/2
qu’a partir de cosx = re(e'”) :

otz o)z
/ex cosa:da::/ da:+/ dx

2 2
el N =07 cosx +sinz
2420 2-2i 2
(I1+i)z

= re/e(l‘H)w dz = 1re6 -
1+1

L’intégrale d’une application réelle calculée par cette seconde méthode
doit de toute fagon aboutir & un résultat réel apres avoir regroupé les
termes complexes conjugués.

> Par ailleurs une double intégration par parties dérivant deux fois
les fonctions trigonométriques est aussi possible :

/ex cosxdr =€ cosa:+/ex sin z dz
=e” cosx + ¥ sinx—/e“”j cos z dzx

2/6:6 cos z dx = €*(cos z + sin x)

cosx + sinx
2

x

/ e’ cosrdr=
x L’intégration des fractions rationnelles de pdle complexe u € C d’or-

dre m > 2 peut s’effectuer de la méme maniere car les dérivées des
fractions rationnelles complexes sont comparables a celles des fractions
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a coeflicients réels :
!

1 -n 1 -1
((ac—u)”> " (@ — )t /(x—u)m = e T — T

* Au contraire I'extension de la fonction logarithme a C ne permet
pas d’appliquer cette méthode lorsque m = 1.

> Le calcul par récurrence de ces primitives effectue des intégrations
par parties :

w/2 Pk
I :/ cos" xdx J, :/7dx
" 0 " V1 + 22
> Des produits d’entiers pairs et d’entiers impairs interviennent :

/2
In:/ cos" z dx Iy = L =1
0

T

2
/2 /2

Inio= / cos" P xdr = / (1 —sin®z) cos™ z dx
0 0

/2
=1, —/ (cos" x sinx) sinx dx
0

cos"t1 x /2 /2 cos"t 1
=1, + [7 sinx] —/ ———— cosxzdzx
n+1 0 0 n+1
_ _In+2
" n41
I _n+1
n+2—n+2n
, _n-1--3.1x Lo (n)an2
T (2n) 4.2 2 T 2n4+1)---5-3

> Une relation de récurrence relie J,, et J, 42 :

Jn= / \/% dz Jo = argsinh Jp = Va1
X
"L e VT - [t 0T
xr

n(1 2
="Vl +2% - (n+1) %dx
X

=" 14+ 2% — (n+1)(Jp + Jnuio)

Jn+2 = z
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V1 + 22 n+1J

n-+ 2 _n+2

Jn+2 —

Primitives d’autres radicauz

> Les primitives de la forme / f(Vxz" =1)z" ! dz peuvent se calculer

par changements de variables y = x™
nen 1
/n\/x"— 12" tde /Ldm
x

> Ces primitives consistent a intégrer des radicaux du premier degré :
y=a" dy=nz""'dx
="y —1 N+ l=y nz"ldz=dy

nys —1 n+1
/n\/ﬂi—lxnfldx:/iy dyZ/Z"dz: Z+1
n

[F e [
:/%dy:/zii—zl

La seconde primitive applique le méme changement de variable apres
avoir transformé dz/z en (z"'dz)/z" = dy/(ny). Ce calcul se ter-
mine par une décomposition en éléments simples.

> Une primitive dépendant de la racine carrée d’une fonction homo-
graphique se transforme en primitive avec un radical du second degré :

]__
/x,/ xd:v
1+2

> Cette primitive se ramene a l'intégration d’un radical du second

degré dont le changement de variable est x = sint € |—1, 1] et
|—m/2, /2] :
1—3: sint — sin®t
/ /\/_—m /W costdt

=—cost—|—sm(2t) —Ez—cost—l—M_f
4 2 5 2

= V1-22+ xm arcsin x

2
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Primitives sans expression usuelle

x La fonction f : z — e” est continue et de classe C™ sur R; elle
posseéde donc une primitive F' dérivable et de classe C*.

F(z) = /exz dz

* Le théoreme de Liouville démontre qu’il est impossible d’exprimer
I’application F uniquement a I’aide des fonctions usuelles sans utiliser
le symbole intégrale [. Les statistiques utilisent régulierement la fonc-
tion d’erreur erf qui est une primitive ne pouvant pas s’exprimer a
I’aide des fonctions usuelles :

¢ 2 /z 2
erfr = — e
v Jo

* Les regles habituelles de dérivation permettent de dériver n’importe
quelle expression construite a partir des quatre opérations et des fonc-
tions usuelles. Au contraire il est impossible de trouver une formule
sans symbole d’intégration dans les primitives de certaines expressions,
les deux exponentielles précédentes en sont des exemples. Ce cours
n’énumere pas une méthode générale permettant d’obtenir n’importe
quelle primitive, mais décritdes méthodes s’appliquant seulement a
certaines classes de fonctions.

* Certaines de ces primitives s’expriment a ’aide de fonctions usuelles
et d’autres pas en fonction de la partité de I'exposant de x :

1,2
F(x)Z/exzdx /we”de:%
x2 x2 x F
/wQeIde:/xxerde:xe——/e—:xe—— (z)
2 2 2
Y Y
/ dx—/ye _ ¥ Edy y = 2?

—1)e¥ _(:U —1)e”

2 2
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