—_
I

[N]
1

LE CORPS DES NOMBRES REELS

Ce chapitre admet le principe de la coupure et pose les bases de l’ana-
lyse : étude des suites et continuité dans les prochains chapitres.

Présentation décimale des réels :

e toute partie fractionnaire d’un réel est définie de fagon unique par
une suite de chiffres non tous égaux a 9 a partir d’'un certain rang
(admis),

®(0,99999...- =1,0000---,

e 'écriture décimale de x € R est périodique a partir d’un certain
rang si et seulement si z € Q, démonstration,

e /2 et /3 sont des nombres réels non rationnels.

Récapitulatif de R :

e la structure (R, 4+, X) est un corps,

e la relation d’ordre < est totale,

elle est compatible avec ’addition et la mutiplication,
e le corps R est archimédien : VA >0 dneN 1<nh
démonstration avec n = |1/h] + 1.

Majorant et minorant d’un sous-ensemble A de R,

plus grand et plus petit élément de A :

e les quatre définitions,

e le plus grand élément s’il existe est unique,

le plus grand élément est un majorant,

e démonstrations que min R_ et min |0, 1] ne sont pas définis.

Borne supérieure et principe de la coupure :

e définition sup A est le plus petit des majorants,

e exemples de construction de I’ensemble des majorants

pour |0, 4] par I'absurde avec 2 inclusions, [0, 4] et {0,1,2,3,4},
e propriété caractéristique de la borne supérieure c,
avec Vd <c--- etavecVh>0---,oud=c—h,

e énoncé du principe de la coupure sur R.

1 FMy le 1/12/2016

5-

D
1

3
1

(0.¢]
1

Lien entre borne supérieure et plus grand élément :
e Si max A existe alors sup A = max A,
e Si sup A€ A alors max A = sup A.

Exercices :

+1
e min £, max F, inf £/, sup F quand E = {n— / nEN},
n?+4
e sup(AA), sup(—A) et sup(4A + B) quand A et B sont des sous-
ensembles bornés et non vides de R,
démonstration par la propriété caractéristique,
e démonstration de :

Vh>0 dneN 1<nh<=Vh>0 dneN 1< nh,
e démonstration de I'égalité : v =y <= (Vh >0 |y — x| < h).

Développement décimal par défaut a,, et par exces b, d’'un réel :

e encadrement 10|u] < [10u]| < 10u < [10u] + 1 < 10(|u] + 1),

e les suites (ay,)y, et (by), sont monotones,

elles convergent vers x a partir de 'encadrement x — 107" < a,, < x.

Définition de la densité de A C R :
VeeR VhA>0 ANz —h,a+h]#0

e Q,vV2+Qet R\ Q sont denses dans R,
{a/2” / ac€ZET nGN} est dense dans R.
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