ARITHMETIQUE

(Z,+, x) est un anneau commutatif totalement ordonné, discret, in-
tégre d’éléments inversibles U(Z) = {+1,—1}; tout sous-ensemble
non vide et majoré de Z admet un plus grand élément.

Définition de la divisibilité a | b et régles d’usage.

Division Euclidienne :

eV (a,b)eZ x (Z\{0}) 3!(q,7)€Z* a=bg+7r ET 0<r < ||

e démonstration de 'unicité,

e preuve de 'existence a partir de max {pEZ / bp < a} pour b > 0.

Définition du pged par Ualgorithme d’Fuclide.

Algorithme d’Euclide :

e énoncé et démonstration du lemme d’Euclide,

e description de ’algorithme d’Euclide, nombre fini d’étapes,

e démonstration que son résultat est un diviseur commun & a et a b,
e preuve que ce diviseur est le plus grand, cas particulier a = b = 0,
e propriété fondamentale du pged : d | a ET d | b < d | pged(a, b)

Théoremes de Bezout et de Gauss

e théoréme de Bezout : pged(a,b) = 1 <= 3 (u,v)€Z* au+bv =1,
e démonstration a partir de 'algorithme d’Euclide, par remontée,

e conséquence : pged(a,b) = 1ET pged(a, c¢) = 1 = pged(a, be) = 1,
e théoreme de Gauss : pged(a,b) =1ETa|bc=a|c

e démonstration & partir de ’équation de Bezout par produit par c,
e conséquence : pged(a,b) =1ETa|cETb|c=ab|c

Définition du ppcm(a,b) = min {mEN* / a|mETDH| m},

Cas particulier a =0 ou b =0,
Propriété fondamentale : a | m ET b | m <= ppcm(a, b) | m.

Démonstration de ces propriétés par les propriétés fondamentales :

pged(cea, ¢b) = |c| pged(a, b) pged(a,b) = |la| <= a | b
ppem(a,b) = |b| <= a | b
pged(a,b) ppem(a, b) = |ab|

ppcm(ca, cb) = |c| ppem(a, b)

Ezxtension du pged et du ppem a plusieurs entiers.
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Définition des nombres premiers p dont l’ensemble est infini.
pged(a,p) # 1 <= p| a < pged(a,p) =p
Factorisation des entiers, et conséquences sur le pged et le ppcm.

Exemple de résolution du lemme chinois par 1’équation de Bezout :

e Donner une solution a I’équation de Bezout (E) : 101a+1003b = 1,
e déterminer toutes les solutions de (E) par le théoreme de Gauss,
e construire les ensembles solutions entieres de ces trois systemes :
{ z =1 mod [1003] { =0 mod [1003] { x =8 mod [1003]
=0 mod [101] =1 mod [101] x =15 mod [101]

(my), (ns), (), (r3), (u;) et (v;) sont définies ainsi :

mo=m=2=>2 np=n2>2 u=0 vy=1 up =1 v = —qo
Me41=Nk Ng+1 =Tk Uk4+2 = U —UE+19k+1  Vk4+2 = Vg —Vk4+14k+1
Pour tout k € N tel que n; # 0, qr et r, sont respectivement le
quotient et le reste de la division euclidienne de my par ny.

e justifier que ces suites ne comportent qu’un nombre fini p de termes,
c’est-a-dire n, = 0, préciser les termes égaux a pged(m,n),

e montrer pour tout k € [0,p] Pégalité rp = ugr1m + vgpin; en
déduire une expression de pged(m,n) en fonction de uy et vy,

e donner une solution de ’équation 7u + 19v = 1, par ces suites.

e Démontrer ces égalités puis prouver cette implication
pged(a, b) = pged(a, a 4+ b) = pged(b, a + b) avec (a,b) €N?
pged(a,b) =1 = pged(a + b,adb) =1
e calculer de méme pged(a + 1,2a + 1) et pged(a® + a,2a + 1).

Petit théoréme de Fermat, p est un nombre premier et k€ [1,p—1] :
. -1

e Montrer que p | (Z Z) en fonction de (Z B 1),

e montrer que p divise (1 + 1)? — 2 par la formule du bindme,

e prouver par récurrence que p divise a — a quand a €Z,

e démontrer le petit théoréme de Fermat qui énonce que si a n’est pas

un multiple de p, alors p | a?~! — 1, c’est-a-dire a?~' =1 mod [p),
p—1

e calculer le reste de la division par p de Z kP,

k=1
e montrer sur des exemples numériques qu’il est nécessaire que l’en-

tier p soit premier pour que les propriétés précédentes soient vraies.

en exprimant

2 FMy le 10/1/2016



