
ESPACES VECTORIELS et applications linaires - II

1 - Définitions et premières propriétés des applications linéaires :
• Une application f d’un espace E dans un espace F sur le même
corps K est linéaire à cette condition :

∀ (λ, µ)∈K
2 ∀ (u,v)∈E2 f(λu + µv) = λf(u) + µf(v),

• conséquences : f(0E) = 0F et f(−u) = −f(u),
• définitions : endomorphismes, isomorphismes et automorphismes,
• la composée de deux applications linéaires est linéaire,
• l’application réciproque d’un isomorphisme est un isomorphisme,
• l’ensemble L(E,F ) est un espace vectoriel.

2 - Sous-espaces caractéristiques des applications linéaires :
• L’image directe d’un sev par une application linéaire est un sev,
l’image réciproque d’un sev par une application linéaire est un sev,
• ker f =

¶

u
¿

f(u) = 0F

©

est un sous-espace,
• théorème du noyau : f est injective ⇐⇒ ker f = {0E},
• Im f = f(E) et f est surjective ⇐⇒ Im f = F .

3 - Exemples d’applications linéaires :
• dans K

n les combinaisons linéaires de coordonnées sont linéaires,
• F = kerϕ où ϕ : R3 → R

2 est linéaire, donc F est un sous-espace :
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• dans C∞(I,R) les applications suivantes sont linéaires :

ϕu : E −→ R

f 7−→ f(u)
δ : E −→ E

f 7−→ f ′

ψa : E −→ E

f 7−→ af

où E = C∞(I,R),
u∈I et a∈E.

• l’ensemble S des solutions d’une équation différentielle linéaire et
homogène est un sev : par exemple S = kerϕ quand l’application
linéaire ϕ = δ ◦ δ − ψa ◦ δ − ψb sur E pour y′′ = a(t) y′ + b(t) y.

4 - L’ensemble des endomorphismes L(E) = L(E,E) :
• le groupe (GL(E), ◦) des automorphismes,

(g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1 et (λf)−1 =
1
λ
f−1 quand λ 6= 0,
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• le sous-espace propre Eλ(f) =
¶

u
¿

f(u) = λu
©

= ker(f −λ IdE),

5 - Manipulations des noyaux et de images d’applications linéaires :
• ker f ∩ ker g ⊂ ker(f+g) Im(f+g) ⊂ Im f + Im g

où (f, g)∈L(E,F )2,

• ker f ⊂ ker(g ◦ f) Im(g ◦ f) ⊂ Im g

g ◦ f = 0E→G ⇐⇒ Im f ⊂ ker g où f : E → F et g : F → G,
ker(g ◦ f) = ker f ⇐⇒ Im f ∩ ker g = {0F }

Im(g ◦ f) = Im g⇐⇒ Im f + ker g = F

par la décomposition g(v) = (g ◦ f)(u) et v = (v − f(u)) + f(u),

6 - Étude des projections :
• Une projection p∈L(E) est caractérisée par p ◦ p = p,
• toute projection vérifie Im p = E1(p) et Im p⊕ ker p = E,
• si F ⊕ G = E alors il existe une unique projection p sur F de
direction G : F = Im p et G = ker p,

7 - Familles libres :
• Une famille de vecteurs (u1,u2, · · · ,un) de E est libre :

∀ (λ1, λ2, · · · , λn)∈K
n

n
∑

k=1

λkuk = 0E =⇒ λ1 = λ2 = · · · = λn = 0

Une famille liée est une famille qui n’est pas libre,
• preuve qu’une famille de vecteurs-coordonnées est libre ou liée :
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(a, b, c) est libre, (u,v,w) est liée, par résolution de systèmes,
• démonstration qu’une famille d’applications est libre ou liée,

L = (x 7→ cos(kx))3
k=0 M = (x 7→ cos(x+ kπ/6))3

k=0

L est libre, M est liée, en prenant des valeurs particulière de x,

8 - Familles génératrices :
• Une famille (uk)n

k=1 ∈En est génératrice ssi Vect (uk)n

k=1 = E,
• la famille (a, b, c) est génératrice de R

3,
la famille (u,v,w) n’est pas génératrice de R

3.
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