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ESPACES VECTORIELS et applications linaires - 11

Définitions et premieres propriétés des applications linéaires :
e Une application f d’un espace F dans un espace F' sur le méme
corps K est linéaire a cette condition :

VL) ER? Y (u,0)€E2 f(hu+ pv) = Af(w) + puf (v),
e conséquences : f(0g) = 0p et f(—u) = —f(u),
e définitions : endomorphismes, isomorphismes et automorphismes,
e la composée de deux applications linéaires est linéaire,
e 'application réciproque d’un isomorphisme est un isomorphisme,
e 'ensemble L(E, F') est un espace vectoriel.

Sous-espaces caractéristiques des applications linéaires :

e [’image directe d’un sev par une application linéaire est un sev,
I’image réciproque d’un sev par une application linéaire est un sev,
e ker f = {u / flu) = OF} est un sous-espace,

e théoréme du noyau : f est injective <= ker f = {Og},

e Imf = f(E) et f est surjective <= Im f = F.

Exemples d’applications linéaires :
e dans K" les combinaisons linéaires de coordonnées sont linéaires,
o I =ker ol ¢ : R?* — R? est linéaire, donc F est un sous-espace :

v z+2y=20 v z+ 2y
F=qlv]/ gt y—32=0 L H<y—3z)
z z
e dans C*°(I,R) les applications suivantes sont linéaires :
oy E—R 0:E—FE 9,:E—FE ouFE=C"I,R),
fr— f(u) fr—f fr—af uel et acE.
e I'ensemble S des solutions d’une équation différentielle linéaire et
homogene est un sev : par exemple S = ker ¢ quand 'application
linéaire p = § 0§ —1h, 05 — 9y, sur E pour ¢y’ = a(t)y +b(t)y.

L’ensemble des endomorphismes L(E) = L(E, E) :
e le groupe (GL(FE), o) des automorphismes,

(gof) " =flog et \)h = %f_l quand \ # 0,
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e le sous-espace propre E)\(f) = {u / flu) = )\u} =ker(f — A1dg),

5 - Manipulations des noyaux et de images d’applications linéaires :

. ker f Nker g C ker(f+g)
ou (f,9)€L(E, F)?,
o ker f C ker(g o f) Im(go f) CImyg
gof=0p,g<ImfCkerg ounf:E—Fetg: F— G,
ker(go f) =ker f <= Im f Nkerg = {Op}
Im(go f)=Img<=Im f+kerg=F
par la décomposition g(v) = (go f)(u) et v = (v — f(u)) + f(u),

Im(f+g) CIm f+1Img

6 - Etude des projections :

e Une projection pe L(E) est caractérisée par pop = p,

e toute projection vérifie Imp = E1(p) et Imp G kerp = E,

e si F'd G = FE alors il existe une unique projection p sur F de
direction G : F' =Imp et G = kerp,

7 - Familles libres :

e Une famille de vecteurs (uq,us, - ,u,) de E est libre :
n

V(AL Az M) €K Y Nup =0 = A =X ==X, =0
k=1

Une famille liée est une famille qui n’est pas libre,
e preuve qu’une famille de vecteurs-coordonnées est libre ou liée :

0 1 1 -1 1 0
all bl O] el 1l u 0 v| -1 w 1
1 1 0 1 0 -1

(a,b,c) est libre, (u, v, w) est liée, par résolution de systemes,
e démonstration qu’une famille d’applications est libre ou liée,

M = (x> cos(z + kn/6))}_,

L est libre, M est liée, en prenant des valeurs particuliere de x,

L= (x— cos(lm))i:o

8 - Familles génératrices :

e Une famille (uy)),_, € E" est génératrice ssi Vect (ug)p_; = E,
o la famille (a, b, ¢) est génératrice de R,
la famille (u,v, w) n’est pas génératrice de R.
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