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MATRICES

Définition et premieres propriétés des matrices :

e I'ensemble M,, ,(K) est un espace vectoriel,

la matrice nulle (0),, a tous ses coefficients nuls.

e la base canonique de M,, ,(K) est (E, ) 1<u<n 01 By y = (64,i 6u.5),
1<v<

M, »(K) est de dimension finie : dim /\/lmp(K_)p: np,

e définitions des matrices carrées M,,(K),

des matrices-lignes M ,,(K) et des matrices colonnes M,, 1(K) = K",

e définition et formulaire sur le produit matriciel,

définie par déplacement sur les lignes et les colonnes,

et par formule explicite de somme des produits des coefficients,

matrice carrée unité 1,, = ((5i7j)i,j e M, (K),

e le produit matriciel sur M,,(R) n’est pas commutatif pour n > 2,

le produit matriciel sur M,,(R) n’est pas intégre pour n > 2 :

e autres opérations linéaires, transposée et trace :
tAB)="'B'A  Y'A)=A4  t(AB) = tr(BA)
Sous-espaces des matrices carrées de M, (R) :
e les matrices diagonales D :
M = (mij)i; €D <= (V(i,j)€[L,n]* i#j=>m;=0)
dmD=n V(D,D)eD?* DD =D'D
une base de D est (Eyyu)1<u<n,

le produit des matrices diagonales commute,
e les matrices triangulaires inférieures £ et supérieures R :

MeLl — (V(z’,j)e[[l,n]]2 1< J=mi; :0)

MeR < (Y(i,j)e[l,n]* i>j= mi;=0)

n(n+1)
2

LAR=D L+R=M,[R) dimL=dimR =

te=R 'R=r V(L L)eL® LLec
deux bases de ces sous-espaces sont (Eyy)yp 0l u < v ou u > v,
les produits sont stables par £ et R,
e les matrices symétriques S et antisymétriques A réelles :
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n(n+1) . ~_ n(n—1)
— dim A = —

deux bases des sous-espaces sont (Ey, , £ Ey )y, 00 u < v ouu < v,

SeA=M,(K) dimS=

3 - Matrices et applications linéaires :

o une fois fixée les bases By = (u;)’_; et B = (v;);_; des espaces
E et I, la matrice A = (a;5); ; = mat(f, Bg, Br) € My, (K) de 'ap-
plication linéaire f € L(E, F') est colonne par colonne les coordonnées
des images des vecteurs de la base Bg écrites dans la base B :
aiq - aip .
A= : : Vie[l,n] f(uj):Zamvi
ap’l P apyn 1=1
e coordonnées des images d’un vecteur par une application linéaire :

XeKk” Y eKP A = mat(f,Bg, Br) € M, ,(K)
n p
u:Zacjuj f(u)zzyzvz
j=1 i=1

e matrice d’une combinaison linéaire d’applications linéaires :
A:mat(f,BE,BF) B:mat(f,BE,BF)
mat(Af + pg, B, Br) = AA + uB
e matrice d’une composition d’applications linéaires :

A =mat(f,Bg,Br) B =mat(g,Br,Bg) mat(gof)=DBA

Y =AX

4 - Exemples de matrices d’applications linéaires :

e cas des espaces de coordonnées, a partir des bases canoniques :
bases canoniques Bc = (Fy, Ey, E3) de R? et Bd' = (B}, E}) de R?
f: R*—R?
T n_ (1 2 3
— <$+2y+32> mat(f7BC7BC)_ (1 O _1>

y r—z
z

e cas des espaces de coordonnées, a partir de bases quelconques :

2 FMy le 18/3/2017



F: 1 311
2 s 1 1 (G1,G2) 6 - Matrices et changement de bases :

X 0 ! 1 = (Fy, Fy, F3) et dans ce cas mat(f_l,B,B) = mat(f,B,B)_l
|0 2 ae
1
) e la matrice de changement de base Ps_,5 = Pg(B’) de la base B

G+ 2G2 f(F2) = 2G1 + 3G f(F1) = 3G1 + 3G vers la base B’ est colonne par colonne les coordonnées des vecteurs
mat(f, B, B') = (1 2 3) mat(f, Be, B') = (1 1 1) de B’ écrites dans la base B :
2 3 3 01 2 P11 Pln n
_ . . ! . i
mat(f, B, Bc) = 3.5 6 P= : : Wi = me i
1 -1 0 N =
n,1 Pnn
e cas des polynomes de R, [X], a partir de la base cononique : o /
Be=(1,X,---,X") §:Pw— P to: P(X)— P(X +a) uzzxzuzzz:lxzuz Ppop X' =X
- —
o 1 o0 --- 0
) . ° Pp_.p = mat(IdE,B’,B)EQEn(]K) Ps_.p=1,
00 2 - = P Papr = Papr  Pglp = Pe_p
mat (8, Be, Be) = | e ol eEMui(R) e A=mat(f,B,B) A" =mat(f,B,B') A'=pPgl o APsy 5
: 0 n 7 - Calcul de la matrice inverse par une matrice de changement de bases :
0 ... ... 0 0 L1 0 -0
A = (ai;); ; = mat(tq, Be, Bc) € Mpy1(R)  triangulaire supérieure 0 1 :
j—1 j—i . . e A= S .10 :[017027"'7CH]EMH(R)
(X77) = (X +a) ™! am—{ A 1
0 quandi > j 0 0 1

vérifier que B = (Cy,--- ,C),) est une base de R",

o o imer Ej, = Cy — Ci—1 + Cr_g--- + (=110
Une fois fi base B de E, 'applicat t(e, B, B) est exprimer By = Cf — Cp—1 + Cg—2
[ ] ne 101S 1nxee une bpase € application ma ( ) €st un oil BC _ (E17 o ,En) est la base canonique de Rn .

isomorphisme d’algebre de L(FE) vers M,,(K) : L o1 1 e (1)t
Y (f,9)€L(E)* mat(f + g,B,B) =mat(f,B,B) + mat(g, B, B) 0 1 -1 (—1)"2
et donc mat(0g_ g, B, B) = (0),
VAeK VfeLl(E) mat(Af,B,B) = mat(f,B,B)
V(f,g9)eL(E)? mat(go f,B,B)=mat(g,B,B)-mat(f,B,B5) o .. 0 1
mat(Idg, B,B) = 1,
o Ac M,,(K) est inversible si et seulement si
dBeM,(K) AB=1,ETBA=1,<—= 3BeM,(K) AB=1,
<= 3JBeM,(K) BA=1,
I’ensemble des matrices inversibles est noté G, (K),

* f€GL(E) <= mat(f, B, B)€GLn(K),

5 - Les matrices d’endomorphismes :

A= P,._.p5et A7l = Pg_p:. =
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