ESPACES EUCLIDIENS

1 - Les normes :
e définition et exemples de normes ||s||, ||o||5 et |[|o]|, dans R".
e représentation de ces boules fermées centrées a l'origine,
inclusions des boules.

2 - Formes bilinéaires, formes quadratiques :
e l'espace vectoriel des formes bilinéaires Lo(F, K),
e base de £o(R™, R) et dimension dim Lo(R™, R) = n?,
e le sous-espace des formes bilinéaires symétriques,
e définition des formes quadratiques,
cas des formes quadratiques positives et de celles définies positives,
e formules de polarisation :

qg(u+v) —qu) —q(v) qlut+v)—qlu—v)

fluv) = 2 - 1
e forme bilinéaire sur R™ obtenue & partir de la forme quadratique :
2wy g — 0 LY _;iji
3 - Exemples de formes quadratiques :
e forme définie positive sur R? : ¢(z,y) = 2 — 2zy + 2%,
e forme sur R[X] : ¢(P) = (P(1) + P’(O )(P(2) — P"(0)),
™
o forme définie positive sur C([0, 7|,R) : ¢(f) = / sint f2(t)dt
0
Un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique associée a une
forme quadratique définie positive sur un espace de corps de base R.
4 - Exemples de produits scalaires :
e Sur R" le produit scalaire canonique est (U | V) Z UL VL,
o sur C([0, 1],R) le produit scalaire usuel est (f | g) = / f(t)g(t)dt.
0
5 - Orthognalité :

e définition des vecteurs orthogonaux ul de u e E, et des sous-
ensembles orthogonaux X Ldex cE.

1 FMy le 26/5/2016

o0l =B Bt = {0z}, Q)T =ul, X cY = v+ c xt

o X1 est un sev, xt= VectXJ‘, FcFl= {0g} si F'sevde E,
e définitions des familles orthogonales et orthonormales,

e toute famille orthonormale est libre.

Un espace euclidien est un espace vectoriel de dimension finie sur R
muni d’un produit scalaire.

6 - Coordonnées dans une base orthonormée B = (w1, ug, u3, -+ ,uy,) :
n n
0 o= 3 (upv) up et (v]w) = 3 () {up | w),
k=1 k=1
7 - Méthode de Schmidt :
d’une base B = (u1, - ,u,) a une bon B,, = (wy,- -+ ,wy) :
e par récurrence wi = v ,
[ ]|
® Uil = Ul — Z a; w; o0 @ = (Upt1 | W;) et (Vp1 | w;) =0,
Um+1 .
e enfin v, 11 # 0p, W41 = et (wy, -, wp41) famille on.
[[om ]|
e base de Schmidt issue de Be de R? pour ||(z,y)|| = /2 —2zy+2y>.
8 - Sous-espaces orthogonaux de F' = Vect(uy,--- ,uy,,) bon de F' :
B — R™
4 m ,Imgszm,kerg0:FJ‘etFLﬂF:{OE},
u— ((ug [w))py
par le théoreme du rang dim F L —dimE - rg Y,
. NI L Lt
edoncdimF +dimF—=dimFE, FOF—=FEet F =F.
9 - Projections orthogonales sur le sev F :

e La projection p est orthogonale si et seulement si ker p = Im pJ‘,

e Si B,, = (v1,--+ ,vy,) est une base orthonormale de F' alors
m

p(u)zZ(vk]u>vk€F etu—p(u)eFJ‘:vlJ‘ﬂ--~ﬂva‘,

o lJu— p(u)]| = min(|[u —v|}),

7T
10 - Minimum d’une intégrale : min (/ (cost — (a+ bt))? dt.
(a,b)€R? "Jo
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