PROBABILITES ET VARIABLES ALEATOIRES

Les probabilités finies

Définitions et premieres propriétés

e Une expérience aléatoire est définie intuitivement comme une ex-
périence dont le résultat ne dépend que du hasard, par exemple « lan-
cer un dé » ou « tirer une piece a pile ou face ».

L’ensemble des résultats possibles est appelé univers, souvent noté Q.
Tout élément w € 2 de 'univers €2 correspond & un résultat possible,
ou une issue possible, de cette expérience aléatoire.

Un événement A est un sous-ensemble de I'univers A C €.

Un événement élémentaire est un singleton {w} C Q.

Dans la suite de cette partie 'univers ) est un ensemble fini, et les
événements de € sont notés A, B, C, etc.

e Une probabilité sur un ensemble fini Q # () est une application P
des sous-ensembles de 2 a valeurs positives P : P(2) — [0, 1] véri-
fiant ces deux conditions :
P(Q)=1
ETV(A,B)eP(Q)> ANB=0= P(AUB) = P(A)+ P(B)
Cette égalité est appelée o-additivité.

* Le lancer d’un dé est une expérience aléatoire associée a 1'univers
2 = [1,6] des tirages possibles de ce dé.

La probabilité d’un dé est, sauf exception, 'application P définie par

d A
P(A) = car6 . Cette application P est bien une probabilité du fait

que P(Q) = 1 et que 'application card de sous-ensembles finis et dis-
joints est o-additive : ANB = () = card (AUB) = card A+card B.
L’événement « tirer un nombre impair » est le sous-ensemble
I =4{1,3,5} de Q = [1,6]. La probabilité de tirer un nombre impair
est donc P(I) =3/6 =1/2.

Cette application probabilité P change si le dé est pipé : toutes les
valeurs élémentaires n’ont alors pas la méme probabilité.
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e L’événement contraire A de A C €, est le sous-ensemble complé-
mentaire de A noté A = Q\ A = {xEQ / ngA}.

L’événement () C Q est dit impossible ou irréalisable.

L’événement (2 est dit certain.

L’événement « A et B » correspond & AN B.

De méme « A ou B » est I'événement A U B.

Deux événements A et B sont par définition incompatibles lorsque
ces sous-ensembles sont disjoints : AN B = ().

« L’événement A entraine ’événement B » signifie I'inclusion A C B.

x La probabilité d’événements incompatibles est additive.
L’événement contraire de A vérifie AN A=0et AUA=Q.

m La probabilité de I’ensemble vide est P(0)) = 0.

La probabilité de I’événement contraire vérifie P(A) + P(A) = 1.

L’application probabilité est croissante par rapport a 'inclusion :
Y (A,B)eEP(Q)? AcC Bc Q= P(A) < P(B)

¢ La o-additivité appliquée aux égalités 0NQ = 0 et PUD = () énonce
donc P(0) + P(0) = P(0) <0, 1]. Ainsi P(0) = 0.
A

0 L’événement contraire A = Q\ A vérifie AN A =0et AUA = Q.
Ainsi 1 = P(Q) = P(AU A) = P(A) + P(A).

0 Supposons A C B C Q, et notons C = B\ A. Ainsi, AUC = B
et ANC =1. Donc P(B) = P(AUC) = P(A) + P(C) > P(A) car
P(C) >0.

* L’ensemble vide n’est pas un univers.

Par labsurde, si Q = ) alors 1 = P(Q) = P(0) = 0.

o Un événement A est dit presque impossible lorsque sa probabilité
est nul, P(A) = 0, cela ne signifie pas nécessairement A = ().
Un événement B est dit presque certain lorsque sa probabilité est
unitaire, P(B) = 1, cela ne signifie pas nécessairement B = (). Dans
ce cas I’événement contraire B est presque impossible, P(B) = 0.
L’événement « tomber sur la tranche » T" est presque impossible dans
I'univers Q = {7, P, F'} d’un lancer de piece a pile ou face :
Q#F{PF} P{T}H)=P0)=0 PHPF})=PQ)=1
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Réunion et intersection d’événements

m Deux événements quelconques A et B de 2 vérifient cette égalité :
V(A,B)eP(Q)?> P(A)+ P(B)=P(AUB)+ P(ANB)

¢ En notant C' = AN B et A’ = A\ C, ces sous-ensembles vérifient

ANC =0 A0C=A ANB=0et AUB = AUB. La o-additivité
des probabilités énoncent ces égalités :

P(A)=P(A")+ P(ANB) P(B) =

P(A)+ P(B)= (P(A")+ P(An B)) + P(B)

= (P(A)+ P(B))+ P(ANB)

=P(AUB)+ P(ANB)=P(AUB) + P(ANB)

P(B") + P(ANB)

x Trois événements A, B et C sont disjoints deux a deux si et seule-
ment si ANB=ANC =BnNC =0.
IIs vérifient alors P(AU BUC) = P(A) + P(B) + P(C).
* Si trois événements A, B et C' disjoints deux a deux alors A U B
et C sont disjoints, etc. La démonstration repose sur la distributivité
de l'intersection N par rapport a la réunion U :
ANB=ANnC=BnC=10
= (AUB)NC=(AnC)u(BNC)=10

e Plus généralement cette condition caractérise les familles d’événe-
ments (Ag),_, disjoints deux & deux :
V(Z,j)E[[l,n]] i # ] = A mAj =0

* Toutes les familles d’événements (Ay);_; disjoints deux & deux
n

n
vérifient égalité P(| ) Ax) =) P(A).
k=1
La démonstration s’effectue par récurrence a partir de la g-additivité.

x Trois événements quelconques vérifient la formule suivante :
P(AUBUC)= P(A)+ P(B)+ P(C)
—P(ANnB)—P(ANnC)—-P(BNO)
+P(ANnBNCQC)

¢ La démonstration exploite la distributivité de 'intersection N sur
la réunion U : (AUB)NC = (ANC)U(BNC). Elle applique plusieurs
fois la formule précédente sur la probabilité d’une réunion de deux
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ensembles quelconque :

P(XUY)=P(X)+P(Y) - P(XNY)
P((AUB)UC) =P(AUB) + P(C) — P(AUB)N C)
—P(AUB) + P(C) — P((ANC)U(BNC))
— (P(A) + P(B) - P(AN B)) + P(C)
—(P(ANC)+ (BNC) -~ P(ANCNBNC))

=P(A)+ P(B)— P(ANB)+ P(C)
—P(ANC)—(BNC)+P(ANnBNC(C)

* Tout événement A C ) de 'univers fini € est réunion disjointe et
finie d’événements élémentaires :

A= {w} PA)=) P{w})

w€eA weA
Il suffit de connaitre la probabilité de chaque événement élémentaire
w de Q pour connaitre 'application probabilité sur P(€).

e Un systeme complet d’événements (Ay);_; de Punivers Q est une
famille d’événements disjoints deux a deux dont la réunion est I'uni-
vers complet :

Ude=Q ET V(@ j)elln]® i#j= AnNA;=0

* Par exemple (A, A) forment un systéme complet d’événements.

» Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (z,y) € R
de fagon a ce que 'univers Q = {a,b,c} posseéde une probabilité P
vérifiant P({a,b}) =z et P({a,c}) =y.

> Si cette application probabilité existe alors elle vérifie ces égalités :
P({a,b}) + P({a,c}) = P({a,b,c}) + P({a})
=PQ) +P({a}) =1+ P({a})
P{a})=24+y—1>0
P({b}) =P({a,b}) — P({a})
=r—(r+y—1)=1-y>0
P{{c})=y—(z+y—-1)=1-2>0
Réciproquement les trois conditions affines x +y > 1, 0 < z et
0 < y suffisent pour vérifier toutes les conditions imposées par une
probabilité : la probabilité de chaque sous-ensemble est positive, ad-
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ditive sur les sous-ensembles disjoints, et la probabilité de 'univers
est P({a,b,c}) = 1.

Probabilité uniforme

e Une probabilité est uniforme lorsque chacun des événements élé-
mentaires ont la méme probabilité :
card A 1

(4) card ) ({w}) card 2
*x La probabilité uniforme est bien une probabilité.
Un jeu de dé a habituellement une probabilité uniforme.
Les probabilités uniformes sur un univers fini se ramenent le plus
souvent a des questions de dénombrement.

pour tout weN

»> Une urne U contient 2 boules rouges, 4 boules vertes et 5 boules
bleues. Les probabilités de tirage de chaque boule sont identiques.
Déterminer la probabilité p; de tirer sans remise un sous-ensemble de
trois boules d’'une méme couleur, celle py de faire un tirage bicolore,
et celle ps d’un tirage tricolore.

Déterminer de méme les trois probabilités p}, ph et p§ lorsque ce
tirage est effectué avec remise.

Calculer enfin les probabilités g et ¢’ de faire un tirage dans 1’ordre,
d’une boule rouge, puis verte puis bleue, lors du tirage successif des
boules une & une, dans les deux cas sans remise et avec remise.

o> Un tirage sans remise de trois boules consiste en un sous-ensemble
de 3 éléments parmi 'ensemble ¢ des 11 boules de l'urne. Il y a
(131) = 165 possibiltés.

Le nombre de sous-ensembles de 3 boules vertes parmi les 4 possibles
est (3) = 4, et celui de 3 boules bleues parmi 5 est (g) = 10. Le tirage

de 3 boules rouges est impossible.

La probabilité d’un tirage unicolore est p; = 14/165.

Le tirage est bicolore consiste en 2 boules d’une couleur et 1 d’une
autre couleur. Six associations de couleurs sont possibles et disjoints
les uns des autres. Chaque cas est un produit de possibilités :
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n ()+()-+ v ()
o ()-()-= waan ()
(2V,1B) ( ) ( ) = (1B,2V) (11) X (g) =40

La probabilité ps est po = (4 + 12 + 5+ 20 + 30 + 40) /165 = 37/55.
Les sous-ensembles de 3 boules de couleurs différentes sont obtenus
en prenant une boule de chaque couleur : Le nombre de ces sous-
ensembles donne la probabilité ps :

(-0 nemme

p1+p2+p3 =114+ 111+ 40165 =1

Cette derniere égalité effectue une vérification ou permet de déter-
miner 'une des trois probabilités a partir des deux autres.

> Un tirage avec remise correspond aux éléments du produit carté-
sien U? de Pensemble U de toutes les boules, qui permet 113 tirages
possibles.

Le tirage est unicolore lorsque les boules sont toutes les trois rouges,
avec 22 possibilités, toutes les trois vertes dans 4° cas ou toutes les

trois bleues dans 5° cas.
8+64+125 197

: ‘ o 331 © 1331
Le tirage bicolore de la couleur ¢ répétée deux fois et de la couleur

est de l'une des trois formes (v, ¢, c), (¢,v,¢) ou (c,c,7y) définie par
la position de la couleur 7. Le nombre de possibilités pour ces trois
sous-cas est le méme.
Ce tableau récapitule le nombre de possibilités des six groupes de
couleurs possibles, dans cet ordre :
(R,R, V) 22x4=16 (R, V,V) 2x4*=32
(R,R,B) 2°x5=20 (R,B,B) 2x5%=50
(V,V,B) 4*>x5=280 (V,B,B) 4 x5%=100
Le nombre de triplets bicolore est a multiplier par trois pour la raison
précédente d’ordre d’énumération, d’ou la probabilité p), :
;3 x (16 +32+420+ 50480+ 100) 893
P2 = 1331 ~ 1331

La probabilité du tirage unicolore est pj =
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Enfin le nombre de possibilités d’énumérer les 3 couleurs dans n’im-

porte quel ordre est 3! = 6, et le nombre de tirages dans l'ordre

(R,V,B) est 2 x 4 x 5, d’out la probabilité pj :

2x4x5 240
1331 1331

> Les probabilités ¢ et ¢’ sont obtenues par produit a partir de
chaque boule :
2x4x5 400 4 , 2x4x5 40

9 99 ¢ T IIx11x11 1331

PL+ph+py=1

p3 =06 x

T 1Ix10x9 990 99
Remarquons que ces probabilités sont 6 fois plus faibles que p3 et pj
a cause de l'ordre imposé des couleurs, parmi les 6 possibles.

Probabilité conditionnelle

Dans cette partie C est un événement de 2 vérifiant P(C) > 0.

e La « probabilité conditionnelle de A sachant C' » est définie ainsi :
P(ANCQC)

P(A] €)= Pold) = — [

m L’application Pc(e) est une probabilité sur 'univers €.

o s PQNnC) P(O)
0 La probabilité de 'univers est Po(Q2) = P~ PC) 1.
Si A et B sont des événements incompatibles de €2, alors leurs pro-
babilités conditionnelles s’additionnent par distributivité de l'inter-
section sur la réunion :

ANB={ donc (ANC)N(BNC)=ANBNC =10
P((AuB)NnC) P(AnC)u(BNCQC))

FelAUB) == = P(C)
_ P(AnC)+P(BNB) PANC) PBNC))
= P(C) =P PO

= Po(A) + Po(B)

Formule de Bayes

* Ces égalités sont des conséquences directes des probabilités condi-
tionnelles :
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P(AN B) = P(B) Pg(A) = P(A) Ps(B) si P(A) > 0 et P(B) >0
_ Py(A) P(B)

Pa(B) P(A)

»> Une machine A fabrique 90% de la production, et la machine B
les 10% restants. Sur 'ensemble 3% des pieces sont défaillantes, et il
y en a autant qui proviennent de la machine A que de la machine B.
Quel est le taux de pieces défaillantes pour chacune de ces machines 7

> Notons P(F') la probabilité d’une piece défaillante, les événements
A [respectivement B] énoncent que la piece a été fabriquée par la
machine A [respectivement B] :
P(F)=003 P(A)=09 P(B)=01
Prp(A) = Pr(B) =0,5
Ce calcul porte sur les probabilités conditionnelles P4 (F') et Pp(F) :
P(AN F)= Pp(A) P(F) = Pa(F) P(A)

Pp(A)P(F) 0,5 % 0,03

PA(F) = 2o g~ L6T%
Pp(B)P(F) 05 x 0,03
Py (F) = F(P()B)( ) _ 0, (?17 5%

Formule des probabilités totales

* Les probabilités conditionnelles sur un systeme complet d’événe-
ments permettent de retrouver la probabilité totale de A a partir des
probabilités conditionnelles :

Par exemple lorsque le systéme de complet d’événements est (C, C) :

P(A)=P(ANn(CUC))=P(ANC)U(ANC))
=P(ANC)+P(ANC) = P(C)Pc(A) + P(C) P5(A)
Plus généralement & partir d'un systéme complet (Cy))_; d’événe-
ments, la probabilité de A est cette somme :

P(A) = zn: P(Cy) Pa(Cy)
k=1

¢ Cette démonstration est rédigée pour un systeme complet de 3
événements (C,C',C") :
cuc'uc"=0 CocncC'=CcnC"=0C'nC"=10
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P(A)=P(An(Cuc'uc”))
P((ANCYU(ANCHU(ANC"))
P(ANC)+ P(ANC)+ P(ANCB")

= P(C) Po(A) + P(C") Pcr(A) + P(C") Per(A)

» Un test sanguin détecte une pathologie présente chez une per-
sonne sur 10 000. Ce test est positif chez 99% des malades et faus-
sement positif chez 0,1% des personnes non atteintes. Un individu
passe ce test et obtient un résultat positif; quelle est sa probabilité
d’étre malade ?

> L’univers ) est ’ensemble de la population avec quatre sous-
ensembles des personnes malades M ou non M, détectée D ou non
D associée a ces probabilités :
P(M)=10"*  Py(D)=0,99  Pg(D)=10"3
La probabilité recherchée est la probabilité conditionnelle Pp(M)
obtenue a partir de la probabilité de détection :
P(M N D)=P(M)Py(D)=9910"°
P(D) =P(M) Py (D) + P(M) Ps7(D) ~ 1,09910~°
P(MnD) P(M)Py(D)

Pp(M) = D) = PD) ~ 9%

Formule des probabiltés composées

m La formule des probabilités composées énonce ce produit :
n
P(() 4)
i=1
= P(Al) X PA1 (AQ) X PAlﬁAg (Ag) X oo X PAlmAQQ...An_l(An)

»> Un paquet contient 20 gourmandises emballées individuellement
dans des petites boites en matiere plastique. Le propriétaire du pa-
quet neuf en offre une puis remet 'emballage vide dans le paquet.
Il se sert ensuite une premiere fois et remet I’emballage vide, fait de
méme la deuxiéme et la troisieme fois. Quelle est la probabilité qu’il
mange en tout trois gourmandises 7

> Notons G, G2 et G3 les événements qui consistent a manger une
gourmandise la premiere, deuxiéme ou troisiéme fois. Les probabilités
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conditionnelles interviennent pour connaitre le nombre d’emballages
vides dans le paquet :

19 18 17
POM) =— Py (My) = — P M) = —
19 18
P(My 1 My) = P(M1) x Pasy (My) = 3 5 = 85,5%
P(Ml N My N Mg) :P(M1 N MQ) X PMlﬂMg(M3)

P(Ml) X PM1 (MQ) X PM1QM2(M3)
. 19 18 17

=— — — =72
20 20 20 72,7%

Evénements indépendants

e Par définition deux événements A et B sont indépendants si et
seulement si P(AN B) = P(A) P(B).
Dit autrement Pgp(A) = P(A) dans le cas ou P(B) > 0.
* Les événements contraires d’événements indépendants sont indé-
pendants. Les trois couples (A, B), (A, B) et (A, B) sont indépen-
dants des que les événements A et B le sont :
P(A)=P(AN B)+ P(ANB)
P(AN B)=P(A) - P(ANB) = P(A) — P(A) P(B)
=P(A)(1-P(B)) = P(A)P(B)
La formule est symétrique pour traiter le cas des événements A et B ;

cette égalité appliquée successivement & A et B, puis A et B permet
de conclure dans le dernier cas.

e Sur le méme principe trois événements sont mutuellements indé-
pendants si et seulement si ils vérifient toutes ces égalités :
P(ANnBNC)= P(A)P(B) P(C) P(ANB)= P(A) P(B)
P(BNC)= P(B)P(C) P(ANC)=P(A)P(C)

* Trois événements deux a deux indépendants ne sont pas nécessai-
rement indépendants dans leur ensemble.

»> Prenons 'univers 2 d’un tirage a pile ou face de deux pieces;
les deux pieéces sont réguliéres sans influence de I'une sur 'autre. La
probabilité est uniforme, chacune de ces 4 événement élémentaire est
de probabilité 1/4.
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Q= {(P7P)7(P7F)7(F7P)7(F7F)}
P(P,P)=P(P,F)=P(F,P)=P(F,F)=1/4

Notons F’ [respectivement F”] I’événement que la premiere [seconde
piéce] piece tombe sur face, et M 1’événement que les deux pieces
tombent sur la méme face.

Montrer que ces trois événements F’, ' et M pris deux a deux sont
indépendants, mais que ces trois événements ne sont pas mutuelle-
ment indépendants.

> Les événements F’ et F” sont indépendants, de méme F’ et M,
et F" et M :
F/:{(va)v(FvF)}
F'={(P,F),(F,F)}
M = {(P’P)’(F’F)}
FNF'=FnM=F'nM={(F,F)}
de probabilité 1/4 =1/2 x 1/2
FFNnF"nM=FnF" de probabilité 1/4 #1/8 = 1/23

de probabilité 1/2
de probabilité 1/2
de probabilité 1/2

x Siles événements A, B et C' sont mutuellement indépendants alors
AN B et C sont indépendants, de méme AU B et C, etc.
P((AmB)mC) P(AnBNC(C)
(4) P(B) (C) P(AN B) P(C)
P((AUB)NC) = P((AﬂB) (Ana))

P(ANnC)+ P(B ﬁC) P(ANnBNO)
=P(A) P(C) + P(B) P(C) — P(A) P(B) P(C)
=(P(A) + P(B) - P(AN B)) P(C)
=P(AUB)P(C)

e Plus généralement n événements (Ay));_, sont mutuellement in-
dépendants si et seulement si les probabilités pour toutes les inter-
sections de ces événements sont les produits des probababilités de
chaque événement.
VI c[Ln] P([)A)=]]PA)
icZ icZ

x Il ne suffit pas que cette égalité soit uniquement valable pour pour
intersections de deux événements.
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Par convention lintersection sur un sous-ensemble vide d’indice
Z = () est I'événement Q de probabilité 1 qui est aussi la valeur
du produit vide.

La définition précédente énumere donc 2" cas possibles pour Z, mais
seulement 2" — n — 1 correspondent & plusieurs événements. n cas
correspondent & 1'événement Ay, pour Z = {k}, et 1 & Z = ).

* La probabilité d’'une réunion d’événements mutuellements indé-
pendants (A)j_; se calcule a partir de I'intersection des événements
contraires :
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Exemple d’une suite de probabilités

»> Un étudiant arrive chaque jour a I’heure ou en retard en cours.
L’événement « étre en retard le jour n » est noté R,,. Il est & I’heure
le premier jour, et la probabilité qu’il soit en retard un jour sui-
vant dépend uniquement s’il a été a 'heure ou non la veille, et est
indépendants des éventuels retards des autres jours précédents :
pn= P(Rn) pr=P(R1) =0
P(Ryy1 | Ry)=a/2 P(Ry41| Ry)=a€]0, 1]
Exprimer p,41 en fonction de p,, déterminer A de fagon a ce que la
suite g, = p, + A soit géométrique, puis en déduire p, en fonction
de n uniquement, et préciser la limite de la probabilité quand n tend
vers +00.
Encadrer la probabilité ¢, pour que cet étudiant soit sanctionné a
cause d’un retard deux jours successifs.
Quelle est la probabilité p’ pour que cet étudiant arrive a ’heure les
N jours de I'année scolaire, ou au contraire la probabilité p” qu’il
soit en retard au moins une fois.
Préciser les applications numériques pour un taux a = 2%.
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> Le suite (py),cn- est définie par récurrence a partir de probabi-
lités conditionnelles pour n € N*.

Pnt1 =P(Ryi1) = P(Ry) Pr, (Rny1) + P(Rn) PR_n(Rn+1)
a a
:ipn'f'a(l _pn) =a-— Epn
La valeur A recherchée simplifie les termes constants dans la relation
de récurrence :

aGn  aA ax —2a
n == — )\ = _ —_— — )\ fy RN )\ —
ot = n ‘T3 T3 “r3 2+ a
Cette valeur de \ aboutit a la suite géométrique ¢p,+1 = —aq,/2,

ainsi ¢, = q1(—a/2)" ! ott ¢1 = A enfin p,, = ¢, — A :
Pn=qn— A= ql(_a/z)nil —A

= M(—a/2" 1) = 21— (/2
. 2a
Jim pn =570

> La probabilité g, d’un retard les deux jours consécutifs n > 2 et
n + 1 est obtenue par les probabilités conditionnelles :
qn = P(Rn N Ry11) = P(Ry) PR, (Rnt1) = pna/2
2 2 2
(- o2 e 5

o a a a
T 2+a (2+a) 2+a

} sin>2,etq =0

> L’événement étudié est R1 N Ro N R3N---N Ry de probabilité p’.
Chaque jour I’étudiant est a 'heure, et était a I’heure la veille. La
probabilité d’étre a ’heure un jour dépend uniquement du précédent,
et est 1 — a pour tous les jours a partir du deuxieme. La probabilité
sur Pannée est donc p’ = (1 —a)V ! car p; = 0.

Le fait d’étre en retard au moins un jour se décompose en événements
disjoints, en retard des le deuxiéme jour, ou bien a I’heure les deux
premiers et en retard le troisiéme, etc. La probabilité de cette réunion
d’événements est une somme qui aboutit a une série géométrique :

p'=a+(1-a)a+1—-a)’a+ - +(1-a)N "2
N-2 N-1
1—-(1-
= Z a(l—a)k = a—( @)
k=0

:1_ 1_ N—-1
1-(1—a) (1-a)
p/_l_p//:l
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Variables aléatoires réelles
Définition

e Une variable aléatoire X réelle est une application X : 2 — R de
I'univers {2 dans R.

e La loi de probabilité de la variable aléatoire X, appelée plus rapi-
dement loi de X et est définie par P(X =a) ot a€R :

P(X=a)=P({weQ / X(w)=a} = P(X*({a}))€[0, 1]

* Ainsi X = a est une abréviation de I’événement suivant :

{we / X(w)=a} =X"({a}) P(X=a)=PX '({a})) CcQ

Dans la suite les variables aléatoires sont finies, c’est-d-dire que l’en-
semble X (Q2) est fini. Cela est le cas dés que l'univers Q est fini, mais
ce n’est pas nécessaire.

* Ainsi P(X =a) = 0 dés que a € R n’est pas ['une des valeurs de
cet ensemble fini X (Q2) C R.

* Plus généralement pour tout sous-ensemble F' C R de R vérifie
que F'N X(§2) est un sous-ensemble fini de R :

P(XeF)=P({weQ / X(w)eF} = P(X"!(F))
= Y PX=a)el0,1]

acFNX(Q)

* Dans certains cas la loi de probabilité est confondue avec ’appli-
cation probabilité. Prenons ’exemple d’un dé a six faces.

Notons d’une part 'univers 2 = {Fy, Fy, F3, Fy, F5, Fs} des six faces
du dé, et la variable aléatoire D : 2 — [1,6] définie par la valeur
k € [1,6] de la face Fy, ainsi D(Fy) = k; dans ce cas la loi de
probabilité de D est définie par Po(D=Fk) €0, 1] lorsque k€ [1,6].
Notons d’autre part 'univers U = {1,2,3,4,5,6} = [1,6] dont l'ap-
Fu({k}).

Ces deux modélisations sont équivalentes : Po(D = k) = Py({k}).
L’une utilise une probabilité dans 'univers des faces F}j dont la va-
leur est donnée par la variable aléatoire D, et l'autre étudie une
probabilité dont le parametre est directement dans le sous-ensemble
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des entiers [1, 6].

« La fonction de répartition Fx : R — [0, 1] de la variable aléa-
toire X est définie par Fx(z) = P(X < z). Cette application est
croissante et vérifie ces propriétés :
lim F = lim F =1
AT, Fx@ =0l Fx(e)

P(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a) pour (a,b)eR?* et a <b

* Dans 'univers du lancer de deux dés indépendants aux faces
[[1,6]]2 équiprobables la somme S des valeurs de ces deux dés est
une variable aléatoire a valeurs dans [2,12].

Le tableau suivant récapitule la loi de cette variable aléatoire S en
énumérant les 36 coups possibles :

P(S=2)=P(S=12)=1/36  P(S=3)=P(S=11) = 2/36
P(S=4) =P(5=10)=3/36  P(S=5)= P(S=9) = 4/36
P(S=6) = P(5=8) =5/36  P(S=T7)= 6/36

* La loi d’une variable aléatoire X constante de valeur « est définie
ainsi :
X: Q=R X(w) =a pour tout we
P(X=a)=1 P(X=X)=0 pour tout \ # «

x La loi uniforme d’une variable aléatoire ayant n > 1 valeurs
(vg)p—, différentes deux & deux est par définition celle-ci :

P(X=uv) = % pour tout ke [1,n]
P(X=u)=0 Siu%{vk/ke[[l,n]]}

Deux lois usuelles

Loi de Bernoulli

e Une variable aléatoire X de Bernoulli B(p) de parametre p€ [0, 1]
est définie par exactement deux valeurs 0 et 1 possibles :
P(X=1)=p P(X=0)=1-p
P(X=a)=0 pourtouta#0eta#l

% Cette loi modélise un univers a deux valeurs 2 = {0,1}. La pro-
babilité sur cet univers est bien p+ (1 —p) = 1.
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x Le tirage d’une piece « a pile ou face » suit une loi de Bernoulli
de valeur p = 1/2, en accordant par exemple de fagon arbitraire la
valeur 1 au coté face.

Loi binomiale

e Par définition une variable aléatoire X suit la loi binomiale B(p, n)
de parametre p€ |0, 1] et n€N a cette condition :

P(X=k)= (Z) PP(1—p)"*  pour tout ke [0,n]

P(X=x)=0 siz¢[0,n]

« Toutes les probabilités élémentaires P(X = k) sont positives et
de somme 1 par la formule du binome de Newton, donc cette loi
binomiale est bien une loi de probabilité :

S P(X=k) =Y (’;) PO p) = (4 (1 p)) = 1" = 1
k=0 k=0

* La loi binomiale pour n = 0 est la loi constante de valeur 0, et la
loi binomiale pou n = 1 est la loi de Bernoulli de méme parametre p.

» Quelle est en fonction de p et n la valeur maximale de la proba-
bilité k€ [0,n] de la loi binomiale B(p,n)?

> Notons 0 < pp, = P(X =k) = (Z) (1 — p)"* pour ke [0,n],

Le quotient pyy1/py précise les variations de py, :

pk+1:(k+1> P El(n—k)! P
Dk (n) I—p (k+D!'n—k-D!'1-p
k
__(n—=FK)p
(k+1)(1-p)

13%<:>(k+1)(1—p)g(n—k)p
k

<~ l1+k—kp—p<np—kp
= 1+k<(n+l)p<=1+k<|[(n+1p|=ko
Le quotient précédent démontre ces inégalités ou ko = |[(n + 1)p] :
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0<po<p1 < < Pro—1 < Diy
Dko = Pko+1 = *** 2 Pn—2 = Pn—1 = Pn >0
La probabilité maximale est donc obtenue pour kg, en particulier
ko = |[(n + 1)/2] lorsque p = 1/2, et correspond au plus grand
coefficient du binome d’ordre n.

Variables aléatoires indépendantes

e Deux variables aléatoires X et Y sur un méme univers €2 définissent
un couple de variables aléatoires (X,Y).

La loi conjointe de X et de Y est la loi de ce couple de variable
aléatoire P((X,Y)=(a,b)).

Réciproquement les lois X et Y du couple (X,Y") de variables aléa-
toires sont appelées lois marginales de la loi conjointe.

x La loi conjointe P((X,Y) = (a,b)) permet de retrouver les lois
marginales :

= Y P(X,Y)=(a,b))
bEY (Q)
PY=b)= Y P(X,Y)=(a,b))
a€eX(Q)

* Réciproquement connaitre les deux lois marginales ne permet pas
de trouver la loi conjointe. Les trois expériences suivantes ont les
mémes lois marginales de répartition uniforme mais la loi conjointe
est différente.

La premiere expérience lance deux dés indépendants. La deuxieme
consiste a lancer un dé prenant la variable aléatoire X, et la variable
aléatoire Y est la méme Y = X. La troisieme consiste aussi a lancer
un seul dé dont la valeur est la variable aléatoire X, et la variable
aléatoire Y est Y =7 — X.

Dans ces trois cas les lois marginales sont les lois uniformes sur [1, 6],
mais les trois lois conjointes sont différentes comme le résume ces
tableaux :

1
Expérience 1 : P((X,Y)=(a,b)) = 3 Pow (a,b) €1, 6]
1
Expérience 2 : P((X,Y)=(a,a))= g Ppoura€ [1,6]
P((X,Y)=(a,b))=0 poura#b
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Expérience 3: P((X,Y)=(a,7—a))=
P((X,Y)=(a,b)) =

1

g Dpoura€ I1,6]

0 poura+b#T

e Deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes si et seule-

ment si pour toutes les valeurs possibles de ces variables la loi

conjointe et les deux lois marginales vérifient cette égalité :
P(X=a) P(X=b) = P((X,Y)=(a,b))

x Cette définition peut aussi bien étre donnée pour tous les événe-
ments possibles X (w) € A et Y (w) € B que pour toutes les conditions

élémentaires X =aetY =b:
P(XeA)P(YeB)=P((X,Y)eAx B)

¢ Le passage de I'un a l'autre s’effectue par somme sur des sous-
ensembles fini des valeurs possibles X (Q2) et Y(Q) :

P(XeA)=) PX
acA
P(YeB)=>_ P(Y=b)
beB
P((X,Y)eAx B)=} P((X,Y)=(a,b))
(a,b)eAxB

En toute rigueur les ensembles finis d’indices devraient étre AN X (12)
a la place de A, BNY (2) ala place de B et (AxB)N(X () xY(Q))
a la place de A x B.

* Deux événements peuvent étre indépendant sans que les lois soient
indépendantes. Notons (X,Y") les lois modélisant le lancer de deux
dés, et S =X + Y la variable aléatoire somme.

Les lois X et S ne sont pas indépendantes, par exemple :

P((X,5)=(6,2)) = 0# P(X=6) P(§=2) = ¢ ><136

Les événements X = k et S = 7 sont indépendants :
., 6 car § = 7 correspond a 6
P(§=17)= 36 tirages possibles sur 36
1
P(X, 8)= (k7)) = P(X,Y) = (kT — k) =

= P(X=k)P(S=T)
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e Trois variables aléatoires X, Y et Z sont mutuellement indépen-
dantes si et seulement si ces lois vérifient toutes ces égalités :

P(X=a)P(Y=b)P(Z=c)= P((X,Y,Z)=(a,b,c))
P(X=a) P(Y =b)= P((X,Y)=(a,b))
P(X=a) P(Z=c)= P((X, Z)=(a,¢))

P(Y =b) P(Z=c)= P((Y, Z)=(b,¢))

Plus généralement les n variables aléatoires (X}),_, sont mutuel-
lement indépendantes si et seulement si pour toutes les valeurs
(a7 i—1 ER"™ possibles les n événements X, = a;, sont mutuellement
indépendants.

Les conditions X = aj peuvent étre remplacées par Xj € A dans
ces égalités de produits.

x Si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes alors les
compositions par des applications réelles f o X et go Y sont des
variables aléatoires indépendantes.

Ces événements sont égaux :

fX(w) €A+ X(w)ef(4)
g(Y w)eB =Y (w)eg™(B)

Somme de variables de Bernoulli indépendantes

m La loi d'une somme de n variables de Bernouilli (X;);"; de para-
metre p est la loi binomiale B(p,n) :

P(;:; X;=k) = (Z) pE(1 - p)n*

¢ Les n variables aléatoires de Bernoulli X; sont mutuellement indé-
pendantes. La probabilité des intersections des n cas est le produit
des probabilités p ou 1 —p
P((Xla 7Xk7Xk+17Xn):(17"' 71707"' 70))

= P(X1=1) -+ P(Xp=1) P(X41=0) - P(X,=0)

=pF(1—p)"*
Il existe en fait (Z) sous-ensembles de k indices parmi les n variables
aléatoires qui déterminent les k indices ¢ des variables aléatoires X;
de valeur 1 pour que la somme soit k& :
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5= ETL:Xi P(S=k) = (Z) PP —p)"*

i=1
Espérance et moments des variables aléatoires

Espérance

o L’espérance E(X) € R d’une variable aléatoire réelle X est sa
moyenne pondérée :

Z X(w)P({w}) = Z x P(X =x)
we z€X(Q)
Une variable aléatoire X est centrée lorsque E(X) = 0.
m L’espérance est linéaire, positive et croissante :
EAX) =\ E(X) E(X+Y)=EX)+EY)
Vwe) X(w)>0=E(X)>0
VweR X(w) < Y(w) = B(X) < B(Y)

¢ Ces démonstrations reposent sur des manipulations de sommes :

= AX(w) P({w}) =AY X(w) P({w}) = A E(X)

weld weN
E(X +Y) =3 (X(w)+Y(w) P{w})
we
=) X P{{w}h) + Y Y(w) P({w}) = E(X) + E(Y)
we weN

¢ La propriétés suivantes reposent sur les inégalités P(w) > 0 et
X(w) > 0.

=D A X(w) P({w}) >

weN

* L’espérance d’une variable aléatoire constante X = a est «a :
ZxP(X:x):ax l=a

X(2)={a}
L’espérance d’une variable X de Bernoulli B(p) est E(X) =p:
pr =px14+(1-p)x0=p
(@)={0.1}

L’espérance d’une variable X binomiale B(p,n) est E(X) = np.
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¢ Une démonstration possible porte sur de manipulations de la for-
mule du binome :

> e P(X=)=)k (Z) pH(1—p)

z€[0,n] k=0
n B n o 1 3
= Z k (Z) pk(l _p)(n k) _ Z n (Z B 1) pk(l _p)(n k)
k=1 k=1

n—1
=n), (k ’ 1) pp* (L =) = mp(1 4+ (1= )" =
k=0

*x La composition par la fonction réelle f aboutit a
E(foX)=E(f(X))= ) [flz)P(X=x)
z€X(Q)
* L’espérance de Y = aX + best E(Y) = aE(X) + b par linéarité :
EY)=E(@X 4+b)=aE(X)+E(b) =aE(X)+b

Espérance d’un produit de variables indépendantes
m Espérance du produit de variables aléatoires indépendantes est le
produit des espérances : E(XY) = E(X)E(Y).

0 L’espérance du produit des deux lois marginales indépendantes de
la loi conjointe est la suivante :

B(XY) = 3 2y P(X,Y)=(z,y))
(z,y)E(X(Q)xY(R2))
= > zy P(X =2) P(Y =y)

(z,y)e(X(2)xY(2))

> X wP(X=n)P(Y=y)

2€X(Q) yeY (Q)

= Y aP(X=z) ) yPY=y) =EX)EY)

zeX () yeY ()

»> Un trousseau a huit clefs similaires, mais une seule ouvre une
porte donnée. Combien faut-il en moyenne d’essais pour ouvrir la
porte, d’une part en prenant ces clefs méthodiquement, sans les re-
mélanger, et d’autre part en les confondant de nouveau entre deux
essais.
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> Notons A 1’événement consistant & ouvrir la serrure a I'es-
sai k € [1,8]. Des probabilités conditionnelles obtenues successive-
ment pour k =0, k =1, k = 2, etc. donnent la probabilité de chaque
test, et notons X la variable aléatoire décrivant le nombre d’essais a
effectuer :

1 7 1
PA)=- P(A|) = - P(X =1)= -
(A1) 3 (Ar) 3 ( ) S
1 — 71 1
PZ1(A2):§ P(XZQ):P(AI)P_l(AQ):§§:—
P(A_lﬂA_g):l—P(le)—P(X:2):g
1
Pi7;(43) G
— 61 1
P(X =3)= P(A1 0 72) Pz (As) = S ¢ = ¢

P(A; N ﬂﬂ):l—P(XSk):%;%
. 1
P(X=k+1)=P(Ar NN A) Po qx (Art1) = 3
8
=Y kP(X=k) Zk_8X9/2 2
k=1 2

Cette probabilité uniforme de réussite de 1/8 par essai était prévi-
sible, on peut aussi étudier en quelle position est la bonne clé parmi
les 8, en dénombrant toutes les énumérations possibles des clefs, avec
8! cas en tout, et 7! cas ou la bonne clé est en position k.

> La méthode est la méme si les clefs ont été mélangées de nouveau
entre chaque tirage :

1 1
PA)==- PX=1)==
(A1) =g (X=1) =3
1 7 1
Pr()=g5  P(X=2)=Pg,(4) P(42) = g x g
1 . S — 7N 2
Prnm(As)=g  P(AIN A2) = P(A1) P(4) = (g)
1,7\2
P(X =3)= g(g)
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P(AT NN &)= P(AD) P(Az - &) = (L)

P(X = k)= l(z)k

8\8
N
La somme Z ka* correspond a la dérivée d’une série géométrique :
k=1
N N N N , 1 N+,
k_ k—1 _ k. E) _ x
ka —$Zka: —a:Z(a:)—m(Z$)—x( - )
k=1 k=1 k=1 k=0
1=V (N4 12V (1 — )
B (1—2)?
oz NaN+2 — (N + 1)V
B (1—x)?
“+o0o
x
S kat= L
— 2
= (1—x)

Cette variable aléatoire X n’est pas finie, elle prend ses valeurs dans
N, et est appelée variable aléatoire discrete. L’espérance est la valeur
limite de la série, et non une somme finie :

Xk T\ k 7\F 7/8 9
p0=3 5[ =52 () 51w =773

1 I

8 k=1

Variance et écart-type d’une variable aléatoire

e La variance V(X) d’une variable aléatoire réelle X mesure le carré
des écarts entre les valeurs de X et son espérance :

V(X) = E((X - E(X))*) = E(X?) - B(X)?

¢ La démonstration de la derniere égalité repose sur la linéarité de
Pespérance ; notons A = E(X), pour mettre en évidence cette pro-
priété ; ainsi B(A?) = A% pour la loi constante \? :

V(X) =E(X —E(X))}) = E(X —\)?) = BE(X? — 20X + \?)
=E(X?) - 2 E(X) + E(\*) = B(X?) - 2E(X)” + E(X)?
=B(X?) - E(X)?

x La variance est une valeur positive car espérance de variable aléa-
toire (X — E(X))? & valeurs positives :
Ywe (X(w)-EX))?*>0= E((X - E(X))?)
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e [’écart-type d’une variable aléatoire X est o(X) = 1/V(X).

x La variance d’une variable aléatoire constante X = a est nulle.
V(X) =E((X - E(X)?) =E((X —a)®) =E(0) =0

* La variance d’'une variable aléatoire X de Bernoulli B(p) est

V(X) =p(1 —p), ot X? =X car X est de valeurs 0 ou 1.

V(X) =E((X - p)*) = B(X* = 2pX +p?) = B(X - 2pX +p°)

=E(X) - 2pE(X) +p° =p —p* =p(1 - p)

* La variance d’une variable aléatoire X de loi binomiale B(p,n)

V(X) =np(1 —p).

¢ Une démonstration possible repose sur la manipulation des coeffi-

cients du binome :

K2 = (k(k — 1) + k) k(Z):(Z:i) pour 1 <k <n

k(k_l)(z> :n(k_l)(Z:D:n(n_l)(Z:;)

pour 2 < k < n.

k=0
=S (k(k—1)+k) () p"1 = p)"F = (np)?
S0 1)+ (1) rH0 -0t o)

_n B n\ n—k . n\ kg n—k _ ()2
_k;k(k; 1)<k>p(1 p) +;k(k>p(1 p) (np)
" n—2\ g n—k = ny g n—k
= nn—1 1-— + n 1-
St (33 ) s —mr e o (1) b

24 FMy le 16/5/2014



=n(n—1)p*(p+ (1 —p))" > +np(p+ (1 = p))" ™" — (np)*
=n*p? —np”® +np — n’p* = np(1 - p)
s La variance de Y = aX + b est V(Y) = a? V(X) par linéarité :
V(X +b) =E((Y —E(Y))?) = E((aX +b—a E(X) —b)?)
=B((@*(X - E(X))?) = a® V(X)
o(aX +b) =/ V(X) = |a] V(X)
o Une variable aléatoire X est réduite si et seulement si V(X) = 1.

Moment d’une variable aléatoire
e Plus généralement le moment d’ordre k € N* de la variable aléatoire
X est my = B(X®)eR.

* Le moment centré p;, = E((X — E(X))*) s’obtient par développe-
ment en fonction du moment my, = E(X¥) :

k
o =(0x — B =B (3 (1) mxix)

=
::0 (’;) E(X)* B(XT) = 2; (’;) OO,

Inégalité de Markov et deTchebychev d’une variable aléatoire

m L’inégalité de Markov d’une variable aléatoire & valeurs positives
minore une probabilité par 'espérance :

1
P(X 2 AB(X)) <5 oiA>0et X(w)>0

¢ La démonstration repose sur la positivité des probabilités :
EX)= > aP(X=a)
aeX(Q)
> Y aP(X=a)>AE(X)P(X >AE(X))
aeX(Q)
a>AE(X)

E(X) > AE(X)P(X > AE(X)) donc P(X > AE(X)) <

>| =

o L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev se déduit de l'inégalité de
Markov pour faire intervenir la variance :
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V(X)

PX-EX)|[=7) < 2

ouvy >0

¢ La démonstration applique I'inégalité de Markov a la variable aléa-
toire positive Y = (X — E(X))? et A =42/ E(Y) =4/ V(X) :
1 V(X))

P(Y 2 AB(Y)) = P(X - B(X)| 27) < = 3

% Soit une famille (Xj);_, de n variables indépendantes d’espérance
m = E(Xj) et d’écart-type o = 1/ V(X). L’espérance et la variance
de la loi moyenne M de ces n lois aboutit par I'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev :

S=> Xk =2 E(M)=m
k=1 K
0_2
V($) =no® V(M) =
0.2
P(|M —m| 2 a) < ——

Covariance de deux variables aléatoires

e Par définition la convariance de deux variables aléatoires réelles X
et Y est cov(X,Y) :

cov(X,Y) = E(X — E(X))(Y —E(Y))) = E(XY) - E(X) E(Y)

¢ La derniére égalité repose sur la distributivité du produit et cette
premiere égalité pour toutes les valeurs possibles de y :
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=Y 2P(X=2)=Y 2 P((X,Y) = (z,9))

I?y

E((X —EX)(Y —E(Y)))
=Y (z—EX))(y —EY))P(X,Y) = (z,9))

(z,y)

=Y (zy -2 E(Y) - E(X)y + E(X) E(Y))P((X,Y) = (z,y))
(z,y)

=Y ayP((X)Y)= ZmP

(z,y)
ZyP )+ E(X) E(Y)

= E(XY) -2 E(X) E(Y) + E(X) E(Y) = E(XY) - E(X)E(Y)
Les sommes sur (x,y), x et y sont finies pour ces variables aléatoires
finies et portent sur (z,y)€ X () x Y(Q2), z€ X(Q) et yeY ().

m La covariance de deux variables aléatoires indépendantes est nulle.

¢ La démonstration repose sur I’espérance de deux variables X et YV
indépendantes :
E(XY)=EX) E(Y) cov(X,Y) =E(XY) - EX) EY)

x Deux variables peuvent avoir une covariance nulle sans étre in-
dépendante : Soit R la variable aléatoire d’un jeu de pile ou face
équilibré de valeurs +1, et D un jeu de dé, les variables aléatoires
centrées X et Y sont X = 2D — 7€ {+£5,4+3,£1}, et Y = RX. Les
variables R et X sont indépendantes :

E(D):§ E(X)=2E(D)-7=0 E(R) =0
E(Y) =E(RD) =E(R) E(D) =0
P((X,Y) = (5,5) = P((D, R) = (6,1)) = =
#P((X,Y)=(1,3)) =0
cov(X,Y) =E(XY) - E(X) E(Y)
=E(RX?) — E(R) E(X)?
=E(R) (E(X?) - E(X)*) = E(R) V(X) =0

« La définition cov(X,Y) = E((X —E(X))(Y —E(Y))) que la conva-
riance est positive si les variations des deux variables X et Y ont
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tendance a étre dans le méme sens : X — E(X) et Y — E(Y) souvent
du méme signe.

m La variance d’une somme fait intervenir la covariance :

V(X +Y) = V(X)+V(Y)+2 cov(X,Y)

¢ La démonstration passe par la linéarité de ’espérance :
V(X + Y) =E((X + Y) —E(X) —E(Y))?

=E((X - BE(X)) + (Y = E(Y)))?)
=E((X (X))2 + (Y))2 +2(X —EX))(Y —E(Y)))
=E((X - BE(X))*) + E(( E(Y))?)

+2 E(X —EX))(Y —E(Y)))

=V(X)+V(Y)+2cov(X,Y)

* covariance symétrique et linéaire par rapport a chaque variable :
cov(X, X) =V(X) cov(X,Y) = cov(Y, X)
cov(AX,Y) = cov(X,\Y) = A cov(X,Y)
cov(X +Y,7) =cov(X,Z) +cov(Y, Z)
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