LES NOMBRES

Vocabulaire des lois de composition interne

Dans cette partie E est un ensemble et (x,y, z,t) cFE4.

e Une loi de composition interne x (abrégée en lci) est une applica-
tion f de F x E dans E qui est notée z xy = f(z,y).

*x L’addition est une loi de composition interne sur N et Z, et la sous-
traction est une loi de composition interne sur 7 :

+:NxN-—N +:ZX7T — 7 — L Xl —7
(x7y)|—>x+y (JUay)'_>95+y (:c,y)»—)a:—y

Au contraire la soustraction n’est pas une loi de composition interne
sur N : 2 — 3 n’est pas défini dans N.

* La loi de composition interne + sur N peut s’écrire avec le quantifi-
cateur universel V se lisant quel que soit. . . ou pour tout. . . ; la négation
montrant que la soustraction n’est pas une loi de composition interne
fait intervenir le quantificateur existentiel 3 se lisant il existe... par
exemple avec z =2 et y =3 :

VzeN VyeN z+4+yeN JzxeN dJyeN z—y¢gN

e Les lois de composition interne peuvent étre caractérisées par les
propositions suivantes :

commutative V(z,y)€E? zxy=y+*zx
associative V(z,y,2)EE? zx(yxz)=(zxy)*z
e€ FE est un élément neutre Vrel xzxe=exr==x

u€ F est un élément régulier Y (z,y)€E? zru=yxu=—x=1y
ET uxx=uxy=2z=y
a€ F est un élément absorbant VereE xxa=axx=a

x L”addition + et la multiplication X de nombres sont des lois com-
mutatives et associatives ; au contraire la puissance =~ de nombres n’est
ni commutative ni associative car il existe des nombres pour lesquels
les égalités ne sont pas vérifiées :
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r+y=y+zx TXY=yXzx 28 =8+4£32=9
r+y+z2)=(@+y+z wx@Wyx2)=(xy)x=z
2" = 29 = 512 £ (23)* = 82 = 64

* Le nombre 0 est élément neutre pour ’addition, et le nombre 1 est
élément neutre pour pour la multiplication :
r+0=04+z=2 Ixz=axxl==2

x L’associativité de la loi x rend cohérente la notation sans parenthése
x*xy*zalaplace (xxy)*z=1xz*(y*2).
L’associativité s’étend a un nombre quelconque de termes en les re-
groupant trois par trois :

(xy)x(zxt) =xx(y*(2xt)) = ((yx2)*t) =z x(y*xz)*t

e La loi % est dite réguliere lorsque tout élément de E est régulier.

x Tout nombre u est régulier pour I'addition, et tout nombre v non
nul est régulier pour la multiplication :
utr=ut+y=—zc=y vEOET v xx=vXxy=—=zx=y

* Le nombre 0 est élément absorbant pour la multiplication et n’est
pas régulier :
Oxz=x2x0=0 I1x0=2x0=0ET1#2

e La loi % est distributive par rapport a la loi de composition interne L
a cette condition :
V(z,y,2)€E? xx(yLlz)=(r*xy) L (x*z)
ET(z Ly)xz=(xxz2) L (y*z)

x La multiplication X est distributive par rapport a ’addition +; la
puissance n’est pas distributive par rapport a la multiplication, elle est
distributive a gauche et n’est pas distributive a droite :
px(y+2)=(@xy)+@xz) (e+y)xz=(zx2)+(yx2)
(xxy)? = (27) x (y¥) 23 =20=64+#(2?)x (2%) =4 x8=232

e Lorsque e € F/ est élément neutre pour la loi , 'élément = € E est
symétrique de x € F si et seulement si x xT =2 xx = e.
Dans ce cas z est dit inversible pour la loi de composition interne .

* Le nombre entier —3 € Z est le symétrique de 3 pour l'addition
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dans Z; de méme le nombre rationnel 1/3 € Q est le symétrique de 3
pour la multiplication dans Q :

1

3—-3=0 3x=-=1

3
Au contraire le nombre entier 3 € Z n’a pas de symétrique pour la
multiplication dans Z : I’équation 3 X x = 1 n’a pas de solution dans
Z.

* La commutativité de la loi x permet de définir la régularité, 1’élé-
ment neutre, ’élément absorbant, le symétrique et la distributivité par
une seule égalité a la place de deux.

Si au contraire la loi x n’est pas commutative, alors les deux égalités
des définitions sont nécessaires.

Opérations sur les nombres

Propriétés communes des opérations

Le premier paragraphe ci-dessous énumeére sans les démontrer les pro-
priétés de base des mombres réels, et les suivants justifient les autres
propriétés des opérations sur R d partir de celles-la.

Dans la suite de cette partie x, y, z et t sont des nombres réels, n est
un entier, et (xg)p_; et (yr)n_, sont deux familles finies de nombres.

Propriétés de base des opérations

m [’addition + est une loi de composition interne commutative et
associative dont I'unique élément neutre est 0.

Tout nombre réel x posseéde un unique symétrique pour ’addition, il
est appelé opposé de = et est noté —x.

m La multiplication x est une loi de composition interne commutative,
associative et d’unique élément neutre 1 # 0.

Tout nombre réel x non nul possede un unique symétrique pour la
multiplication, il est appelé inverse de z et est noté 1/x.

La multiplication est distributive par rapport a 'addition.

« Ces propriétés caractérisent la structure de corps de (R, +, X).
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Opposés et inverses

x L’addition est une loi de composition réguliere.
Tout élément inversible est régulier pour la multiplication.

¢ Additionner 'opposé —z démontre que z est régulier pour 'addi-
tion :
rty=c+z=(—2)+(x+y)=(—2)+(x+2)

= ((—2)+z)+y=((—2x)+z)+z

= y=0+y=0+2==z¢
La commutativité de I’addition évite la preuve de 'autre implication :

rt+z=yt+tz=zt+r=2+y
= x=y

0 Si x est inversible, I’hypothése xy = xz entraine y = 2 :

1
TXYy=xrxz= —x(xXy)=
x

— X

T

1 1

— (EXZL) XYy = (EX.T])Z
—y==z

La commutativité de la multiplication entraine I'autre égalité.

m Ce formulaire traduit les propriétés générales des éléments neutres
et des symétriques pour I'addition et de la multiplication :

-0=0 —(—z)==x —(x+y)=(—x)+(—y) abrégé en —x—y
1 1 1 1 1
—=1 == = — X — pour z et y non nuls
1 = TXYy

¢ L’associativité et la commutativité de 'addition et de la multiplica-
tion prouve ces propriétés, par exemple :

1 1 1 1
(zxy) x (;x;):(;x;) X (zxy)
1 1 1 1 1

=(xx— Xx—)=1x1=1 d — X — =
(ox ) x (yx ) one %=

x Les propriétés de cette forme sont étudiées en toute généralité dans
la derniére partie de ce chapitre.

m Le nombre 0 est absorbant pour le produit, n’est pas régulier et n’a
pas d’inverse :
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1
;750 pour tout x #£ 0 ry=0 <= (z=00U y=0)

¢ L’égalité 0 x x = 0 provient du fait que 0 est élément neutre pour
I’addition associé a la régularité de la somme :
0+ 0z =0x=(0+0)z =0z+0xr=0=0x

¢ L’égalité 0 x 1 = 0 x 0 = 0 prouve que le nombre 0 n’est pas régulier
pour la multiplication car 1 # 0.

¢ La propriété qui énonce que tout élément inversible est régulier pour
la multiplication justifie donc 0 n’est pas inversible car 0 n’est pas
régulier.

0 Siz=0o0uy=0alors x x y =0 car le nombre 0 est absorbant :
r=00Uy=0=2axy=0
Réciproquement si x # 0 et y # 0 alors x et y sont inversibles, donc
z X y admet un inverse et par conséquent x x y # 0. Cette implica-
tion est la contraposée de 'implication recherchée obtenue a partir des
négations et de I’échange des deux termes de 'implication ; ces deux
implications sont logiquement équivalentes :
r#0ETy#0=axxy#0
cest-a-dire  NON (z x y #0) = NON (z # 0 ET y # 0)
cest-a~dire rxy=0=2z=00Uy=0

m Ces égalités usuelles découlent de la distributivité et de la régularité :
—(zxy)=(-z)xy=zx(-y) —z=(-1)x=z
La suite du cours utilise les notations algébriques habituelles; le
signe X peut étre omis dans un produit, par exemple xy = = X y, et
la multiplication est prioritaire sur l’addition comme dans [’égalité
xy + zt = (zy) + (2t).
¢ La régularité de l'addition et la distributivité de la multiplication
prouvent les premieres égalités :
zxy+(=(zxy))=
=0xy=(z+(-x))y ﬂfxy+( T) Xy
=zx0=z(y+(-y))=zxy+zx(-y)
= —(z xy) = (—2) xy =z x(~y)

Le valeur particuliere y = 1 justifie —z = (—1)x.
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* Aucun calcul ne peut étre fait avec I'inverse de 0 qui n’est pas défini.

> Résolution de Péquation a’z + 1 = a + = d’inconnue réelle z en
fonction du parametre a €R.

> L’ensemble des solutions est noté S :
dr+l=at+z+= (a* - Vr=a—1

Sia=1: 0=0 est valable pour tout x S=R
Sia=—1: 0= —2 est sans solution S=10
Sia;éjzl:uneseulesolutiona::a_l: ! S:{ ! }

a?—-1 a+1 a+1

Puissances d’exposant entier

e Dans le cas ot (p, q) €Z? les puissances d’exposant entier sont défi-
nies ainsi, sauf 0” qui n’est pas défini si p < 0 :
T XxXxX---xzx produit de p facteurs pour p >0
1 pour p =0, y compris 00=1
1 1 1 1

—X—=X:X—=— pourp<0,saufsiz=0
r x x P

P =

m Le nombre de termes de ces produits se traduit par ces égalités :

(zy)P = aPyP 2Pzl = oPTT  (zP) = zPd (l)p _1_ 2P
T xP

¢ Une démonstration rigoureuse de ces égalités s’effectue par récur-
rence sur p ou g en distinguant selon que les exposants sont positifs
ou négatifs.

% La notation z?* signific z*") ; au contraire (z7)? = 279.
* Les formules habituelles des puissances entieres p € Z de —1 dé-
coulent de Iégalité (—1)% = (=1) x (=1) =1
(—1)P = (12 = (1) = (—1)77 = —(—1)rH!
(D7 =1=(-1)" () =-1=(-1*
Sommes et produits

e Ces notations correspondent a la somme et au produit d’une famille
finie de nombres :
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n

n
Zxk:xl—i-xg—l—---—i—xn ka:azlxxgx---xxn
k=1 k=1

n
Hk:1><2><---><n:n!
=1

* Par convention une somme d’un élément est celui-ci, et une somme
vide est égale a zéro, I’élément neutre de ’addition ; les notations pour
les produits sont similaires et justifient la notation ol=1:

Zxk:xl Zl’k:() Hmk:xl H.%'kzl 0! = szl

k=1 k=1 k=1 k=1

* La valeur d’'une somme ne dépend pas de I'indice employé, k ici :
n n
ZIk:ZIi:I1+I2+"'+In
k=1 i=1

x L’associativité, la commutativité et la distributivité se généralisent
a des sommes et des produits d’une famille finie de nombres :

n n
ZJUkerk ZJUkJrZyk Hl’kyk: HIkXHyk
k=1 k=1

n
Z Tp+l-k = Z Ty H Tp+l-k = H Tk
k=1 k=1 k=1 k=1

n n
DTk =T )k
k=1 k=1
Une démonstration rigoureuse s’effectue par récurrence sur n.

x Cet exemple représente plus naivement une somme précédente :

Z Tptl-k=Tp +Tp—1+ -+ 22+ 21 par commutativité
k=1

n
:$1+$2+---+xn_1+xn22xk
nn+1
> La somme des entiers entre 1 et n€N est w

> Une écriture colonne par colonne de cette somme d’entiers consé-
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cutifs permet, griace a la commutativité de ’addition, d’obtenir sa
valeur :

Zkzl—i— 2 4+--+(n—-1)+n 2Zk:n(n+1
zn:k—n+(n—1)+---+ 2 +1 ik—MeN
B 2

> Déduire ces deux sommes d’entiers pairs et d’entiers impairs de la
somme précédente des entiers consécutifs :

Zk_Zk_ ”H) S =3 (2k) i2k+1
k=1 k=1 k=1

> Une factorisation et un développement transforment ces sommes :

5= 3 =23 k=ni s
T= Z2k+1_22k+21—nn+1+ =n(n+2)
k=1

> Les produits des entiers pairs et impairs s’expriment par des facto-
riels :

k=1 k=1

> Le nombre 2 se factorise dans chaque terme de ce produit d’entiers
pairs; le produit des entiers impairs se déduit du produit précédent

par un quotient :
n

[[@k)=2-4-6---(2n) =2"n!
k=1

]};[1(2134‘1)—1'3'5"'(2”"’_1)_ 2-4-6---(2n) - onpl

> Un changement d’indice aboutit a la simplification de ces produits :
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k=1 k=2 e Les coefficients binomiaux sont ceux du triangle de Pascal ot chaque
H (1 _) - n+1 ﬁ ( 4 ) _(n+1)(n+2) terme est la somme de celui qui est au dessus et de son voisin de
=, =~ JV =

ﬁ (1 + %) =n+1 ﬁ (1 - 1) = % Formule du binéme
1
L2

6n(n —1) gauche :

k=2 k=3
1
> La premier produit correspond & ce quotient :
p p p q . n+1 _ n n n Si1<k<n 1 1
n nTe. k k—1 k 1 92 1
n n [T (k+1) 117
= = ’Vl = — == = - = ou mn
o RSk 1 k me ! k] "k (n—k)! \n—k ShE 146 41
k=1 k=1

Le deuxie duit est similaire : , R o :
¢ (CUICME Procitib 65t Simfiatre ¢ Une récurrence sur n d’hypothese P(n) justifie expression des co-

-1
ﬁ ( 1) ﬁ _— kﬁQ (k—1) :Hl k ) efficients binomiaux du triangle de Pascal a ’aide de factorielles :
k=2 k=2
Un produit remarquable intervient dans le troisieme : m La formule du bindme fait intervenir les coefficients binomiaux :

& 1 SR -1 < (k — 1)(k + 1) n n n—1 n n—2,2 n n—3, 3
M(-p) = =" — () =t ey Lt (T

k=2 k=2 k=2

n n n—1 n+1 n 2 n—9 n—1 n
[Mk—=1)x IT(k+1) ITAkx Ik "'+<n_2>wy +nry 4y
k=2 k=2 _ k=1 k=3 n+1

- n 2 n 2 2 :n n k n—k
(i (Lo > (1)

Le décalage des indices est de deux dans le dernier produit :

¢ Une récurrence dont la vérification est immédiate pourn =0, n =1

n n 2 n
H (1 _ i) - H k”—4 - H (k—2)(k+2) et n = 2 démontre la formule du binoéme :
k2 k2 k2 0
k=3 k=3 k=3 0 0 k —k 0 0
n n "2 2 (x+y)—1—z<k>xy =1lxa’xy
[T(k=2)x [T(k+2) ITEx II &k k=0
— k=3 k=3 —h=l k=5 1 Y o1, (1) 10
(Jf1%) (i) @+y>‘x+y‘<0xy'+Q>xy
k=3 k=3 )
(1x2)x((n+1)(n+2) (n+1)(n+2) 2 _ 2 2 2\ k 2k
= = +y)? =2+ 2y +y° =
((n— 1)) x (3 x 4) 6n(n—1) (#+y) ="+ 20y +y ,;) k)Y

*x Lorsque le plus petit indice est 1 ou 2 a la place de 2 ou 3, ces
produits sont nuls car ce nouveau facteur est nul.
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8
+
<

P (o )ty = ) Y (’;) akynh

k=0
) k+1 n— k+z< > k n+1 k par distributivité

M:
N
> 3

k=0
n+1 n

= (j—1> ”H]—i—Z() kyntl=k avec j =k +1
=1

:Z ( n 1) x]ynﬂﬁ 4ty Z (”) xgynﬂﬂ + yn+1
=1\~ =1 \J

n
_ o+l n n g, n+l—j n+1
() ()

(41 ot S (ALY o, [P+ a0
_<O>xy +Z j T’y +n+1:v Y

i=1
+1
_nzz n+1 oyt
k
k=0

x Cette preuve reprend la méme égalité de fagon moins élégante :
(x+y)" = (z+y)(z+y)"

n n -
:(az+y)(<0>xy +<1> aly" 1+<2>3§2y” ST
o n n—1,1 ny n, 0
+<n_1>x y—|—<n>xy)
_ (g) xlyn+ (?) :L,Qyn—l bt (nT_l 1) xnyl 4 gl
n41 ny 1n, n n—1, 2 ny n 1
+y —l-(l)xy—i- +<n_1>x y+<n>my
oyt 4 <n41—1> 2y + (n;—l) 22yl g
R (Zi‘ 1) 22 4 (nz 1) 2yl gt

* La formule du binéme (z+y)" = (y+z)" est symétrique par rapport
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aux variables x et y, et les coefficients en k et en n — k sont égaux.

Certaines preuves sont plus aisées par une formule que par 'autre :
n

1+ )" = zn: (Z) Q- =3 (- (Z) 2"

k=0 k=0

@=9)"= @+ ()" = S (-* (Z) oy

k=0
Séries géométriques

m Cette différence correspond a un autre produit remarquable :
Scn—&-l o yn+1 — (I o )(xn + x”_ly + x”_2y2 4ot :Uy"_l + yn)

Zgjkn k
xn_ Zgjknlk

¢ La preuve repose sur un changement d’indices et une mise a part
des deux cas particuliers j =0etj=n —i— 1 dans ces sommes :

k, n—k By n—k ko ntl—k
Zfﬂ Zfﬂ Zw

n+1
= Z aly" I — Z gyt j =k + 1 dans la premiére somme

n n
:$n+1 + Zx]ynri’l*j o Z$]yn+1f] . yn+1
i=1 ‘

:xn—&—l o yn+1

x Cette démonstration avec les sommes est plus convaincante qu’une

preuve avec des points de suspension « --- ».

m La formule des séries géométriques s’en déduit par quotient :
[k | 1 — gntl

n
Zxk: -1 - 11— pour z # 1
k=0

n+1 siz=1
x Ces égalités indépendantes de la formule du binéme sont des cas
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particuliers usuels des formules précédentes :
n—1
x”—lzx"—l”:(x—l)Zxk
k=0 2n
x2n+1 +1= x2n+1 ( 1)2n+1 (I+ 1) Z( 1)kxk
k=0
Carré et cube de sommes

> Le carré d’une somme de n termes comporte n? termes.

> Ce produit est obtenu en appliquant deux fois la distributivité :

(znjxk)QZ($1+$2+---+xn)($1+$2+- ) —Z( Z )

k=1 = 22 izt ras+ - +xiT, =1 =t
+ zox1 + :U% +Tox3+ - +Toxy
+xhx1+Tpxo+ 0 FTpTp—1+ 9331
= lex] = ZIk +2ZIZIJ
1<7,5<n 1<i<j<n

La derniere égalité regroupe les termes x;x; + x;z; dont les indices des
deux facteurs sont différents en 2z;z; ol i < j.

> La méthode est la méme pour développer (z + y + z)>.
> Cette somme comporte 3% = 27 termes :
(x+y+2)°
= XX+ TTY + TXZ + XYL + TYY + TY2 + 22T + T2y + 222
+ YTT +Yyry + YTz + yyT + yyy + yyz + Y2x + yry + yzz
+ zxx + 2oy + 2wz + 2yx + 2yy + 2yz + 220 + 22y + 222
=2° +y* + 22 + 32y + 22 + yPr + yPr + Pu 4+ 2%y) + 6ayz
Les roles des trois variables x, y et z sont symétriques.
Le coefficient 3 d’un terme comme 2%y correspond au regroupement
des trois mondémes zzy, xyx et yxx, et le coeflicient 6 provient du fait

qu’il existe 6 fagons d’énumérer les variables z, y et z :
TYzZ TZY YTz Yx ZTY YT

> Plus généralement l'expression développée de la puissance trois
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d’une somme de n termes comporte trois sortes de termes :

(Zxk> lex]azk—Zxk—f—SZaz x]—}—Glex]xk
k=1

1<4,5,k<n 1<7,57<n 1<i<j<k<n
i#]

> La forme développée de ce produit est obtenue en énumérant tous
les facteurs possibles et comporte donc n® termes.

Le regroupement des termes égaux se fait de la méme facon que dans le
développement précédent. La premiere somme correspond au cas ot les
trois indices sont les mémes, i = j = k; la deuxiéme somme regroupe
les termes 77, 7;x;7; et x;x7 ot deux indices sont égaux pour aboutir
a3 :UZZ:U]- ; de méme la derniére somme énumere les produits par groupe

de six ou les indices 4, j et k sont tous différents :
Liljl LiLgpLy LjTilk TjTEpT; TEpITilj TELjls

Inégalités et regle des signes

Propriétés de base de comparaison des réels

Ce premier paragraphe énonce sans démonstration les propriétés fon-
damentales de comparation des nombres réels.

m La relation de comparaison < sur les nombres réels est une relation
d’ordre total :

relation réflexive Ve z<z

relation anti-symétrique VeVy z2<yETy<r=—zx=y
relation transitive VeVyVz z2<yETy<z=—uax<z2
ordre total VeVy z2<yOUy<z

m La relation < est compatible avec I'addition et la multiplication :
Ve VyVz r<y=—ax+z2<y+z
VeVy 0<zET0<y=—=0<uxay

o Un réel x est positif si et seulement si 0 < z, et négatif dans le cas

xz < 0.

Les relations de comparaison <, > et > se déduisent de la relation < :
r<y<=y>uw r<y<= (z<yETax#y)<=y>=z

x Ces équivalences reposent sur la propriété d’ordre total :
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x <y <= NON(z >vy) x <y <= NON(z > y)
Siz >y est faux alors x # y et y > x, et ainsi x < y.

Addition et inégalités

m Ce formulaire regroupe les propriétés des sommes d’inégalités :
r<y<=y—xr2>20<= —y< -z
r>0<— —a2<0 r<0<«= —x>0
c<yET z<t=2ax+4+2<y+t
c<yET z<t=2ax+2<y—+t

¢ Des implications circulaires démontrent les premieres équivalences,
les suivantes correspondent aux cas x =0 ouy =0 :
r<y= x+(—x) =0 <y+(—x) =y—ux
= 0+(-y) =-y<y—-z+(-y=-2
— —y+(x+y)=2x <—-z+(x+y) =y

¢ Les dernieres propriétés proviennent de la transitivité des inégalités :

r<ly=zc+z2<y+z

<
ET 2 <t — y+z§y+t}doncx+z_y+t

Régle des signes

m La régle des signes peut aussi s’écrire avec des inégalités larges :
r>0ETy>0= 2y >0 z>0ETy< 0= 2y <0
r<0ETy>0=2y<0 z<0ETy<0= 2y >0

*x Un produit de deux facteurs est positif si et seulement si ses deux
facteurs sont de méme signe, ainsi 1 =1 x 1 > 0.

¢ Les signes des produits ci-dessus proviennent des régles précédentes
sur 'opposé d’'un nombre, comme dans cet exemple :
r>0ETy<0=2>0ET —y>0

=z x (-y) = —(2y) >0

=2y =—(—2y) <0
Le cas ¢ < 0 et y > 0 est similaire en échangeant les roles de x et vy,
et le dernier cas se raméne au premier car zy = (—x)(—y).
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Multiplication et inégalités
m Ce tableau récapitule les principales propriétés des produits d’inéga-
lités :
r<yET 2>0= zz<yz
0<z<yETO0<z2<t= x2z<yt
x>0<=1/z>0
O<zr<y<=0<l/y<l/z 0<z<y=—2%<y?

r>1<=0<1l/z<1

Il existe des propriétés similaires avec des inégalités larges.

¢ Les méthodes de démonstration sont comparables :
cr<yET z2>0=y—2>0ET 2>0
= (y—x)z=yz—x2>0
= 2 < Yz

0<z2ETO0< 2z <y=— xz <yz

O<yETO0<2<t= yz<yt}d0ncx2<yt

¢ Les propriétés des inverses proviennent de la regle des signes et de
produits par 1/x.

x Ces inégalités sur les produits opérent uniquement sur les nombres
positifs, ces implications sont fausses dans le cas général :
—3<2ET -5<4ET(-3)x(-5)=15>2x%x4=38

1 1

—3 <1ET —t=-3<1 —4<3ET (-4)*=16>3*=9
3

x La résolution d’une inégalité passe le plus souvent par une factori-
sation et un tableau de signes.
> Résolution de Péquation z > x2.

> La factorisation de la différence aboutit a ce tableau de signes :

> e=z—22>0 x‘—oo - 0 + 1 + +oo‘
—z(l—x2)>0 1—x + 1 + 0 —
<= xe€l0, 1] z(1—x) - 0 4+ 0 —
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Les ensembles de nombres

Cette partie cite sans les démontrer les principales propriétés des en-
sembles de nombres.

Les entiers naturels

e L’ensemble des entiers naturels est noté N = {0,1,2,3,---}.

m Ces propositions caractérisent les entiers naturels :
N n’a pas de plus grand élément ;
N est discret du fait de cette propriété :
V(m,n)eN> m<n=m+1<n
N possede un plus petit élément 0 : 06 N ET (VneN 0 < n).

Démonstration par récurrence

m Soit P(n) est une proposition qui dépend d’un entier n €N.
Si la condition P(0) est vérifiée et si ’hypothese P(n) entraine P(n+1)
pour tout n €N, alors la proposition P(n) est vraie pour tout n€N.
P(0)
ET(VneN P(n) = P(n+ 1)) } = (VneN P(n))

*x Une preuve par récurrence consiste donc a appliquer ce théoréme;
il est admis dans ce cours, sa démonstration dans le chapitre entiers
naturels et dénombrement du cours d’algebre général demande d’ap-
profondir les propriétés de N.

x Une démonstration par récurrence peut aussi étre effectuée a par-
tir d’'un certain rang m € N a la place de 0 en vérifiant P(m) et
P(n) = P(n + 1) pour tout n > m.

> Démontration par récurrence de ces deux égalités :

n 2n k+1 2n
(—1)k+L 1
| = - —
Sokkl=(n+1)l-1 Y y:
k=0 k=1 k=n+

> La vérification de la premiere somme est immédiate pour n = 0
et l'associativité de ’addition justifie le passage de 'ordre n a ’ordre
n+ 1.
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Zkk' 0=1!-1

n+1
ikk' Zkk'+(n+1)(n+1)'—(n+1)'—1+(n+1)(n+1)
k=0
=n+2)(n+)!-1=n+2)!-1

> La démonstration de la deuxieme égalité est similaire. Pour I'indice

n = 0 les deux sommes sont vides et de valeur nulle.

Les égalités suivantes démontrent que la différence des deux sommes

est nulle a 'ordre n + 1 des que cette différence a ’ordre n est nulle :
2(n+1) (—1)k+1 2(n+1) 2n4-2 (—1)k+1 42 4

_T‘Z%:Z_T‘Zz

k=1 k=n+2 k=1 k=n+2
DM o1 L1 )
=k 2n +1 2n+2 k 2n+1 2n +2
_%(_1)k+1+ 1 B 1
= 2n+1 2n+2
- 2n
_(_ 1 n Z l_’_ 1 n 1 )
n+ 1 k2041 2042
(2” (—Dk+1 2 Lo 1
= k:n—f—lk 2n+2 n+4+1 2n+2
T n+1 242

Les entiers relatifs

e Un entier relatif est un nombre de la forme n ou —n avec n€N.
L’ensemble des entiers relatifs est noté Z = {0,+1,+2,£3,---}.

m Tout élément p de Z possede un opposé —p € Z.
m Z est discret et n’a ni de plus grand élément ni de plus petit élément.

o Un calcul possible dans N I’est aussi dans Z et a le méme résultat.
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Division euclidienne

m Le quotient et le reste entiers de la division euclidienne de a par
b # 0 est 'unique couple (g, r) défini ainsi :

V(a,b)eZ xZ* 3(q,r)€Z* a=bg+r ET0<r<|b|
* Le quantificateur 3! signifie « il existe un unique ».

x L’existence de la division euclidienne est donc un théoréme démontré
au début du chapitre d’arithmétique; il est admis dans ce cours.

* Ces divisions de £51 par £5 ont un reste positif dans les quatre cas :

a= b x q +r a = b x q +r
5= 5 x 10 +1 —51= 5 x(—-11)+4
51=(=5) x (—=10)+1 —51=(-5)x 11 +4

Les nombres rationnels

e Un nombre rationnel est de la forme p/q avec (p,q)€Z x Z*.
Les rationnels p; /q1 et pa/ge sont égaux si et seulement si p; g2 = p2 q1.

L’ensemble des nombres rationnels est noté Q :
b1 _ D2
— = — <= D142 = P2q1
a1 q2
m Muni des opérations suivantes tout nombre rationnel possede un

opposé et, s’il est non nul, un inverse :

p1p2 _ P1p2 PL_ P2 _ P12+ D2 g Y

q1 q2 q192 q1 q2 q192 q
p_—p D 1 g 1 g
——=—=— 7= lorsque p # 0 1:1:—
a q q g P q

e La notation p/q est dite normalisée ou irréductible lorsque ¢ > 0 est

le plus petit possible.

m Tout nombre rationnel possede une et une seule notation normalisée :
12 3 12 -3 3 0

16 4 16 4 1 1
o En identifiant p€Z et p/1€Q, un calcul possible dans Z 1’est aussi
dans QQ et admet le méme résultat.

0 Le cours d’algebre justifie ces propriétés issues de celles des entiers.
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Les nombres réels

x Plusieurs définitions des nombres réels sont équivalentes ; celle dé-
crivant un nombre réel par son développement décimal est la plus in-
tuitive.

e Un nombre réel x est défini de fagon unique par un nombre entier
up € Z et une suite (uy,),cy+ de chiffres de {0---9} non tous égaux a 9
a partir d’un certain rang; I’ensemble des nombres réels est noté R :

T = Ug:ULULU =u —i—ﬁ—i-ﬂ—i-—ug +

ORI 0T 9 T 100 T 1000
%:2,25:2;25000.-- —Z:—2,25:—3+0,75:—3:75000---
g=2,33333---=2:33333--- —;:-2,33333...:—3:66666---

x Cette définition ug:uqugug - - - coincide avec 1’écriture décimale pour
les nombres réels positifs.

x Ces deux conditions équivalentes énoncent que les chiffres du déve-
loppement décimal de x = ug:ujusus - - - ne sont pas tous égaux a 9 a
partir d’un certain rang :

NON (3NeN Vk>N wu,=9) < (VneN Jk>n wu #9)

x La négation du quantificateur d’existence 3 est le quantificateur
universel V, et réciproquement :
NON (3NeN Vk>N wu,=09)

<=VNeN NON (Vk>N u,=09)

<=VNeN 3k>N NON (u; =9)

< (VneN Jk>n up#9)
o L’entier ug € Z est appelé partie entiere de x et vérifie ’encadrement
ug < T <u+ 1.

0 Les nombres réels de forme p:000--- peuvent étre identifiés a peZ.
Un calcul possible dans Q I'est aussi dans R et a le méme résultat.

x Les opérations de base sur les réels peuvent étre définis comme des
extensions des opérations usuelles sur les nombres décimaux.
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* Sixz=0:999-.- était un nombre réel alors x = 1:000- - - .
Le calcul suivant en est une justification numérique :

2=0:999--- 105 =9:999--- 9z =10z — 2z =9:000--- =9
9x 9
= Y 1 21:000---
Y79 T

Notation des ensembles de nombres

Dans ce paragraphe a, b et les éléments des ensembles E et F' sont des
nombres.

e Ces notations résument les opérations usuelles sur les ensembles de
nombres :

Ei={zeE x>0} E_={zeE /z<0}

E*={zeE [z #0} —E={-x/zeE}={z/ —x€cE}
E-F={zy/(z,y)eExF} aE={ax /xz€E}={a} E
E+F={x+y/(z,y)€eE x F}
a+E={a+x/zeE}={a} +E
o Les intervalles de nombres réels sont définis ainsi :

[a,b]={z€R /a<z<b} [a,b[={z€R /a <z <b}

Ja, b]={z€R /a <z <b} Ja, bj={z€R /a <z <b}

|—00, bj={zeR [/ z < b} ]—00, b= {zeR [/ z < b}
la, +oo[= {z€R [ a < z} la, +oo[={z€R / a < z}

Les intervalles ]a, b[, ]a, +00[ et |—00, b sont des intervalles ouverts.
Les intervalles [a, b], [a, +00] et |—o0, b] sont des intervalles fermés.
Un intervalle fermé borné [a, b] est appelé segment.

* L’ensemble vide () et R = |—o00, +0oo[ sont des intervalles qui sont
par convention et ouverts et fermés.

Méme si [a, b] = () dés que a > b et [a, a] = {a}, la notation [a, b] des
intervalles sous-entend généralement a < b.

*x L’ensemble des entiers pairs est 2Z, et celui des entiers impairs 2Z+1.

Ces exemples illustrent quelques opérations sur les ensembles :

Zy =N Z_ =—-N 2R=R 7+7 =17 Z+10,1[=R
[1, 2] + [3, 4] = [4, 6] 11, 2[+]3,4[ = [1, 2[+]3, 4] = |4, 6]
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Ces opérations sur les ensembles ne respectent pas les regles du calcul
algébrique :
N+ N=N#2N N-N=7Z

Plus petit élément et plus grand élément

e Le nombre m est un minorant d’un ensemble A de réels et le
nombre M est un majorant de A a ces conditions :
VacA m<a VacA a< M

Un sous-ensemble de R majoré et minoré est dit borné.

e Le plus petit élément min A et le plus grand élément max A d’un
ensemble A de réels, s’ils existent, sont définis ainsi de fagon unique :

min A€ A ET (Va€eA min A < a)
max A€ A ET (Va€A a < maxA)
min{1,2,3,4} =1 min([0, 1]) =0 min(]0, 1]) n’existe pas

x S’ils existent, min A et max A sont un minorant et un majorant de
Iensemble A.

o Simy et mo sont deux plus petits éléments de A, le plus petit élé-
ment m; vérifie m; < msy en appliquant la définition avec x = mo€ A
de méme mgy < mq. Ceci termine la preuve de 'unicité m; = mo du
plus petit élément.

La preuve de 'unicité du plus grand élément est similaire.

m Tout ensemble fini et non vide A de nombres réels est borné et
possede un plus grand élément max A et un plus petit élément min A.

¢ Ce résultat se montre par récurrence sur le nombre d’éléments de A.

x Cette notation pour deux réels se généralise a une famille finie :
max(a,b) = max {a, b} min(a,b) = min {a, b}
min(a,b) < a < max(a,b) min(a,b) < b < max(a,b)

« Lorsque a < b le segment [a, b] a un plus petit élément et un plus
grand élément :
min [a, b] = a = min [a, +00[ max [a, b] = b = max |—o0, b]

> L’intervalle |—oo, 1] n’a ni plus grand ni plus petit élément.

22 FMy le 8/9/2011



> Par Pabsurde si |—oo, 1[ a un plus petit élément a € R alors
a—1 < a <1 n’est pas dans |—oo, 1] car a est le plus petit élément
de ]—o0, 1], ceci est absurde.
Donc le plus petit élément a de |—oo, 1] n’existe pas, et |—oo, 1[ n’a
pas de plus petit élément.
> Par 'absurde si |—o0o, 1[ a un plus grand élément b€ |—oo, 1] alors
b < 1 et ces inégalités aboutissent a une contradiction ; le réel (b+1)/2
est dans 'intervalle |—oo, 1[ strictement plus grand que b qui n’est donc
pas le plus grand élément :

b<1l=20<b+1<2

b+1
:>b<%<2

Donc le plus petit élément b de |—o0, 1] n’existe pas, et |—oo, 1[ n’a
pas de plus petit élément.

A propos des fonctions

e Une application f : E — F d’un ensemble E dans un ensemble F
associe a tout élément x € E une et une seule image f(x)€F :
VeeE FlyeF y= f(z)

e Une fonction réelle est une application d’un sous-ensemble non vide
D C R a valeurs dans R.

Dans cette partie A€R, et f et g sont des fonctions réelles.

e La somme, les produits et la composition sont définis ainsi :
frgiz= f@)+g(@)  fg=[fxg:z— f(z)g(x)
gofrz—g(f(z)) Af iz A f(z)

Vocabulaire des fonctions

e Une fonction f est peut étre caractérisée par ces propositions :

paire VeeD —ze€DET f(—z)= f(z)
impaire VeeD —z€DET f(—z)=—f(x)
croissante Y (z,y) €D? r<y=— f(z) < f(y)
décroissante V(z,9)eD?* x<y= f(z)> f(y)
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strictement croissante V(z,y)€D? z<y= f(z)< f(y)
strictement décroissante V (z,y)€D? 2z <y = f(z) > f(y)

majorée dMeR VzeD f(z)<M

minorée dmeR VeeD m< f(x)

bornée f est majorée et minorée, i.e. |f| est majorée
cest-a-dire IMeR VzeD |f(z)|<M

constante V(z,y)eD?* f(x) = f(y)

cest-a-dire  JceR VzeD f(x)=c
Une fonction qui est croissante ou décroissante est dite monotone.

x L’application Idg n’est pas majorée; elle vérifie la négation de la
définition des applications majorées :

NON (3MeR VzeR Idg(z) =2 <
<=VMeR NON (VzeR Idg(z) =2 < M)
<VMeR JzeR NON (Idgr(z) =z < M)

<=VMeR JzeR Idg(z)=2>M
est vrai avec x = M + 1 > M par exemple

x Le sens d’une expression logique dépend de 'ordre de ses quanti-
ficateurs. L’application Idg n’est pas majorée mais vérifie cette autre
propriété obtenue par échange de 'ordre des quantificateurs :
IMeR VzeR Idr(z) =2 < M est faux
VzeR IMeR Idr(zr) =2 <M est vrai

Dans ce dernier cas il suffit de prendre M = z.

e Une application f est dite périodique a cette condition :
JTeR, VeeD z+TeDET f(x+T)= f(x)

Dans ce cas T est appelée une période de f, et la valeur choisie est
généralement la plus petite valeur 7' > 0 possible.

* L’application nulle x +— 0 est périodique et tout T > 0 est une
période.

e Une suite (uy), oy est une application f: n+— f(n) = u, de N.
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Propriétés des produits par une constante

o Ces propriétés découlent directement des définitions précédentes :
f est majorée [minorée] <= —f est minorée [majorée]
f est croissante [décroissante, strictement]
<= —f est décroissante [croissante, strictement]
f est paire [impaire, bornée] = A f paire [impaire, bornée]
A >0 ET f est majorée [minorée] = \f est majorée [minorée]
A >0 ET f est croissante [décroissante]
= \f est croissante [décroissante]
A >0 ET f est strictement croissante [décroissante]
= \f est strictement croissante [décroissante]

o Si la fonction f est périodique de période T" > 0 alors toutes les
fonctions Af sont périodiques de période T

*x L’application carrée est minorée par 0 mais 'application opposée,
obtenue par produit par —1 n’est pas minorée et est majorée par O :

VzeR 0< 22 VzeR 0> —z°

Propriétés des sommes d’applications

o Ces propriétés se déduisent directement des définitions précédentes :
f et g sont paires [impaires| = f + ¢ est paire [impaire]
f et g sont majorées [minorées, bornées]
— f + g est majorée [minorée, bornée]
f et g sont croissantes [décroissantes]
= f + g est croissante [décroissante]
Si dans ce dernier cas I'une des deux fonctions f ou g est strictement
monotone alors la somme f + g est strictement monotone.

o Siles fonctions f et g sont périodiques de méme période T > 0 alors
la fonction somme f + g est périodique et T est une période de f + g.

* La plus petite période de f+ g n’est pas nécessairement une période
de fetdeg:
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x) =cos’x +cosx g(xr) =cos’x —cosz sont de période 27

f(

f(z+2m) = f(x) g(z +2m) = g(x)
fO)=2#f(m)=0 g(0)=2#g(m) =
(f+9)(x )_2COS z=(f+9g)(z+m) est de période .

et m n’est pas période

Propriétés des produits d’applications

o Les propriétés des produits de fonctions sont similaires :
f et g sont paires [impaires] = fg est paire [paire]
f est paire et g est impaire = fg est impaire
f et g sont a valeurs positives et majorées = fg est majorée
f et g sont bornées = fg est bornée
f et g sont a valeurs positives et croissantes [décroissantes]
= fg est croissante [décroissante]

o Si les fonctions f et g sont périodiques de méme période T' > 0 alors
la fonction produit fg est périodique et T' est une période de fg.

x Le produit d’applications croissantes n’est pas nécessairement une
application croissante ; ainsi ’application identité est croissante et I’ap-
plication carrée n’est par croissante :

Idg : R — R
R x<y=Idp(z) =2 <Idr(y) =y
r——x
Id2:R—R
R , —3<2ET (-32=9>22=4
r+——

Propriétés des applications composées

Ce paragraphe ne suppose pas mécessairement que les ensembles de
définition de f et g soient identiques, mais impose que les applications
composées soient bien définies.

o Les applications composées vérifient les propriétés suivantes :
f est paire= g o f est paire
f est impaire et g est paire= g o f est paire
f et g sont impaires => g o f est impaire
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g est majorée = g o f est majorée
de méme pour minorée ou bornée
f et g sont croissantes = g o f est croissante
f et g sont décroissantes => g o f est croissante
est décroissante et g est croissante = g o f est décroissante
g g
est croissante et g est décroissante = g o f est décroissante
g g
f est périodique=> g o f est périodique

Présentation des antécédents et des bijections

e Un antécédent z € E d’un élément y € F pour l'application
f: E — F est caractérisé par f(x) =y.

% Le réel 4 a deux antécédents —2 et 2 par application f : z — 22, le
nombre 0 possede 0 comme seul antécédent, et —1 n’a pas d’antécédent.

e Une application f : E — F est injective si tout élément de F' a au
maximum un antécédent :
V(u,v)eE? flu)=f(v) = u=0v

La seule possibilité pour que deux images par une application injective
soient les mémes est ’égalité des antécédents.

* Ces deux implications sont équivalentes et appelées contraposée
I'une de 'autre. Elles sont obtenues par négation des conditions et
échange de la cause et de la conséquence :

(flu)=f(v) = u=v) (u#v= f(u)# [(v))

* Une application n’est pas injective lorsqu’un élément a au moins
deux antécédents :
J(u,v)€EE? u#vET f(u) = f(v)

e Une application f : ' — F est surjective si tout élément de F' admet
un, ou plusieurs, antécédents :
VyeF JxzeE y= f(x)

* Une application n’est pas surjective lorsqu’un élément n’a pas d’an-

técédent :
JdyeF VzeE f(z)#y

e Une application f: EE — F est bijective lorsque tout élément de F
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possede exactement un antécédent :
VyeF FlzeE y= f(x)
Ceci signifie que 'application f est injective et surjective.

e L’application réciproque d’une application bijective f est ’applica-
tion notée f~!' : F — E qui & un élément y € F associe son unique
antécédent x€ E par f : f(z) =y <=z = [ (y)
* Une application constante x +— ¢ sur R n’est ni injective ni surjective.
L’application identité Idg : = +— = sur E est bijective d’application
réciproque Idjg,1 = Idg elle-méme.
m L’application réciproque d’une application bijective vérifie ces pro-
positions :
VeeE (fTlof)z)=a VyeF (fof )y =y
flof=1Idg foft=Idp
¢ Le premier chapitre logique et théorie des ensembles du cours d’al-
gebre générale justifie 'existence, 'unicité et les propriétés de 'appli-
cation réciproque d’une application bijective.
* Pour que 'application réciproque f~! soit définie, il est nécessaire
que l'application f soit bijective.
> L’application affine f : x — 2z 4 3 est bijective sur R.
> La résolution de I’équation affine y = 2z + 3 prouve que tout réel
y € R a pour unique antécédent x = (y — 3)/2, 'application f est
bijective, et cet antécédent caractérise 'application réciproque :

-3

y:2x+3<:>y—3:2x<:>x:yT
fiR—R fiR—R

r—2x+3 x»—>xg3

* Le graphe de f~! est obtenu & partir de celui de f par symétrie
orthogonale par rapport a la premiere bissectrice d’équation y = x de
fagon a échanger les roles de x et de y.

® Une fonction f croissante au sens large vérifie cette implication :
V(z,y)eD? fx) < fly) =a<y
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¢ Cette implication est la contraposée de la définition :

v (z,y) € D? x> y= f(z) > f(y)
cest-a-dire  NON (f(x) > f(y)) = NON (z > v)
c’est-a-dire fo)< flyy=z<y

% Une fonction f strictement croissante vérifie donc cette équivalence :
V(z,y)eD? flz) < fly) =z <y

L’implication réciproque est la définition d’une application strictement

croissante.

o L’application réciproque d’une application bijective et strictement
croissante est strictement croissante.

De facon analogue ’application réciproque d’une application bijective
et strictement décroissante est décroissante.

¢ Cette propriété est une application de la précédente :

v=f(f(2) <y=ff7 W) = ) < )

La méthode est similaire pour les applications décroissantes.

Restriction et prolongements

e Si l'application f est définie d’un ensemble de départ E dans un
ensemble G, et si F' est un sous-ensemble de E alors la restriction de f
a F est application f /F définie sur F' qui prend les mémes valeurs
que f:

f+E—G f /P F—G

Fek 2 — f(2) r fple) = ()

e Lorsque ’ensemble E est contenu dans ’ensemble H, I'application
g dont ’ensemble de départ est H est un prolongement de f: EF — G
si et seulement si f est la restriction de g & F :
f+E—G EcH g:H—G
g est un prolongement de f <= g¢g JE= f

— (VaeB f(2) = g(a))

x Plusieurs applications peuvent étre un prolongement d’une méme
fonction, mais une restriction est nécessairement unique.
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« L’application f : z + 2 définie sur R n’est pas monotone, car
elle n’est ni croissante ni décroissante ; mais les restrictions f Jr_ €t

f /R, sont monotones car la premiere est décroissante et la seconde
croissante.

Image directe et image réciproque

Dans ce paragraphe f est une application de E dans F, A C E, BC F,
zekl etyelF.

e L’image directe de A par f est 'ensemble des images des éléments
de A. L’image réciproque de B par f est I’ensemble des antécédents
des éléments de B :

f(A)={f(a) JacA} CF yef(A) <= (JacAh f(a)=y)
fY(B)={zcE/ f(x)eB}CE zef1(B) < f(z)eB

x Ces exemples illustrent les définitions précédentes :

f:R—R _1
-1,2])=10,4 -1,9])=1[-3,3
U n L =04 (L) =[-8
* L’ensemble des antécédents des éléments de B est noté f~1(B) C E
et ne doit pas étre confondu avec 'application réciproque f~': F — E
uniquement définie si Papplication f est bijective.

* Pour un élément b€ F' I'image réciproque de ’ensemble & un élément
{b} peut étre vide, ou comporter un ou plusieurs éléments :

fTR—R 1
1}) =4{-1,+1
T M =1
oy =1{0y {1 =0
Dans ce cas les expressions f~1(1), f71(0) et f7*(—1) ne sont pas
définie car 'application f n’est pas bijective.

x Uniquement dans le cas particulier ou I'application f est bijective,
I’ensemble constitué de 'unique antécédent de b par 'application f
coincide avec le sous-ensemble de I'image réciproque de 'ensemble {b} :

f:E—F estbijective  beF {f—l(b)} = (o))
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Trois fonctions réelles

Dans cette partie a, b, h, x et y sont des réels, (m, n)eN*2 et peZ?.

Valeur absolue

e L’application valeur absolue || peut étre définie ainsi :

x sixz>0

0§|:U|:max(x,—:v):{ 7 siz <0

Les inégalités entre les réels positifs et négatifs justifient la cohérence
de cette définition double.

m Les propriétés élémentaires des valeurs absolues sont les suivantes :
<z <|z| eyl =lzllyl  lzl=lyl &= 2=y OUz=—y
|z| <y<= —y<z<y z€la—h,at+h|<=|z—a|<h
¢ Les preuves de ces propositions distinguent en fonction du signe de
I’argument de la valeur absolue, par exemple selon les deux cas x <0

et x > 0. Les deux derniéres équivalences different uniquement par
leur notations, x — a a la place de z, et h a la place de y.

Inégalités triangulaires

m Les inégalités triangulaires sont a la base de nombreuses majorations
et minorations :
|z +y| < |z + |y] est la principale inégalité triangulaire

el =yl < le+yl < Jal + 1yl |l2l =1yl < |z —y| < Jal + Jy]

¢ La principale inégalité triangulaire se démontre par une somme d’en-
cadrement :

—lz] <z <|z]  parsomme —([z[+ |y]) Sz +y < |z + |y
—lyl <y <yl et donc |z +y| < ||+ |y|
0 Les autres inégalités triangulaires se déduisent de la précédente :

] = (z —y) +yl < |z —yl+ |yl = [z = |y < |z —y]
yl = [(y =) + 2| < |z =yl + |2| = |y| =[] < |z =y

donc |[z| — [y]| < & —y]
2] = lyl| = [lz] = | = yl| < |2 = (~9)| = |z + 9]
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* La fonction réelle signe sgn, et la partie positive z, et la partie
négative x_ de x sont liées a la valeur absolue :

-1 siz<0
sgnx:{ 0 siz=0 |z|=xsgnz xr = |z| sgnz
1

siz >0
r4 =max(z,0) = |x|2—|—x >0 r_ =max(—z,0) = |$|2_x >0
|z| =2y +2_ =Ty —T_

Partie entiére

e La partie entiere E(x) de x est le plus grand des entiers inférieurs
ou égaux a x et est caractérisée par I'une ou 'autre de ces définitions :
E(z)€Z ET E(z) <z <E(z) +1 E(z) =max {p€Z /p <z}

Ainsi E(7) =3 et E(—7) = —4.

Le nombre z — E(x) €[0, 1] est appelé partie fractionnaire de z.

* Ces encadrements sont équivalents par somme o+1 sur deux termes :
E(z) <z<E(@)+1l<=zr—-1<E(z) <=z

m La partie entiere est croissante et vérifie ces propriétés :
E(x) =z <= z€Z E(z)=E(@y)= |z —y| <1
E(x+p)=E(z)+p oupeZ r <y= E(z) < E(y)

¢ La propriété E(z) €Z démontre I'implication E(z) =z = z€Z.

Réciproquement si z € Z alors la définition E(z) < =z < E(z) + 1
associé au fait que Z est discret entraine x < E(x)+1 et x < E(x). En
conclusion ces deux inégalités larges prouvent = = E(z) dés que z €Z.

¢ Des manipulations d’inégalités démontrent I'implication suivante :

r—1<E@) =E@W) <z
—r—y—1<0<x—y+1
y> Ely) >y-1 Y Y
= r—y<lET-1<zx—y

= lz—y| <1

¢ L’application E est croissante pour cette raison :
r<y=E(@) <z <y<E(y) +1
= E(z) < E(y) car Z est discret
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o La démonstration de 'égalité E(x + p) = E(x) + p € Z vérifie les
propriétés caractéristiques de la partie entiere :
E(z) <z <E(z)+1 donc E(x)+p<zaz+p<E(z)+p+1
et E(x)+peZ

> Démonstration de ’encadrement suivant ou v €R :
10 E(u) < E(10u) < 10u < E(10u) + 1 < 10(E(u) + 1)

> Les parties entieres de u et de 10u énoncent ces encadrements :
E(u) < u <E(u)+1 10 E(u) < 10u < 10(E(u) 4+ 1)

E(10u) <10u < E(10u) + 1
La combinaison des encadrements associés a 10u aboutit a ces inéga-
lités :

10 E(u) < 10u < E(10u) +1 E(10u) < 10u < 10(E(u) + 1)
Comme Z est discret, ces inégalités strictes sur des entiers corres-
pondent a deux des inégalités larges recherchées :

10 E(u) < E(10u) E(10u) + 1 < 10(E(u) + 1)
Par ailleurs ’encadrement central est la définition de E(10u).

« Un certain nombre de démonstrations faisant intervenir E(z) re-
prend les méthodes des démonstrations précédentes ou repose sur 1’éga-
litt x=p+houp=E(z)€Zet h=2a—E(x) €0, 1].

Approximation décimale

e Les approximations décimales par défaut a,, et par exces b, de x €R
a l'ordre n €N sont définies ainsi :
E(10™z) 10"z E(10"z) + 1
S T A T R TIT

+ Les développements décimaux par défaut et par exces & 107! et 1072
pres de 7 sont donc ceux-ci :
E(107)
10

=31<7<3,2 3,14 <7 < 3,15

¢ L’encadrement précédent provient de la définition méme de la partie
entiere, aprés quotient par 10™.

> La suite (ay),cy est croissante et la suite (b,),, oy est décroissante.
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> Les inégalités a, < anty1 et by11 < b, proviennent des inégali-
tés de 'exercice précédent appliquée avec u = 10"z, divisées ensuite
par 107! .

10 E(10™2) < (10" ) <10" 2 < B(10"T'2) + 1 < 10(E(10"x)+1)

E(10"z) _ E(10"*lz) E(10"z) +1  E(10"z) + 1
< < <
10 107+l 107+l 107+l
= an = an+1 =bpy1 = by

* Les suites (an),cy €t (bn),cy sont dites adjacentes car la suite
(@n),en est croissante, la suite (b,), .y est décroissante, et la suite
de termes b, — a, = 1/10" est de limite nulle.

Le théoreme d’analyse sur les suites adjacentes justifie que les suites
(an)pen €t (bn), ey convergent vers .

Radicaux

e Les racines carrées et racines cubiques peuvent étre définies ainsi :
racine carrée notée y = /z = z"/? : VreR, IlyeR, ==
racine cubique y:i/s_c:xl/?’ VzeR 3IlyeR P ==z

o Ce chapitre admet que Papplication z — 22 strictement croissante

et continue sur Ry est bijective. L’application racine /e sur R est
I’application réciproque.

m Certaines égalités sont uniquement valables pour les nombres posi-
tifs, et d’autres exactes pour tous les réels :

lorsque (z,y)€R? : /7y = VT /U Vz)=Val=u
T<y=r< Y=t <y’
lorsque (z,y)€R? : Va2 = |z 22 =9 = |z| = |y|
V=Vl () =Val=s
x<y<:>3\/5<3\/§<:>333<y3
Les applications /e et 3{/: sont donc strictement croissantes.

0 La démonstration de /z,/y = /Ty conmsiste a vérifier I'égalité
(VT y)? = zy et \/z,/y > 0.

Cette propriété appliquée & y = z > 0 démontre Va? = z = (v )2
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¢ Les produits d’inégalités de nombres positifs prouvent une premiere
implication :
0<z<y= 2%<y?
Une preuve de I'implication réciproque pour les nombres positifs repose
sur une identité remarquable :
P<yt=9y -2 =y-2)(y+z)>0
—y—x>0 car 0 <zet0<y,doncy+zx>0
=<y

En conclusion les réels positifs vérifient z < y = x? < 2.

0 L’équivalence précédente appliquée a /z > 0 et & \/y > 0 termine
la démonstration :

r=(\e)<y=(g) = Ve<y
*x Ces méthodes s’adaptent aux racines cubiques.

o La racine n-éme y = \/z = z'/" de z est définie par y" = x; elle
opére comme la racine carrée sur Ry si n € 2N* est pair, et sur R si
n€2N* + 1 est impair.

o Les racines vérifient ces propriétés ou (m,n)eN*" :

/T :\/E\/g \/I:]_ \/6:0 %:\/; pourx#o

T <y = Vo< \fye=a"<y"
Va) =Va=o =" Vi="Vz
L’application TV: est donc strictement croissante :
> Les racines carrées vérifient ces inégalités :
Vity<yVr+./y pour z >0ety >0
VI— Ve \y—x déesque 0 <z <y

> La démonstration de la premiere inégalité exploite principalement
le fait que I'application racine /e est croissante et positive :

r+y=vVt+ P <V P2V = (VE+yy)?
VZty<yVz+./y car /e est croissante

> La seconde inégalité découle de la premiere par différence a partir
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de la somme de nombres positifs y = z + (y — z) :

Vi=VET = SVEHVI—T  Ji—VE<VT—F

Nombres rationnels et nombres irrationnels

m Il existe des nombres réels, appelés nombres irrationnels, qui ne
sont pas des nombres rationnels : par exemple /2, v/3 et /5 sont
des nombres irrationnels.

o La preuve que v2¢Q est une démonstration par I’absurde.
Si la forme irréductible de v/2 € Q est /2 = p/q avec (p,q) € N? et
q > 0 le plus petit possible, alors les implications suivantes montrent
successivement que p est pair, puis que ¢ est pair, et donc que la
fraction p/q n’est pas irréductible, ce qui contredit I’hypotheése sur
V2 = p/q est irréductible :
2m+1)2=4m? +4m +1=202m* +2m) +1€2Z +1 simeZ
ne2Z+1=n?e2Z+1 a pour contraposée n?c2Z — ne2Z
2
(\/5)2:2z%z>2q2:p2 et p est pair, de la forme p = 2p
— 2¢% = 4p* avec peZ
— ¢* = 2p? et q est pair, de la forme ¢ = 2¢q
2p P - -
— 2= o< g<getgen
q 2¢ q
Ces déductions aboutissant a une contradiction prouvent que I'’hypo-
these v/2€Q est fausse.

> Les démonstrations de lirrationnalité de v/3 et v/5 sont similaires.

> Sim = 3n + 1 ou r est le reste de la division euclidienne de m € Z
par 3, une énumération des 3 cas possibles r =0, r =1 et r = 2 dans
le développement de m? montre que la divisibilité de m? par 3 entraine
celle de m par 3.
n=3m+0 | n?=3(3m?)
n=3m+1|n®>=3(3m?>+2m)+1
n=23m+2|n’=33m?+4m+1)+1
Ensuite Pécriture de v/3 = p /q ot g € N* est le plus petit possible abou-
tit & une contradiction car 3¢®> = p?, donc p? et p sont des multiples
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de 3, ce qui implique alors que ¢ est aussi multiple de 3 :
L’écriture irréductible dans Q de /3 est impossible. Et ainsi v/3¢Q.
La démonstration est analogue modulo 5 pour v/5.

> Les nombres réels vérifient ces propriétés des que ueQ et z€R :
Q<= u+x£Q r¢Q ET ureQ = u=0
r2QET u#0 = uxgQ

> Ces propriétés des nombres irrationnels se démontrent par leur
contraposée ; I'addition et la multiplication sont des lois de compo-
sition sur Q :
z€Q =2z+ucQ
= (rx+u)+ (—u) =2€Q car —ueQ
T€EQ<—=u+z€Q C(est-a-dire z€Q <= u+x£Q
u#OETumeQﬁiux:er
2¢Q =u=00UuxgQ
r2QETureQ=u=0
r¢QETu+#0=urgQ

Ces deux dernieres propositions proviennent de la précédente.

> Les nombres v6ZQ et /2 + v/3¢ZQ sont irrationnels.

> La preuve que v6¢&Q est la méme que celle faite pour v/2 ou /3.
La démonstration de v/2 + v/3¢Q correspond aux propriétés des opé-
rations sur les nombres rationnels. Une preuve par ’absurde suppose
que V2 +1/3€Q et aboutit & cette contradiction :

V2+3eQ= (vV2+v3)’ =5+2/6€Q
— (V2+V3)' -5=2/6€Q
(VZ+v3)* =5

= 2

=/6eQ
Cette conclusion étant fausse, I’hypothése v/2 + v/3€Q est fausse.

* La somme et le produit de deux nombres irrationnels peuvent aussi
bien é&tre rationnel qu’irrationnel :

V2-v2=0eQ  V2xVB=4€Q
V2 +/3¢Q V2 xV/3=16¢Q

Les nombres 37

élément neutre et des symétriques

Dans ce paragraphe E est un ensemble muni d’une loi de composi-
tion interne %, et (x,y,z) € E3. Il justifie certaines des propriétés de
Uaddition ou de la multiplication.

o L’élément neutre d’une loi de composition interne, s’il existe, est
unique.

0 Si e et ey sont deux éléments neutres de la structure (E, x) alors la

définition de I’élément neutre e; appliquée a x = e et celle de I’élément

neutre e appliquée a x = ey jutifient 'unicité de I’élément neutre :
€y = €1 k€y = €1

La suite de ce paragraphe suppose que la loi de composition interne x
est associative et posséde un élément neutre e.

o Le symétrique d’un élément x, s’il existe, est unique et est noté z 1.

0 Si T et Z sont des symétriques de x, alors la définition du symétrique
et I’associativité de la loi x aboutissent a ces égalités prouvant I'unicité :
T=Txe=Tx(x*T)=(Txx)*T=exT=1T

x Les éléments neutres 0 pour I'addition et 1 pour la multiplication
sont uniques, de méme 'opposé —z d’un nombre z et I'inverse 1/z si

x # 0.
o Tout élément ayant un symétrique est régulier.

o Un produit par u~! justifie que tout élément inversible u est régulier :

UKT =UXxY THU=Y*U
:>u_1*u*x:u_1*u*y :>:U*u*u_1:y*u*u_1
—=exT=exy =T xe=yxe

x Ainsi tout réel est régulier pour I’addition, et tout réel non nul est
régulier pour la multiplication.

o L’élément neutre e est son propre symétrique; si les symétriques
de z et de y existent alors 7! et z x y possédent un symétrique :

1 1 1

el=e (™) =2 (zxy) L=y tua

0 Appliquer la définition de I’élément neutre e au cas particulier x = ¢
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correspond & la définition du symétrique de e : exe=e => e ! =e.

P _ 1,1 R
o Les caractérisations de 71 et de (z71)” sont les mémes :
_ _ -1
zxr t=zlxr=e= (27!) ==z

¢ L’associativité de la loi x vérifie que 'inverse d’un produit est, écrit

dans 'autre sens, le produit des inverses :

(zxy)x(y txe D =ax(yrxy ) xa™?

(y 'xa Hx(@xy) =y ' x(@?

—xxexx t=xxz l=c¢

1

xatxx)xy=y trexy=y lry=ce¢

x Cette propriété s’applique en particulier a 'addition et la multipli-
cation de réels qui sont commutatives :
—-0=0 —(—z)== I:l
—(@+y) =(-y) +(-z)=(-2)+(-y) = -z -
1 11 1

— =——=—— pourz#0ety#0
ry yx  wy

< HIH|H

o Silaloi L est réguliere et possede un élément neutre a, et si la loi *
est distributive par rapport a la loi L, alors a est un élément absorbant
pour la loi *.

0 Une preuve provient de la régularité de la loi L appliquée a ces

égalités :
(xxa)La=zx*xa=xzx(ala)=(r*xa)L(xxa) = a=zxa
(axx) La=axzx=(ala)xz=(axz)Ll(axz)=a=axz

* Aux notations prés cette propriété est la méme que celle démontrant
que 0x = 0 : I’élément nul pour I'addition est élément absorbant pour
la multiplication.

Exemples d’équations et d’inégalités
> Résoudre I’équation réelle |z + 2| + |x — 4] = 5|x| — 1 en étudiant
les intervalles sur lesquels les restrictions de 1’équation sont affines.

> La fonction auxiliaire f dépend donc de ces quatre intervalles :
flx)=|z+2|+ |z —4] —5|z| +1
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T ‘ —00 -2 0 4 +o00

|z + 2] —r—2 z+2 z+2 x+2

|z — 4] —x+4 —z+4+4 —x+4 z-4
|| —z —z x x

f(x) 3r+3 br+7 —br+7 —-3x—1

Parmi les solutions éventuelles qui sont —1 sur |—oo, —2], —7/5 sur
[—2, 0], 7/5 sur [0, 4] et —1/3 sur [4, +o0[, seuls les deux nombres
+7/5 conviennent car ils appartiennent a l'intervalle considéré.

> Exprimer Dapplication f définies ci-dessous comme somme de
termes de la forme Az —a| avec a € {—1,2} et A € R, avec une
éventuelle application affine :
—1 pour z€]—o0, —1]
f(z)= x pour x€[—1, 2]
{ 2 pour z€[2, +00[

> Le but consiste & rechercher (a, 3,7,8) € R* vérifiant 1’égalité sui-
vante. L’étude par intervalle fournit un systéme d’équations :
f(2) = alz+ 1]+ Bl — 2| + 72 + 6

x ‘—oo -1 2 —00
|z + 1] —x—1 x+1 x+1
|z — 2 —x+2 —x+2 x—2
f(zx) -1 x 2

—a—f+v=0
(—a—B+y)z—a+2+0=—-1 _a+_2/8+6i1_1
{ (a—B+yr+a+28+0=u aa”gig;o
(a+B+v)x+a—-20+5=2 a+B+4y=0
a—20+0=2

Les deux systemes sont équivalents, le second est obtenu en identi-
fiant les coefficients des termes en x et les termes constants dans les
équations.

Les trois équations +a + 4+ v en («, §,7) fournissent par sommes et
différences une condition nécessaire («, 3,7v) = (1/2,—-1/2,0) de solu-
tion du systéme. La valeur éventuelle de § s’obtient par substitution :

d=—1l4a—-2=—a—-2B8=2—a+20
= 1/2 = 1/2 = 1/2
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. . - i 1 1 2
La} s'eule solution poss1b/le' est '(oz,ﬁ,% 0) =(1/2,-1/2,0, 1/2): >1— APEIN >1—x+ T
Réciproquement une vérification sur le tableau de ’expression de f 14+ 2 142z 4
justifie que ces valeurs sont bien solution : 2 2 9 3
1> (1l-az+—)1+z)=1l-a+—+z—2°+—
2 2 2 3.%'2 1.3
<—=1>1-—4+ —
. e v s B(nT) 4
> La partie entiére vérifie 'égalité E (———) = E(x). 22
" —0>—(z—-3) vrai pour tout z € [0, 1/2]
> La méthode pratique s’applique ici : 4
neN* zeR  p=E(2)€Z h=z—E(z)€[0, 1] > L’inégalité suivante découle de la précédente :
p=E@) <z<p+l=np<nzx=n(p+h) <n(p+1) 1 1
—_—_— - — pour z > 0
= np =E(np) <E(nz) <nzx <np+n VaZd+x oz 222
= p < E(nz) <p+1 > Le changement de variable y = 1/x € R} transforme cette inégalité
i n) en la précédente puis un factorisation par y > 0 termine la démons-
— E( nr )=p tration :
n 1 1 y y? 1 1 11
L’étude d’une fonction auxiliaire prouve cette inégalité : 2 I S W Y= o T 1 91 T, 92
> : p g : Vi +z \/y_2 + o VIi+y m 2y—2 T x
x
>1—-= lorsque x > 0 1 2
Vit 2 car zl—yetparproduit Y Zy—y—pary>0
vVi+y 2 vi+y 2

> L’application auxiliaire ¢ est définie par différence : . L . .
Une preuve par une fonction auxilaire est aussi possible.

(x)—;—lJrf |0 +00 |
4 \/1+uic 12 p@) [0 7+ |
"2)= —— 4+~ > 3/2 >
¢ (z) 2(1+$)3/2+2_0 car (14+x)%° >1

1 T
>1- <

vi+zx 2

> Une deuxiéme démonstration de l'inégalité 1/v/1+ 2 > 1 —x/2 si
x > 0 exploite les méthodes algébriques usuelles. Cette inégalité est
vérifiée lorsque z > 1/2 car un membre est positif et 'autre négatif.
La suite de la preuve suppose x € [0, 1/2[ et démontre 'inégalité sur
les carrés des deux membres qui sont positifs :

VzeRy ¢(z) >0
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