Systeme linéaire I

Exercice 14 Déterminer, selon la valeur du parametre m € R et en utilisant I'algorithme de Gauss, I'’ensemble des

r+y—z = 1
solutions du systeme : 3r4+y—2z = 1

rT—2y+22 = m
Exercice 15 Soit m un réel.
, N . r+my = -3 . .
1. Résoudre le systeme suivant (on pourra discuter en fonction de m).
mr+4y = 6

2. Quelle interprétation géométrique du résultat faites-vous?

Exercice 16 Pour tout parametre m € R, on considere le systeme :
T + 2z = 1
(Sm) : 20 + my + 4z = 8—m
—x — my + (m?-3m-2)2 = 2m-4
1. Indiquer le nombre de solutions en fonction du parametre m.
2. Donner I'ensemble des solutions dans le cas m = 0, puis dans le cas m = 1.
ar+(1—a)y+(1—a)z = a?
Exercice 17 Discuter suivant la valeur du parameétre a € R le systéme { ar+ (1+a)y+(1+a)z = a—a®
r+y+z = l1l—a
Exercice 18 L’espace est muni d’un repere (O, 7, , ﬁ) On considere P; (respectivement P, P3) 'ensemble des points
M (z,y, 2) de l'espace vérifiant :
Pi: 2z — 3y + 42 = -3
Po: —x + 2y + =z = 5
Ps: 4z — by + 14z = 1

1. Quelle est la nature géométrique de chacun des P; ?

2. Déterminer l'intersection de P;, P2 et Ps. Quelle est sa nature géométrique ?



Systeme linéaire I

Exercice 14 Déterminer, selon la valeur du parametre m € R et en utilisant I'algorithme de Gauss, I'’ensemble des
r+y—z = 1
solutions du systeme : 3r4+y—2z = 1
r—2y+2z = m

Notons (S) le systéeme. Alors

(z + vy — =z = 1
(S) — ¢ — 2y + 2z = =2 Ly + Ly — 314
— 3y + 3z = m—-—1 L3+ L3—1I,
(z + vy — =z = 1
— ¢ y — =z = 1 Lo+ Lo/ —2
— 3y + 3z = m-—1 Ls
(z + v — z = 1
— A - =2 — 1
L 0 = m+2 L3+ L3+ 3L

On peut alors discuter suivant les valeurs de m :

= Sim + 2 # 0, cest-a-dire si m # —2, le systéme n'admet pas de solutions.
= Sim = —2, alors le systeme est équivalent a

x = 0
y = 142z

L'ensemble des solutions est alors {(0,z + 1, 2); z € R}.



Exercice 15 Soit m un réel.

r+my = —3
mr+4y = 6
2. Quelle interprétation géométrique du résultat faites-vous?

1. Résoudre le systéme suivant { (on pourra discuter en fonction de m).

On applique la méthode du pivot de Gauss. En laissant inchangée la premiére ligne et en faisant
Ly — mlLy — Lo, le systéme est équivalent a

{ r+my = -3
(4—m?)y = 6+3m=3(m+2)

Discutons alors suivant les valeurs de m.
» Sim # 2etm # —2, 4 — m? ne sannule pas. On en déduit que

_ 3(m+2) 3(m + 2) =3

4 — m? (2—m)(2+m) m-—2

On reporte ceci dans la premiére équation et on trouve

_ 4 _ 3.4 3dm  3m+6+3m 6
= M= m—2 m — 2 m—2
Le systéme admet donc une unique solution qui est (%, m_—_gz) .

» Sim = 2, alors la derniére ligne devient ) = 12. Le systéme n'admet pas de solutions.
» Sim = —2, alors la derniere ligne devient 0 = 0 et le systeme est equivalent a

T—2y=-3 < z=-3+ 2.
L'ensemble des solutions est alors
S={(-3+2y,y); yeR}.
Géometriquement, on peut en déduire que les deux droites £ + my = —3 et mx + 4y = 6 sont
» sécantes sim # 2, —2;

» paralleles strictement si m = 2;
» confondues sim = —2.



Exercice 16 Pour tout parametre m € R, on considere le systeme :

T - 2z = 4
(Sm) : 2r + my + 4z 8—m
{ -z — my + (m?-3m-2)z = 2m-4
1. Indiquer le nombre de solutions en fonction du parametre m.

2. Donner 'ensemble des solutions dans le cas m = 0, puis dans le cas m = 1.

1. On commence par chercher un systeme triangulaire equivalent :

T + 2z = 4
(Sm) — my = —m L9+ Ly—2I,4
—my + (m?—-3m)z = 2m L3+ L3+ L
T + 2z = 4
— my = —m
(m2—3m)z = m L3+ L3+ Lo

Remarquons aussi que m? — 3m = m(m — 3). On distingue alors 3 cas :
» Sim # 0 et m # 3, le systéme est triangulaire et les coefficients diagonaux sont non nuls :
le systéme admet une unique solution.
= Sim = 0, le systéeme est equivalent a l'unique equation 4+ 2z = 4, dont l'ensemble des
solutions est infini.
» Sim = 3, la derniere ligne du systeme est 0 = 3, et le systeme n'admet pas de solutions.
2. Lorsque m = (), on peut reécrire lunique équation restante, x + 2z = 4, sous la forme
x = 4 — 2z. Lensemble des solutions est alors Sp = {(4 — 2z,,2) : (y,2) e R*}.sim=1,la

résolution du systéme triangulaire donne immédiatement S§; = {(5,—1,—1/2)}.



ar+(l—a)y+(1—a)z a?
Exercice 17 Discuter suivant la valeur du parametre a € R le systeme ¢ azx + (14+a)y + (1 +a)
T+y+z

a— a2

1—a

Notons (.5) ce systéme, et appliquons la méthode du pivot de Gauss en choisissant la troisiéme ligne
comme pivot :

[ z+y+z = 1—a Ls
(S) = ¢« y+z = 0 Ly —alLs
L (1-2a)y+(1—-2a)z = 2a4°—a Ly —alLs
(z+y+z = 1—a
— { y+z = 0
L a(2a—1) = 0

On distingue alors plusieurs cas. Si a & {0,1/2}, le systéme n'est pas compatible et n'admet donc pas de
solutions. Si a = 0, le systéme est equivalent a

{x+y+z = 1

Y+ z 0

et donc l'ensemble des solutions est {(1,y, —y); ¥y € R}. Si a = 1/2, le systéme devient

r+yt+z = 1/2
y+z = 0

et donc l'ensemble des solutions est {(1/2,y, —v); v € R}.



nxercice 14 Lrespace est 1nunl d un repere (U, 1, 7, /). U1 consldere /~q (respectiveinent /~o, /~3) 1 ellselible des polnts
M (x,y,2) de Pespace vérifiant :

Pr: 22 — 3y + 42 = -3
Py: —x + 2y + =z = 5
Ps: 4z — 5Hy + 14z = 1

1. Quelle est la nature géométrique de chacun des P; ?

2. Déterminer l'intersection de P, P2 et P3. Quelle est sa nature géométrique ?

1. Chaque P; est un plan.
2. Un point M(z, y, z) est dans lintersection de Py, Ps et Pj si et seulement sl vérifie le
systeme suivant :

—x + 2y + =z = b
2r — 3y + 4z = -3
dr — bHy + 14z = 1

On résout ce systéme a l'aide de l'algorithme du pivot de Gauss. Notons (S) ce systéme. Alors

(—z + 2y + =z = b
(S) < ¢« y + 6z = T Lo+ Lo+ 214
| 3y + 18z = 21 Ls + Lo+ 414
(—z + 2y + z = 5
— ¢ y + 6z = T Ly + Ly + 214
\ 0 = 0 Lg + Ls— 3Ly
— {a: = 9 — 11z
y = 17 — 6z

L'ensemble des solutions est {(9 — 112,7 — 6z, z), z € R}. Il s'agit d'une droite passant par le
point (9,7, 0) et de vecteur directeur (—11, —6,1).



Try-z —
Exercice 19 %  Résoudre le systéme suivant, o1 z, y et 2 sont des réels positifs : { ;B*ggzlz =
220225 —
Onposea =Inz, b = Inyet ¢ = In z et notons (5) le systéme. La fonction logarithme étant injective,
ona:
3a+2b+6¢c = 0
(S) <= < 4a+5b+12¢c = In2
2a+2b+5¢ = In3
da+2b+6c = 0
— Tb+12¢ = 3In2
2b+3¢ = 3In3
3a+2b+6c = 0
— Tb+12¢ = 3In2
—3¢ = 21ln3—6In2
a —2In2+6In3
— b = —-3In2+12In3
c 2ln2 — 7In 3.

Ceci donne finalement comme unique solution
z = 223
y = 93312
_ 9237

o =



=]

Exercice 9 Soient o, 3 deux réels et M, g = 2 -1 . Déterminer les valeurs de a et 3 pour lesquelles

oo D
D -

I'application linéaire associée a M, g est surjective.

La matrice est donc de rang 3, saufsia = 22 et § = 4.

1 a a* o
a a® a* 1
Exercice 10 Déterminer, suivant la valeur du réel a, le rang de la matrice suivante : A = 2 ad 1 a
a* 1 a a?
Ai 0 ... 0
. . o 0 A
Exercice 11 Soit B la matrice diagonale par blocs B =
0o ... 0 A,

Calculer le rang de B en fonction du rang des A;.

Exercice 12 Soit A = (a; ;) € My, (R) avec a; ; = sin(i + j).
1. Montrer que Vk € N*  sin(k — 1) + sin(k + 1) = 2cos(1) sin(k).
2. Déterminer le rang de A.

2 0 4
Exercice 13 Considérons A = | 3 6

—4 . Déterminer les réels A tels que la matrice A — Al ne soit pas inversible.
1 -2 5



Exercice 9 Soient o, 3 deux réels et M, g = é —3 1 g f . Déterminer les valeurs de a et 3 pour lesquelles
I'application linéaire associée a M, g est surjective. et
La matrice est donc de rang 3, saufsia = 22 et § = 4. 1 a0 o o

Exercice 10 Déterminer, suivant la valeur du réel a, le rang de la matrice suivante : A = ( ;é 32 Gf i ) .

On obtient une matrice triangulaire, dont les pivots sont non nulssi1 — a* # 0, jesia # 1 et @ # —1.

Dans ce cas, la matrice est de rang 4. Sia = 1 oua = —1, la matrice A a méme rang qu'une matrice

dont une seule ligne est non-nulle. Elle a donc pour rang 1.
Exercice 11 Soit B la matrice diagonale par blocs B = O A2 .

0 0 A,

Calculer le rang de B en fonction du rang des A;.

Exercice 12 Soit A = (a; ;) € My, (R) avec a; ; = sin(i + j).
1. Montrer que Vk € N*  sin(k — 1) + sin(k + 1) = 2cos(1) sin(k).
2. Déterminer le rang de A.

2
Exercice 13 Considérons A = [ 3 —4 . Déterminer les réels A tels que la matrice A — Al ne soit pas inversible.
1



1 3 «o pj
Exercice 9 Soient o, 3 deux réels et M, g = 2 —1 2 1 |.Déterminer les valeurs de o et 3 pour lesquelles
-1 1 2 0
I'application linéaire associée a M, g est surjective.
La matrice est donc de rang 3, saufsia = 22 et § = 4. 1 a0 o o
2 3
Exercice 10 Déterminer, suivant la valeur du réel a, le rang de la matrice suivante : A = ( rfé :3 al i ) .
On obtient une matrice triangulaire, dont les pivots sont non nulssi1 — a* # 0, jesia # 1 et @ # —1.
Dans ce cas, la matrice est de rang 4. Sia = 1 oua = —1, la matrice A a méme rang qu'une matrice
dont une seule ligne est non-nulle. Elle a donc pour rang 1.
Exercice 11 Soit B la matrice diagonale par blocs B = 0 A - I :

Calculer le rang de B en fonction du rang des A rg(B) = (mq + -+ - + my,) — dim(ker(B)) =r1 + -+ + ra.

Exercice 12 Soit A = (a; ;) € My, (R) avec a; ; = sin(i + j).
1. Montrer que Vk € N*  sin(k — 1) + sin(k + 1) = 2cos(1) sin(k).
2. Déterminer le rang de A.

2
Exercice 13 Considérons A = [ 3 —4 . Déterminer les réels A tels que la matrice A — Al ne soit pas inversible.
1



1 3 «o pj
Exercice 9 Soient o, 3 deux réels et M, g = 2 —1 2 1 |.Déterminer les valeurs de o et 3 pour lesquelles
-1 1 2 0
I'application linéaire associée a M, g est surjective.
La matrice est donc de rang 3, saufsia = 22 et § = 4. 1 a0 o o
2 3
Exercice 10 Déterminer, suivant la valeur du réel a, le rang de la matrice suivante : A = ( rfé :3 al i ) .
On obtient une matrice triangulaire, dont les pivots sont non nulssi1 — a* # 0, jesia # 1 et @ # —1.
Dans ce cas, la matrice est de rang 4. Sia = 1 oua = —1, la matrice A a méme rang qu'une matrice
dont une seule ligne est non-nulle. Elle a donc pour rang 1.
Exercice 11 Soit B la matrice diagonale par blocs B = 0 A - I :

Calculer le rang de B en fonction du rang des A rg(B) = (mq + -+ - + my,) — dim(ker(B)) =r1 + -+ + ra.

Exercice 12 Soit A = (a; ;) € My, (R) avec a; ; = sin(i + j).
1. Montrer que Vk € N*  sin(k — 1) + sin(k + 1) = 2cos(1) sin(k).
2. Déterminer le rang de A.

2
Exercice 13 Considérons A = [ 3 —4 . Déterminer les réels A tels que la matrice A — Al ne soit pas inversible.
1
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