MPSI2 I Probabilités - exercices I

Exercice 1

1. Soient A et B deux événements d'un espace probabilisé.
Démontrer que : max (0, P(A) + P(B)— 1) < P(AN B) < min (P(A), P(B)).

[

2. Soient (92,P) un espace probabilisé, et Aq,..., A, des événements avec n > 2.

i)
Démontrer que : P(A;N---NA,) > (Z IP’(A?;)) — (n—1). (Inégalité de Bonferroni)
i=1



OnaAnBc Adone P(ANB) < P(A) et de méme P(AN B) < P(B) done
P(AnB) < min{P(A),P(B)}
Bien évidemment P(AN B) = 0. De plus P(AUB) <1 or
P(AuB)=P(A)+ P(B)—- P(AnB)

done
P(AnB)zP(A)+P(B)-1

puis
max {0, P(A) + P(B)—1} < P(AnB)
On va proceder par recurrence sur 7, le point clé etant la formule

P(AN B) =P(A) + P(B) - P(AUB).

La propriété est vraie si n = 1. Supposons-la vraie jusqu'au rang n — 1, et prouvons-la au rang n. On
pose A=A;N---NA,_1 et B= A,. Alors, daprés la formule précédente

P(A;N---NA,) =P(ANnB) =P(A) + P(B) — P(AU B).

Maintenant, on utilise lhypothése de récurrence pour minorer [P( A), et on utilise le fait que
P(A U B) < 1, et on obtient

P(A NN 4n) > Y P(4) — (n — 2) + P(4s) — 1

ce qui est exactement le résultat voulu.



Exercice 2 Soit (€2, P) un espace probabilisé¢, et Aq,..., A, des événements.

mn T
Démontrer que P (U AE-) < min Z P(A;) — Z P(A; N Ap)
i=1 i=1

T1<k<
1<k<n | <ien
ik



Il s'agit de prouver que, pour tout k € {1,...,n},ona

P (Cj A,:) < Zﬂ: P(A;)— ) | P(Ain Ay).
i=1 i=1 1%:7&%:&.

Par symétrie, on peut supposerque k =n.Pouri=1,...,n— 1,ona

P(4;) — P(Ain A;) = P(A:\Ay)

et donc
;P{AI} — 2 P(A;N A,) = P(A4,) + :1:11 (P(A.,} P(A; N An))
— P(4n) + Z P(4:\4,)
> p (Aﬂ vl ixAn)) .
) -
4,0 Q(m\Aﬂ} - Q*"“*’
et donc ) )

P (Aﬂ UUA,,-\A,‘) —P (D Ai)

i=1

ce qui donne le reésultat voulu.



Exercice 4 Dans une tombola, 1 000 bhillets sont mis en vente, et deux bhillets sont gagnants. Combien

faut-il acheter de billets pour avoir une probabilité supérieure a B) d’avoir au moins un billet gagnant ?



Notons n le nombre de billets achetés. On cherche la probabilite p,, de lévénement "au moins un des
billets achetés est gagnant”. Bien sdr, c'est la propriété de l'événement complémentaire "aucun des billets

achetés n'est gagnant™ que l'on va calculer. Il y a (1{]}3{]) choix possibles d'achats de billets et (933) choix

qui amenent a aucun billet gagnant. On a donc

()

Pn=1- (mun)
T
(1000 — 1)(999 — n)
B 1000 x 999 ‘

On en deduit que

(1000 — n)(999 — n)
1000 x 999
<~ n?—1999n + 500 x 999 < 0.

pn=>1/2 — <1/2

Le calcul des racines de ce polynome montre que l'une des racines est comprise entre 292 et 293 et lautre
est supérieure a 1000. Le polynome est negatif entre ces deux racines, et il faut donc acheter au moins
293 billets.



Exercice 5 Pour organiser une coupe, on organise un tirage au sort qui réunit n équipes de basket-ball de
1¢ division et n équipes de 2¢ division, de sorte que chaque équipe joue un match, et un seul.
1. Calculer la probabilité p, que tous les matchs opposent une équipe de 1° division a une équipe de 2°
division.

2. Calculer la probabilité g,, que tous les matchs opposent deux équipes de la méme division.

2n—1 I,
3. Montrer que pour tout n > 1, < < 2%n,
n n

4. En déduire nkl_}_]m P et n]glgc n -



1. On va dénombrer les tirages au sort en tenant compte de lordre des matchs dans le tirage
(c'est-a-dire que si l'on a 4 equipes A,B,C et D, les tirages (A-B,C-D) et (C-D,A-B) sont comptes
comme deux tirages différents car ils n'ont pas le méme premier match). On pourrait faire sans
cette convention, on obtiendrait les mémes reésultats mais cela changerait un peu la facon de faire.
Un tirage au sort se présente donc comme une n—liste de matchs, c'est-a-dire une n—liste de

combinaisons 2 a 2 disjointes. Il y a (22”') facons de choisir la premiere combinaison. Puis, cette

combinaison choisie, il y a encore (2“2_ 2) facons de choisir la combinaison suivante. Et ainsi de
suite... Ainsi, le nombre total de tirages au sort est :

() () ()0) - 2

Parmi ces tirages, comptons ceux qui ne font s'opposer que des équipes de division distinctes. Pour
le premier match, il y a n facons de choisir l'equipe de premiere division, et n facons de choisir

l'équipe de deuxiéme division, soit n2 choix. Pour le second match, il reste a choisir parmin — 1
équipes, et donc on a (n — 1)2 choix. Finalement, on obtient :

_ ()?  2m
o ik &)

2. Dabord, si n est impair, un tel tirage au sort est clairement impossible, et g, = 0. On suppose
donc que n est pair et s'écrit 2k. On choisit d'abord les k matchs parmi 2k qui opposent les matchs
de 1ere division entre eux : cela fait (2;) choix. Une fois ce choix realise, il faut compter le nombre

de tirages a lintérieur entre equipes de 1ere division. De la méme facon que lorsquon a compte le
2k)! - . ER
nombre total de tirages au sort, on trouve @k . De meme pour les tirages au sort entre equipes de

2k

e e () ()-8

2e division. On a donc :




3. Ecrivons que :
(2r)! =2"(2n—1)(2n — 3)...3 x 1 x nl.

On adonc:

(271.) e 2n-1)(2r-3)..3x1

n n!

Maintenant, en utilisant l'encadrement 2n — k—1 < 2n — k < 2n — k + 1, on obtient

o (2n —2)(2n —4)...4x 2 - (271.) {211211{2?1—2}...4%:2

n! n n!

qui donne finalement le résultat demande.
4, Onadonc:

n

[}Epﬂi 2,“_1!

qui prouve que p,, tend vers 0 si n tend vers +00. De méme pour gy...



Exercice 6 Deux joueurs A et B s’affrontent autour d’un jeu. A joue la premiére partie, B joue la deuxieme,
A joue la troisieme, et ainsi de suite. Les deux joueurs jouent 2n parties, et le premier qui gagne une partie a gagné
I'ensemble du jeu. On suppose que A a une probabilité a €]0, 1] de gagner une partie donnée, B une probabilité
b €]0, 1], et que les parties sont indépendantes les unes des autres.

1. Quelle est la probabilité que ni A ni B ne gagne?
2. Quelle est la probabilité que A gagne? que B gagne?

3. A quelle condition le jeu est-il équilibrée?



1. Notons Aj l'événement "A gagne la k-ieme partie” et By, l'événement "B gagne la k-ieme

partie”. L'événement "ni A ni B ne gagne” est égal a A_l N E M---MAgy_1 M Bay,. Ces
événements étant indépendants, la probabilité recherchée vaut (1 — a)™(1 — b)™.

2. L'événement "A gagne” est égal a la réunion des événements suivants : A4, A_l N Egg NAs,...
AiNBsN---MN By 2N Asy, 1. Maintenant, on a

P(AyNByN---NBoraN A1) = (1—a)* (1 -b)*la

et donc la probabilité que A gagne vaut

1—(1—a)"(1—b)"

n—1
1—a)f(1-b)* =
ag{ a)’(1—b)" =a X T b_ab

On peut fait un calcul similaire ou utiliser le fait que
P(A gagne) + P(B gagne) + P(matchnul) =1

pour demontrer que

T
L

1-(1—a)"(1-0b)"
a+b—ab '

P(Bgagne) =b(1—a) Y (1 —a)*(1—b)*=b(1 —a) x

S
|

3. Le jeu est eéquilibré si et seulement si A et B ont la méme probabilité de gagner, c'est-a-dire si
et seulement sia = b(1 — a).



Exercice 7 Soit (€2, ,IP) un espace probabilisé et A un événement de probabilité non nulle.
Donner une condition nécessaire et suffisante pour que P4 = P.



Supposons d'abord que P4 = . En particulier, P(A) = P4(A) = 1. Ainsi, A doit étre un événement
presque sdr.
Réciproquement, si on suppose que IP(A) = 1, alors pour tout événement B, on a

_ P(ANB)

P4(B) = ) " P(AN B).

Maintenant, on sait que
P(AN B) + P(AN B) = P(B).
Mais puisque A N B C A et que P(A) = 0, on en déduit que
P(AN B) =P(B).

Ainsi, P4 = IP si et seulement si A est un événement presque sur.



Exercice 8 Soient A, B, C trois évenements avec P(BNC') > 0. Vérifier P(A|BNC)P(B|C) = P(AnB|C).



Exercice 8 Soient A, B, C trois évenements avec P(BNC') > 0. Vérifier P(A|BNC)P(B|C) = P(AnB|C).

On a

P(ANBNC)P(BNC)
P(BnC) P(C)

P(A|BNnC)P(B|C) = =P(ANB|C)



Exercice 10 Une urne contient 8 boules blanches et 2 boules noires, indiscernables au toucher. On tire
sans remise et successivement 3 boules de cette urne.

1. Quelle est la probabilité qu’au moins une boule noire figure dans le tirage ?

2. Sachant qu’au moins une boule noire figure dans le tirage, quelle est la probabilité que la premiere boule
tirée soit noire ?



1. Distinguons les boules et ordonnons les tirages. Il ya 10 x 9 x 8 tirages possibles. Calculons
maintenant le nombre de tirages comprenant au moins une boule noire. Il y a deux possibilités :
» Le tirage ne comporte quune seule boule noire. Il y a 3 facons de choisir la position de la
boule noire (lors du premier tirage, du deuxiéme, etc...), 2 choix pour cette boule, et ensuite
8 X T choix pour les deux boules blanches. En tout, ilyadonc 3 X 2 x 8 x 7 tirages
correspondants.
» Le tirage comporte les deux boules noires. On choisit d'abord les deux tirages ou on a pris les

boules noires : on choisit 2 places parmi 3, soit (g) = 3. Ce choix fait, il y a 2 choix pour les

boules noires, et 8 choix pour les boules blanches. Il y a donc en tout 3 X 2 x 8 tels tirages.
Le nombre total de tirages est donc 6 x 8 X 8 et si on note B [événement "Au moins une boule
noire figure dans le tirage”, alors la probabilité de B est égale a

6 x8x8 8

P(B)=150x8 15

Remarquons que, comme souvent dans ce type d'exercice, il est plus facile de déterminer la

probabilité du complémentaire : en effet, B est lévénement “on ne tire que des boules blanches".
Le nombre de tirages correspondant est 8 x 7 x 6 et donc

P(ﬁ}— E8xTx6H B 7Tx6 _i
T 10x9x8 10x9 15

ce qui est bien la valeur attendue (ouf)!
2. Le denombrement du nombre de tirages tels que la premiére boule soit noire est plus simple. Il
y a exactement 2 X 9 x 8 tirages. Si A est 'événement : "La premiére boule tirée est noire”, alors

P(A)— 2x9x8 B 1
T 10x9x8 5°

On cherche P(A|B). Par définition,

T = P(ANB) P(4) 3
~ P(B) P(B) 8

puisque A C B.



Exercice 9 Une urne contient n boules noires et n boules blanches que 'on tire une a une sans remise.
Calculer la probabilité que l'on tire a chaque fois une boule de couleur différente de la précedente.



Pour k =1,...,2n, notons B}, l'evenement "la k-iéme boule tirée est blanche" et N = By, l'évenement
contraire "la k-iéme boule tirée est noire". Posons de plus

A=No,NBy, 1M Ny, an---N NN By
A" =B, N Noy_1 N Boy s ---MBs N Nj.

Un tirage ou l'on tire a chaque fois une boule differente de la precedente etant entierement determine
par la premiére boule tirée, on cherche P(A U A’). Puisque A et A’ sont incompatibles, on a

P(AU A"y = P(A) + P(A") = 2P(A), par symétrie du réle joué par les boules blanches et noires.
Reste a calculer P(A), ce que l'on fait par la formule des probabilités composées :

P(A) = P(Nan|Ban_1 N -+~ N Ny N By) P(Ban_1|Nan_a N --- N Na N By) - - - P(Na|B1) P(By).

Calculons P(Nog|Bog_1 N --- N Nan By). Si By, No, ..., Bop_1 sont réalisés, il reste dans l'ume
n — k boules blanches et n — (k — 1) boules noires. On a donc

n—k4+1

P(N%IB%_]_H ---ﬂNzr‘]Bﬂ = m.

Calculons ensuite P(Bag—1|Nog—a M --- N Na N By). Si By, Na, ..., Nog_3 sont réalisés, il reste dans
l'urne autant de boules noires que de boules blanches, et donc

1
P(ng_ﬂNgk_z N---MN N l"lB1) = E

Finalement on trouve

1 &% n—k+1
P[A}:FHX 2% — 1
k=1

n!

2“x1x3x~-x@n—n
1 (n1)2.2"  (n!)?

= “ Ten)t (@)

2(n!)?
(2n)!

Finalement, la probabilite que l'on tire a chaque fois une boule différente de la précedente vaut



Exercice 11 Un fumeur, apres avoir lu une série de statistiques effrayantes sur les risques de cancer, décide

d’arréter de fumer ; toujours d’apres des statistiques, on estime les probabilités suivantes : si cette personne n’a
pas fumé le n-ieme jour, alors la probabilité pour qu’elle ne fume pas le jour suivant est 0,3 ; mais si elle a fumeé
le n-ieme jour, alors la probabilité pour qu’elle ne fume pas le jour suivant est 0,9. Pour n = 0, on note F},
I'événement “la personne fume le n-ieme jour” et p, la probabilité de F),. En particulier on a py = 1.

1. Démontrer que p,, ., = —0,6p, +0,7.

2. La personne va-t-elle s’arréter de fumer?



1. D'apres la formule des probabilités totales,

P{Fﬂ-l—l) — PFn(Fﬂ+1)P(Fﬂ) + PF“(FH+1)P(FH)'

L'enonce nous dit que

PF,,{FH—I—I} = U‘,g et PF_(FH_'_I) = {]',3

dou

PFH{Fﬂ_l_l} = {]',1 et PF_(FH_FI) = [},7.

On a donc
Pnt+1 = 0,1pp + 017(1 _P‘n) = —0,6p, + 0,7.

2. On a une suite arithmético-géométrique. L'équation £ = —0,6¢ + 0,7 donne £ = 7/16. La suite
(gn) définie par g, = p, — £ est une suite géométrique de raison —0,6, elle converge vers 0, et
donc (py) tend vers 7/16. La probabilité que la personne fume le n-iéme jour tend vers 7/16. Elle

ne va pas sarréter de fumer!



Exercice 12 On tire successivement 3 boules dans une urne contenant 6 boules blanches et 4 boules noires.
Quelle est la probabilité que la 3e boule tirée soit blanche ?



Introduisons les 3 événements suivants : Ag ="les deux premiéres boules tirées sont noires”, 4; ="les
deux premiéres boules tirées contiennent une blanche et une noire” et As ="les deux premieres boules
tirées sont blanches. Introduisons aussi B; l'événement : "la i-eme boule tirée est blanche". On cherche
P(Bs3), et comme Ap, A;, As forme un systéme complet d'événements, la formule des probabilités
totales donne :

P(B3) = P(Bs|Ao)P(Aq) + P(Bs|A1)P(A1) + P(B3|A2)P(As).

On a P(B3|Ap) = g = g (si on a tiré deux boules noires, il reste 6 boules blanches et deux boules

noires dans l'urne), puis P(B3|A;) = % et P(B3|Ag) = % = % Reste a calculer les P(A4;). On a
As = B N By et donc, par la formule des probabilités composées,

5 6 1
P(43) = P(By|B1)P(B1) = ¢ x 15 = -
De méme,
_— — 5 4 F.
P(4y) = P(Ba|BI)P(B1) = § x 70 = 7¢-
Reste a calculer A;. On peut tout simplement remarquer que
8
P(A1) =1— P(4o) — P(A2) = -

Finalement,

3 2 5 8 1 1 3
PB)->y 2,5 8 1 1 3
Bi)=gxm+ts T3 %373

Bien sur, on aurait aussi pu faire un arbre de probabilites a 3 niveaux pour répondre a cet exercice.



Exercice 13 On dispose de 100 dés dont 25 sont pipés. Pour chaque dé pipé, la probabilité d’obtenir le
chiffre 6 lors d'un lancer vaut —.
1. On tire un dé au hasard parmi les 100 dés. On lance ce dé et on obtient 6. Quelle est la probabilité que ce
dé soit pipe?
2. Soit n € N*. On tire un dé au hasard parmi 100 dés. On lance ce dé n fois et on obtient n fois le chiffre 6.
Quelle est la probabilité p,, pour que ce dé soit pipé. Interpréter le résultat.



1. Notons T l'événement : " "le dé est pipé” et C lévénement ~le lancer améne un 6". On cherche
Pc(T). On va calculer cette probabilité en utilisant la formule de Bayes. En effet, (7', T') est un
systéme complet d'événements de probabilités non nulles, avec P(T') = 25/100 = 1/4 et
P(T) =1 — P(T) = 3/4. L'énoncé nous dit aussi que Pr(C) = 1/2 et bien sir P(C) = 1/6.
La formule de Bayes donne alors

P(T)Pr(C)
Pr(C)P(T) + Pr(C)P(T)

x

Pe(T) =

| | =
= b | =

X
e |

_'_

B | = oo

2. Introduisons les événements C} définis par " “le k-ieme lancer améne un 6" et D = ﬂ:zl Ck.
Nous cherchons Pp(T') que l'on calcule toujours par la formule de Bayes. Il faut juste remarquer
que maintenant, par indépendance des événements C, Pr(D) = (1/2)" et Ps(D) = (1/6)™.
On trouve donc :

P(T)Pr(D)
Pr(D)P(T) + Pr(D)P(T)

k!
1 1
()
1\" 1 1\" _ 3
(3) x4+ (3) =3

1
o 1 _|_3—"-'1+1 '

Pp(T) =

En particulier, (py) tend vers 1 lorsque n tend vers linfini, ce qui est conforme a lintuition : plus n
est grand, plus le dé est tres certainement pipe.



Exercice 14 Soit N > 2 et p €]0,1[. On pose g = 1 — p. Un joueur qui dispose d'une somme de k euros,

avec k € [0, N], joue a un jeu de pile ou face avec les régles suivantes. Il lance successivement une piéce de monnaie.
A chaque lancer, avec probabilité p, la piéce tombe sur pile et le joueur gagne 1 euro; et avec probabilité ¢, la
piece tombe sur face et le joueur perd 1 euro. Le jeu s’arrete lorsque le joueur possede N euros ou lorsqu’il est
ruiné. On note py la probabilité qu’a le joueur d’étre ruiné s’il possede la somme de k euros au départ.

1. Déterminer pg, pn.

2. Démontrer que pour tout k € {1,...,N — 1}, on a p = ppr+1 + qpr_1.

3. En déduire la valeur de pg pour k € {0,... N}.



1. Onapyg=letpy =0.
2. On note P; l'événement : “le premier lancer donne pile” et F l'événement : "le joueur est

ruiné”. Puisque { P;, P; } est un systéme complet d'événements, on a

P(E) = P(E|P)P(P,) + P(E|P,)P(P,) = pP(E|P) + qP(E|P).

Si Pj est réalisé, le joueur dispose apres le premier lancer d'une somme de k + 1 euros. La
probabilité quil soit ruiné est donc égale a la probabilité qu'un joueur disposant d'une somme

initiale de k + 1 euros soit ruiné. De méme, si P; est réalisé, le joueur dispose aprées le premier
lancer d'une somme de k — 1 euros, la probabilité qu'il soit ruiné est donc égale a la probabilité
qu'un joueur disposant d'une somme initiale de k + 1 euros soit ruiné. On a donc

P(E) = ppr+1 + qpPk-1.



3. Sion reecrit cette relation sous la forme

1 q
Pkt1 = Pk — —Pk-1;
D P

on reconnait une relation de recurrence lineaire d'ordre 2, dont l'équation caracteristique est

1
‘rﬂ——'r—kgz[}.
p p

Si p # 1/2 et donc p # g, cette équation admet deux racines distinctes qui sont 1 et % et donc il
existe a, # € R tels que, pour tout k € {0,...,N},ona

k
q
pr=o+ 5(—) :
p
Utilisant les valeurs de p, et pp, on a le systeme
at+p = 1
N
a + ﬂ(%) = 0.

Finalement, aprés résoluton du systéme, on trouve




Lorsque p = g = 1/2, l'équation caractéristique admet 1 pour racine double, et il existe a, § € R
tels que, pour tout k € {U, SO ,N}, on a

pr = a+ Pk.

En utilisant la méme technique de resolution, on trouve finalement

k
ukZI—E.
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