MPSI TD 28
Indication sur le TD 27

1 Calcul de déterminants

Partie |
1. Alza’AQZaz—bcet Az = a® + b%c + bc? — 3abe .

a b ... b a b b
DU 0 a-—b 0
2. a) Danslecasa=c:An=|" ¢ 1=1. )
) : B
a ... a [0 (a=0) a—b

via LQ(-LQ—Ll,...,Ln<—Ln—L1.
donc en développant selon la premiére colonne An = a(a — b)" !

En transposant, on obtient A, = a(a —¢)" ! dans le cas a = b .

b) Cy <+ Cy +---+ C,, donne

a+(n—1)b b ) 1 b ... b
a+(n—1b a b 1 a b
= } — (a+(n—1)0)|.
a+(n—1)>b b a 1 b a
Lo+ Ly—L1,..., L, + L, — Ly donne
1 b b
0 a—0 0
An=(a+ (n—1)b)|. ) =(a+ (n—1)b)(a—b)""1.
0 0 a—1b
3. ViaC, + C, —Cp_q1 et L, <~ L, — L,_1 donne
a b b 0
Ap=lc a b 0
c ... ¢ a b—a
0 ... 0 c—a 2a—b—c
En développant selon la derniére colonne :
a b b a b b
An = —(b—a) : +(2a—-b-c) :
c a b c a b
0 ... 0 c—a c ... ¢ a

puis A, = —(b—a)(c—a)A,—2 + (2a — b — ¢)A,,_; et la relation demandée.

La suite (Ay,)n>1 est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique

7?2 —(2a—b—c)r+(a—b)(a—c) = 0. En reconnaissant somme et produit des racines, les solutions
de cette équation caractéristique sont a — b et a — ¢ , elles sont distinctes car b # cet donc le terme
général de (A,,) est de la forme An = Aa —b)"n+ p(a — )™ .

Pour n =1, on obtient A(a —b) + pu(a —¢) = a (1)

Pour n = 2 , on obtient A(a — b)2 + u(a — ¢)2 = a® — be(2)

(@ —¢)(1) — (2) donne A(a —b)(b —¢) = ¢(b— a) donc A = 55 et de méme p = % d'oi
An — c(afb)”fb(afc)”.

c—b



1.1 Partie Il

d) a)

2. a)

En retranchant la premiére colonne & toutes les autres colonnes, on fait disparaitre les x des
colonnes Cy,...,C, . En développant alors le déterminant selon sa premiére colonne on obtient
une somme de coefficients qui sont des fonctions affines de z multipliés par des cofacteurs qui eux
ne dépendent par de x . Ainsi D, (x) apparait comme une fonction affine de x .

n

Pour x = —=b , D,(-b) = H(ai —b) =6 —ab.

=1
Pour z = —c, Dyp(—c) = | |(a; —¢) = B — ac.
i=1
(aj —b) — H(ai )
On en déduit o = D"(_bl:l?n(_c) ==l c—bi:1
CH(ai —b) — bH(ai )
et = Dn(=b) +ab = =t =L -

D,, = Dy, (0) = 5.

Notons m; ; le coefficient d’indice (7, j) de la matrice définissant D,, . En fixant c et en faisant varier
b, on peut percevoir m; ; comme une fonction de b : b — m; j(b) . Cette fonction est continue car
soit m; j(b) = b soit m; ;j(b) ne dépend pas de b.

n
Puisque D, (b) = Z (o) Hma(i)’i(b) ,b = D, (b) est continue par opération sur les fonctions
=1

CTESn
continues.

Attention les variables ont changé.
Par continuité : Dy, (c) = lim D, (b) .
b—c

Orpourb#c,b#0et c#0

n n

(a; —b) = b] (@ —¢) e T4 :
Dy (b) = == = =3 EH(ai—b)—*H(ai—C) -

C

n
Si on pose p(z) = %H(ai —x) alors on a

On en déduit D, (c) = éim D, (b) = —c? ¢'(c).
—c

Les formules de dérivations donnent :

o(x) = =

SER

I (@-=

(aj —x) —

2
X
i=1 i=1



2 Matrice de Vandermonde ..

1. a) Soient P et @ dans R,[X] et A et p dans R.

2. a)

3. a)

(AP + pQ)(ao) AP(ag) + pQ(ao)
e(AP + uP) : :
(AP + 1Q)(an) AP(an) + pQ(an)
P(ap) Q(ao)

o Ne(P) + pi=(Q).

P(an) Qlan)

€ est donc bien linéaire.

Soit P € kere, on a P(ag) =--- = P(a,) =0 et deg(P) <
Le nombre de racines de P étant supérieur a son degré, il vient P = 0.

On en déduit que ker(e) = {O} et que € est injective.

De plus dim(R,,[X]) = dim(R"*) = n + 1, le théoréme du rang nous permet donc de dire que &
est un isomorphisme d’espace vectoriel.

n.

Pour déterminer A, on calcule les images des X* par € et on obtient directement

1 ag a% .ag

1 a a .ay
A= . :

1 a, a? ay

On reconnait une matrice de Vandermonde de determinant non nul car les a; sont deux a deux
distincts.

Soit i € [1,n], on a :

BY = (X +a;)", BY = n(X + ;)" ", BY = n(n—1)(X +a,)" % ..., B = nl (X + a,)°
ag X ay X an 1 ag nagfi n!
nay” "~ najy” nap” al naj” n!
Doa B=| : "letB=| " !
n! n! n! a na?1 n!

n

On passe de A a !B en permutant circulairement les colonnes ( signature (—1)"*!) et multipliant

la colonne j par "—,'

n

n+1 H

D’ou Det(B) = Det(A) # 0.

Detg(Bo, ..., B,) = Det(B), la famille (6(By),...,d(By)) est donc une base de R* 1.

On a ¢ (Vect(By, B1,...,Byp)) = Vect(d( 0),5(3 ) ..,0(Bp))
Le théoréme du rang nous permet de dire que
rang(Bo, B1, ..., Byn) = rang(6(By),6(B1),...,0(By)) =n+1

Or R,[X] est de dimension n + 1, on en déduit donc que (By, By, ..., By) est bien une base de
R, [X].
0 étant une application linéaire qui «transforme une base en une base», c’est un isomorphisme

d’espace vectoriel.

On a Idg,[x] qui est dans A, d’ot mathcal A # 0.
Montrons que A est stable par combinaison linéaire.



Soit (p,1) € A% et (A, u) € R?,
Soit P € R,[X] et a € R

Mg+ b)) (P(X +a)) = Ao (P(X +a)) + p((P(X +a)) (définition de Ap + ph)
= Ae(P)] (X +a)+ p[¥(P)] (X 4+ a)( ¢ et ¢ sont dans A)
= [Ao(P) + pp(P)] (X + a) ( propriéte de la composition des polynomes )
= [ +p)(P)] (X +a)

D’ou Ap + pup € A.
A est bien un sous espace vectoriel de L(R,,[X]).

On a A est bien un sous groupe de (L(R,[X]),+) et il contient l'identité qui est neutre pour la
composition, il reste & vérifier que A est neutre pour la composition.

Soit (¢, 1) € A2
Soit P € R,[X] et a € R

Wop)(P(X +a)) = ¢(@(P(X+a)) =1 (@P)X+a))
[Y(p(P)(X +a) (¢(P) € Ru[X])
(¢ o@)(P)] (X +a)

d’ou o p e A

A est bien une sous algebre de (L(R,[X],+,o0,).

On sait que £(R,[X]) est de dimension (n + 1)? donc A est de dimension inférieure a (n + 1)2.
La linéarité de F' se montre simplement en revenant & la définition.

« F(QAp + ) = (Mg + pp) (X™) = Ap(X™) + pp (X™) = AF (@) + pF (¢)»

Soit ¢ € ker(F),

Soit i € [1,n]

e(Bi) = ¢[(X+a)"
= [e(X™)] (X + a;) (Définition de A avec «P = X" )
= 0(p€kerF).

(Bo, ..., By) étant une base de R,,[X], on en déduit ¢ = 0.
En conséquence F' est injective.

Soit P € R,[X] et a € R,

V(P(X +a)) = [P(X +a)] = (X +a) P'(X +a) =[(P)|(X +a)

Donc v € A.

A étant stable par composition, Id,v,~?,...,7™ sont dans A.

Or F(3?) = 7(X") = [X"]) = 2L xn-i,

Manifestement (F(Id), F(7),...,F(7™)) est une base de R, [X] ( polynomes de degrés échelonnés

)

On en déduit que F est surjective.

F est donc un isomorphisme d’espace vectoriel d’ot dim(A) = dim(R,,[X]) =n + 1.



