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1 Majoration de Lagrange

1. Pour n = 0, l'inégalité devient

[f(z) = fO)] < Slpr,w](!f’l) z

On reconnait I'inégalité des accroissements finis pour f entre 0 et z.

2. En remarquant que f'®) = f*+1 pour tout k, on a pour tout = dans I,
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D’otl1 en intégrant entre 0 et x :
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Ce qui donne :
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SUP[o 4] ‘f("“)‘ ne dépend pas de la variable dintégration t.

Ce qui aprés un changement d’indice nous donne le résultat demandé.

A la question 1) nous avons I'initialisation de la formule.

Nous venons de faire, la formule est donc prouvée par récurrence.
3. Aprés avoir calculé les premiers rangs, on peut conjecturer que

¥ (z) = (2,52,)( x)~(k+1)/2 of on vérifie cette conjecture par récurrence.
4. Si k est un entier naturel alors
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D’ot par une récurrence simple ( ) < 4k,

5. g est de classe C* sur [0, 1] comme composée de fonctions C*.
En appliquant la majoration de Lagrange a g on obtient :
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Toutes les dérivées de g étant positives on en déduit que supy 4 ‘g(”“)’ = ¢t (z) (gt est positive
croissante. )
Il vient alors :
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2 Probabilités

1. Les (Xk)o<k<n sont des variables de Bernoulli indépendantes donc Y;, suit la loi binomiale B(n, p).

A,, correspond a Yy, = n donc P(4,) = (2”) " (1—p)™.
On peut remarquer que la formule est encore valable pour n = 0.
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Or pour p < %, 4dp(1 —p) < % et donc d’aprés la partie précédente,
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. Il ne peut y avoir qu'une seule premiére fois ot il y a autant de «piles» que de «faces», donc si m #n

alors B, et B,, sont incompatibles.

Siau me tirage il y autant de «piles» que de «faces» pour que cela se reproduire au n® tirage il faut que
les n—m tirages intermédiaires produisent autant de «piles» que de «facesy d’ou Pp, (A,) = P(An—m).

Si au n® tirage il y a eu un unique premier 1 << m < n tirage avec autant de «piles» que de «faces».
A, est donc 'union disjointe des A,, N By pour k allant de 1 & n d’oi

P(A,) = ZH:P(Antk)
k=1

= ) P(Bi) Py, (An)
k=1

= D P(By)P(An 1)
P

3 Matrices et équations différentielles

1.

La dérivation est linéaire et quand on dérive une fonction de classe C*°, on obtient une fonction de
classe C*°, D est donc bien un endomorphisme de E.

Une fonction de dérivée nulle est constante, on en déduit que le noyau de D est I’ensemble des fonctions
constantes.

Le noyau de D? + D + Id est défini par I'équation différentielle y” + 3’ + y = dont 'équation caracté-
ristique a pour racines j et j2.

le noyau de D2+ D+1Id est donc I'ensemble des fonctions de la forme ¢(z) = e~2 (A sin(z) + B cos(x))
ol (A, B) € R2.

Les ; sont clairement dans FE.

Soit f € E, il existe (a,b,c,d) € R?* tel que Vz € R, f(z) = € (a+ bz + cz® 4+ dz®) on a donc
F C Vect(o, @1, varphisps).

Réciproquement, Si f € Vect(po, p1,varphises) alors I(a,b,c,d) € R* tel que Vo € R, f(x) =
ae® +bre” +ca’e” +dade® = e%(a+ br + cx? +drd) dou f € F.

On a donc F' = Vect(gy, p1, varphiaps) ce qui prouve que F est bien un sev de E.

On sait déja que B engendre F', il reste & vérifier que c’est une famille libre.

Soit (a,b,c,d) € R* tel que apg + bp1 + cpa + dps = 0.

On aVz € R, (a+bx+cx?+dx?)e® = 0 d’ott a+bx+ca® +dx® = 0, le polynéme a+bX +cX? +dX3
a donc une infinité de racines, c’est donc le polynéme nul.

On en déduit a = b =c=d =0, B est bien libre, c’est une base de F.



10.

11.

12.

13.

B est une base de F' et D est linéaire d’ott D(F') = Vect (D(¢o), D(v1), D(p2), D(p3)).
SixeRetic[0,3]alors ¢'(z) = (ix*~! + 2%)e® d’oi1 ¢ € F.
On en déduit que D(F) C F.

Pour déterminer A, on exprime les dérivées des éléments de B dans elle-méme.

1100
. . : 01 20
Les calculs de la question précédente nous permettent de dire que A = 00 1 3
0 0 01
A est de la forme A = I, + B, B et I, commutant, on peut utiliser le binome de Newton.
0100 00 20 0 0 06
5> 100 20 2 |0 0 0 6 3 [0 0 0 O 4
Ona:B=1g 603 loooolZ=|oo0o0o|E =0
0000 0000 00 00
doi A" = Iy +n B+ 22l g2 nn-Vin=2) g3,
33 20 3 -3 4 -6
< 0 3 66 4_1]0 3 -6 12
Aprés calcul , M = 00 3 9 et M~ =3 0 0 3 —9
0 0 0 3 0 0 0 3
-1
Dans la base B le probléme s’écrit M X = (1) ,
0
-1 1
. . - _1 0 1 _6
il a pour unique solution X = M 1 =9 3
0 0

On en déduit que ¢(x) = % (1 — 62 + 32?) est une solution particuliere de I'équation y” +y' +y =
e®(z% - 1).

Soit (a, 8) € R2.

a+p+1 o+ 2 2 0
0 a+B+1 2a+4 6
2 _
A"+ ad+Blo = 0 0 a+B+1 346
0 0 0 atp+1

On en déduit que

— Sia+ B+ 10 alors rang(A%2a A + 3) = 3.

On peut remarquer que cela correspond ¢ 1 n'est pas racine de X2 + aX + f.

— Sia+B+1=0et a# -2 alors rang(A%a A + B) = 2.

On peut remarquer que cela correspond & 1 n'est pas racine de X2 + aX + f.

— Sia=-2et 8=1alors rang(A%2a A+ 3) = 1.

On peut remarquer que cela correspond o 1 est racine double de X% + aX + f.

— Sia+ B +1#0 alors A2 + oA + BI3 est inversible et comme dans la question 10) 1’équation
différentielle y” + o/ + By = e®(2% — 1) a une unique solution dans F.

— Sia+pB+1=0et a#—2alors A2 + aA + BI3 n’est pas inversible et Im(A% + aA + BI3) =
Vect (o, 01, p2) d’ott Péquation différentielle y” + oy’ + By = e*(x? — 1) a une infinité de solutions
dans F.

— Sia=-2et =1 alors Im(A? + oA + BI3) = Vect (o, ¢1) d’ott Péquation différentielle y” +
ay’ + By = e*(z? — 1) n’a pas de solutions dans F.

C est composée de 4 fonctions et dim(F') = 4, il suffit de vérifier que C est libre.

Soit (al, as, as, CL4) € R tel que YV € R, a1y + agpo + azps + aqpy = 0.

Pour x = —2 on obtient a; =0,

pour x = —1 on obtient as = 0,
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pour x = 1 on obtient ag = 0,
pour x = 2 on obtient a4 = 0.

C est libre c’est une base de F.

En développant on obtient, si z € R alors

P1(z) = (2 — 2 — 202 + 23)e”, Po(x) = (4 — 4o — 22 + 23)e”, Y3(z) = (—4 — 42 + 22 + 23)e” et
Pa(x) = (=2 — z + 222 + 23)e”.

2 4 -4 =2

-1 -4 -4 -1

-2 -1 1 2

1 1 1 1

D’ou la matrice de passage de BaC P = Pg =

et Mate(D) = P~1 AP,



