MPSI2 ‘ Déterminants - exercices I

Exercice 1
1. Soit n >4 et a,b,c,d € {1,...n} tous distincts. Que vaut (a b) o (¢ d) o (d a)?
2. Que dire d'une permutation de S,, possédant au moins n — 1 points fixes 7
3. Une permutation s # Id telle que s = Id est-elle nécessairement une transposition ?
4

. Enumérer tous les éléments de Sy.

Exercice 2 Pour les permutations o suivantes, décomposer o en produit de cycles disjoints, puis en produit
de transpositions. Calculer la signature de o, puis déterminer o' :
7
4

_(r23456) _(1234567809) (12
1" \354621)°'°2" 4697252813 3713 5
1 2 ... n—=1 n

n n—1 ... 2 1

4 5 6
T 1 2

o W

-~

Exercice 3 Soit n > 1. Déterminer la signature de la permutation suivante o, = (



Exercice 4 Soit n > 3.
1. Soient a # b € {1,...n} et soit ¢ € S,,. Quelle est la permutation oo (a b) oo™ 17

2. On appelle centre du groupe symétrique 'ensemble des permutations o € S,, qui commutent avec toutes
les autres : Vs € S,,, so o = o os. Déterminer le centre de S,,.

Exercice 5 Soit n > 2.
1. Démontrer que S, est engendré par les transpositions (1 2), (1 3),...,(1 n).
2. Démontrer que S, est engendré par les transpositions (1  2), (2 3),...,(n—1 n).

3. a) On considére la transposition t = (1 2) etlecyclec=(1 2 3 ... n). Calculer cFtc*.

b) En déduire que S,, est engendré par t et c.

Exercice 6 Pour n > 1, on note A,, 'ensemble des éléments de S,, de signature égale a 1. A,, est appelé
le groupe alterné d’indice n.

1. Démontrer que A,, est un sous-groupe de &,,.
2. Enumérer tous les éléments de Az, de Ay.

3. On suppose désormais que n > 2 et on fixe 7 une transposition de S,,. Démontrer que ¢ : S,, =+ S,,, 0 — goT
est une bijection. En déduire le cardinal de A,,.



1. On cherche l'image de chaque élément. Les éléements differents de a, b, ¢, d ne sont pas
modifiés. Pour a,b,cet d, on a :

a +dae d Hed) € Fab) C
b S@a b “ea b —@n @
€ Hda) € Fcd d gy d
d +da) @ F¥ed @ Hab) b

La permutation est donc un cycle de longueur 4, (a c d b).
2. Une permutation étant une bijection, le dernier élément de {1,...,n} ne peut étre envoyé
que sur lui-méme. Une telle permutation est donc necessairement l'identite.
3. Non, du moins si n = 4. En effet, la composee de deux transpositions a support disjoint verifie
elle-méme que s2 = Id.
4. Pour énumérer tous les éléments de 84, on peut partir du fait qu'une permutation se décompose
de maniére unigue en produit de cycles a supports disjoints. On trouve alors que les permutations
sont

» l'identite (correspond a des produits de cycle de longueur 1);
les 4 cycles, ce sont :

(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432);

les 3 cycles (qui correspondent a un produit d'un cycle de longueur 3 par un cycle de longueur
1); ces 3 cycles sont

(123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243).

les transpositions (qui correspondent a un produit d'un cycle de longueur 2 et de deux cycles
de longueur 1), ces transpositions sont :

(12), (13), (14), (23), (24), (34)

les produits de deux transpositions a support disjoint (produit de deux cycles de longueur 2).
Ces produits sont :

(12)o(34), (13)o(24), (14)0(23).

On a ainsi énumeérée les 24 éléments de Sy.



1. On commence par etudier les images successives de 1. Ce sont 3,4,6. On etudie ensuite les
images successives de 2. On trouve 5 (ensuite on revient a 2). On a eépuiseé tous les eléments de
1,...,6. La décomposition canonique de oy en produits de cycles disjoints est

o1 = (1,3,4,6) o (2,5).

Pour décomposer o en produit de transpositions, il suffit de décomposer chacun des cycles en
produits de transposition. Pour le second, c'est facile car il s'agit déja d'une transposition. Pour le
premier, on écrit

{:11 3,4, ﬁ) — (]-'.- 3) e (31 4) < (41 ﬁ}
et donc
o1 = (1,3)0(3,4) o (4,6) o (2,5).

L'ordre du cycle (1, 3,4, 6) est 4, lordre du cycle (2,5) est 2, Uordre de la permutation est donc le

ppcm de 2 et 4, a savoir 4. En particulier, puisque 4/100, on en déduit que a{m = Id. Enfin,

puisqu'on a décomposeé 1 en produit de transpositions, il est facile de déterminer sa signature. Elle
vaut

g(oy) = (-1)* = 1.
2. Par la méme methode, on trouve
oq = (1,4,7,8) 0(2,6,5) 0 (3,9),
o2 = (1,4)0(4,7) 0 (7,8) 0 (2,6) o (6,5) o (3,9).

L'ordre de o3 est le ppcm de 4,3 et 2, soit 12. La signature de o9 est (—1)"{j = 1. Enfin, puisque
100 = 0[2], 100 = 1[3] et 100 = 0[4], on en déduit que

a3 = (2,6,5)! = (2,6,5).



1. On cherche lorbite de 1. On trouve 3,6,2,5. 4 n'est pas dans lorbite de 1, on cherche son orbite.
On trouve 7. Tous les éléments de {1, ..., 7} étant couverts, la décomposition de o en produit de

cycles a supports disjoints est
oc=(13625)o0(47).

2. Lasignature du 5—cycle (136 2 5) est (—1)> ! = 1. La signature de la transposition (4 7)
est -1. La signature de o estdonc 1 x (—1) = —1.

3. On va décomposer chaque cycle intervenant dans la décomposition de o en produit de
transpositions. Pour (4 7), c'est déja fait! Pour le 5-cycle, on a tout simplement

(13625)

(13)o(36)0(62)o0(25),
d'ou
oc=(13)o(36)o(62)o(25)o(47).

On peut alors retrouver que la signature de o est égale a —1.
4. On remarque que o'® = Id (l'ordre de o valant le ppcm de 2 et 5, soit 10). Ainsi,

2000 — (510)20 — T4, Finalement, 2! = ¢,



Notons &, la signature de o,. Pour n > 3, on peut décomposer o, en T, 0 s, ou T, est la transposition
(1 n) et sy, est la permutation

2 3 . m—2 n—1
Sp — .
n—1 n—2 ... 3 2
Mais il est clair que la signature de s,, vaut celle de o, 5 (il s'agit de la méme permutation, mais en
renumerotant les élements). On obtient donc la formule de recurrence

En S _En_zn

En particulier, £, = £,_4 pour n = 4, et il suffit donc de regarder la congruence modulo 4 de n pour
trouver la valeur de £,,. On en déduit que

(eaky1 = e1=1

{ Eqri2 = &= —1
Eggyz = €3=—1

[ Eakya = &1=1

Une autre facon de procéder est de remarquer que o, est le produit des transpositions suivantes : (1 n),
(2 n — 1), etc... Il suffit alors de compter le nombre de transpositions pour déterminer la signature.



1. Commencons par étudier l'image de o(a). On a
o '(o(a)) = a, puis (a b)(a) = b,

donc o(a) est envoyé sur o(b). Un raisonnement similaire montre que o(b) est envoyé sur o(a).

Prenons maintenant k # a(a), o(b). Alors o (k) # a,b. En particulier, o (k) reste invariant
par la transposition (a b). Et donc :

go(ab)oo (k) =a(c (k) =E.
Ainsi, les éléments différents de o(a), o(b) sont invariants par la permutation. On en déduit que
oo(ab)oo ! = (o(a)a(b)).

2. Soit o appartenant au centre de Sy,. Alors 00 (12) = (12) oo scitoo (12)oo ! = (12),
ce qui donne, d'apreés la question précédente, (o(1) o(2)) = (1 2). Ainsi, on a nécessairement
o(1) = 1 ouo(1l) = 2. De méme, ona oo (1 3) = (1 3) oo, et le méme raisonnement prouve
que o(1) = 1 ou o(1) = 3. En comparant ces deux résultats, on a o(1) = 1. Bien entendu, ce qui
a été réalisé pour 1 peut ['étre pour nimporte quel entier dans {1,...,n}, et o doit étre égale a

lidentite. Reciproquement, lidentité commute avec toutes les permutations. Le centre du groupe
symetrique, pour n = 3, est donc constitue de lidentite.

Remarquons que cette démonstration ne fonctionne plus si n = 2. Dans ce cas, le centre de S, est
S5 tout entier (mais il n'y a que deux éléments dans Ss!).



1. Puisque les transpositions engendrent Sy, il suffit de démontrer que toute transposition (i j),
avec ¢ < j, s'écrit comme produit des transpositions (1 k). Mais si ¢ = 1, c'est déja fait, et si
l1<i,ona(i j)=(1 i)o(1l jF)o(1l i).

2. On va utiliser la question précédente et démontrer que toute transposition (1 k) s'écrit
comme produit de transpositions de la forme (¢ i + 1). On procéde par récurrence finie sur

k € {2,...,n}, \a propriété étant vraie si k = 2. Supposons la propriété vraie au rang k. Pour la
prouver au rang k + 1, il suffit d'écrire que

(1 k+1)=(k k+1)o(1 k)o(k k-+1).

3.
3.1. On va prouver par récurrence finie sur k € {0,...,n — 2} que
cfFotoc®=(k+1 k+ 2).Lapropriété est vraie si k = 0. Supposons la prouvée au
rang k. Alors

HFlotoc ™) —co(k+1 k+2)oci=(k+2 k+3).

3.2. D'aprés la question précédente, toute transposition de la forme (k  k + 1) s'écrit en
fonction de c et de t. De plus, ces transpositions engendrent 5;,. Ainsi, ¢ et t engendrent Sj,.



1. Dabord, il est clair que Idg; _,; est un élément de A,,. Soient o,0' € A,,. Alors on a
g(oa’) =¢e(o)e(c') =1x1=1,
et donc oo’ € A,,. D'autre part, on a
e(oo™) =¢e(Id) =1
et

E(U’J_l) — E(J)E(ﬂ'_l) = E(cr_l)

et donc r—:(cr_l) — 1 ce qui prouve que o ! est bien un élément de .A,,. On a donc bien vérifié que
A, est un sous-groupe de &,,. Si on est un peu plus savant, on pouvait aussi remarquer que A, est

le noyau de la signature, qui est un morphisme de groupe. A ce titre, A,, est un sous-groupe de §,,.



2. Les elements de &3 sont :
= l'identite, qui est element de Asj;
= les transpositions, qui ne sont pas eléments de Aj3;
= les 3-cycles, (12 3) et (1 3 2), qui sont éléments de As3.

En particulier, A3 est constitue des 3 elements decrits précedemment. Décrivons maintenant A :
les elements de S, sont :

= l'identite, qui est element de Ajy;
= les 4 cycles, qui ne sont pas éléments de Ay;
= les 3 cycles, qui sont élements de Ay; ces 3 cycles sont

(123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243).

= les transpositions (ou 2-cycles), qui ne sont pas elements de Ay4;

= les produits de deux transpositions a support disjoint, qui sont eléments de .A4. Ces produits
sont :

(12)o0(34), (13)o(24), (14)0(23).

Ainsi, A4 est constitue des 12 elements decrits ci-dessus.

3. Puisque 72 = Id{lj___!n}, il est clair que ¢ o ¢ = Idg, . Ainsi, ¢ est bijective, d'inverse

¢! = ¢. Puisque e(0 0 7) = —&(0), ¢ envoie A, sur S, \ A, Puisque ¢ est bijective, les
cardinaux de A,, et de S,,\ A, sont identiques. D'autres part, S, est la réunion disjoint de A,, et
de S\ A, donc

card(S,) = card(A,) + card(S,\A,) = 2card(A,).
Il vient card(A,,) = %‘






Exercice 7 Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’'un K-espace vectoriel E.
Soient f une forme linéaire sur E, p la projection vectorielle sur F' parallelement a G et ¢ = Id — p sa projection
complémentaire. Montrer que 'application ¢ : E x E — K définie par ¢(z,y) = f(p(x))f(q(y)) — f(p(y))f(g(x))
est une forme bilinéaire alternée sur F.



Exercice 7 Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’'un K-espace vectoriel E.
Soient f une forme linéaire sur E, p la projection vectorielle sur F' parallelement a G et ¢ = Id — p sa projection
complémentaire. Montrer que 'application ¢ : E x E — K définie par ¢(z,y) = f(p(x))f(q(y)) — f(p(y))f(g(x))
est une forme bilinéaire alternée sur F.

Solution

p: Ex E— K

el(y,z) =Ff(p(y) fla(z)) — f(p(z)) f(g(x)) = —¢ (z,y). Il suffit d'étudier la linéarité en la 1ére variable.

¢ (Az + pa',y) = f(p(Az + pz')) f(a(y)) — f(p(y)) (g (Az + pa')) or f, p et g sont linéaires donc

¢ Az + pa',y) = (M (p(2)) + p1f (p(2))) f(a(¥) — f(p(y)) (Af(g(=)) + pf (g(z'))) puis en développant et en réorganisant:

¢ (Az + pz',y) = Ap (z,y) + pe (', y).
o est donc une forme bilinéaire antisymétrigue donc alternée.



Exercice 8 Dans 'espace vectoriel R3, on considére la famille (u,v,w) formée des vecteurs u = (m, 1, 1),
v=(1,m,1) et w=(1,1,m) ot m désigne un parametre réel.
Pour quelles valeurs de m cette famille constitue-t-elle une base de R®?



Exercice 8 Dans 'espace vectoriel R?, on considére la famille (u,v,w) formée des vecteurs u = (m, 1, 1),
v=(1,m,1) et w= (1,1, m) ou m désigne un parametre réel.
Pour quelles valeurs de m cette famille constitue-t-elle une base de R3 ?

Puisqu'on est en dimension 3, la famille (El, €3, 83) est une famille libre si et seulement si c'est une base.
Soit M la matrice de ses trois vecteurs, ie

1
M=1]1
t

e
— ek

La famille (61, €2, 63] est une base de ]IES si et seulement si la matrice M est inversible, c'est-a-dire si et
seulement si det(M) # 0. Mais on a

1 t t+2 1 ¢
t 1|=|t+2 t 1
t 11 t+2 1 1
1 1 ¢
=(t+2)1 ¢
1 1
1 1 t
=(t+2)|0 t—1 1t
0 0 1-—t

= — (t+2)(t — 1)

La famille est donc une base si et seulement sit # —2 et t # 1.



1l+a a a

Exercice 9 Démontrer que b 1+b b |=14a+b+ec
& & 1+e¢
3 1 0 0
2 3 1
Exercice 10 Soit A, le déterminant de taille n suivant : A, =| g 2 3 0
1
0 0 2 3
1. Démontrer que, pour tout n > 1, on a A, 2 = 3A,,11 — 2A,,.
2. En déduire la valeur de A,, pour tout n > 1.
Exercice 11 Soit A = (a; ;) € Mn(R). On note A(x) la matrice dont le terme général est a; ; + .
1. Montrer que la fonction z + det(A(x)) est une fonction polynémiale de degré inférieur ou égal a 1.
2. Pour a et b deux réels distincts et a....,a, € R, en déduire la valeur du déterminant suivant
a1 a ... a
b o
S
b b «,




1422 —=z 0 0

—X 1+22 —x

Exercice 12 Soit x € R. Calculer 0 U 0
: —x 1+x* —=z
0 ... 0 —x 1422
Exercice 13 Etudier, suivant la valeur du parametre a € R ou m € R, I'inversibilité des matrices suivantes :
a -1 0 -1 0 m m m? —m
-1 a -1 0 1 m—1 2m—1 m?>-m
A= 0 -1 a -1 |* B= 0 m ™m 0
-1 0 -1 a 1 m 3m—1 0
r -y —z —t
E . . 1 y * -t =z
xercice 14 Soient (z,y, z,t) € R, on note A(zx) = ot oz —y
t —z y €T

1. Montrer que la fonction  — det(A(x)) est polynomiale de degré 4 (seul x est variable, y, z et ¢ sont ici des parameétres
fixés).

2. Calculer A(x)T A(x). A quelle condition la matrice A(z) est-elle inversible ?

. En déduire la valeur de det(A(x)).

4. Ces résultats restent-ils vrais si (z,y,z,t) € C*?

2



On commence par faire lopération L.; + Ls + L3 — L;. On obtient

l1+a+b+e 1+a+b+ec 14+a+b+e

D = b 1+b b
c c l1+e¢
1 1 1

=(14+a+b+e)|b 1+b b
c C 1+e

On retire ensuite b fois la premiere ligne a la seconde, et ¢ fois la premiéere ligne a la troisieme. On
obtient alors

1 1 1
D=(14+a+b+c)|0 1 0.
0 0 1

Il reste une matrice triangulaire superieure, avec des 1 sur la diagonale. Celle-ci est de determinant 1 et
doncD=1+a+b+e



1. On developpe suivant la premiere colonne. On trouve

3 1 0 ..0 1 0 0 ... 0
2 3 1 . 2 3 1
Ani2=31g 2 3 "-. 0|~2/0 2 3 . ol
: ) i | R T |
0 ... 0 2 3 0 ... 0 2 3

Le premier déterminant est A, 1. Pour le second, on développe par rapport a la premiére ligne, et
on retrouve alors A, (on a barré 2 lignes et 2 colonnes). Ceci nous donne la formule voulue.

2. On a une suite récurrente linéaire d'ordre 2, dont l'équation caracteéristique est r2 = 3r — 2.
Ses racines sont r = 1 et r = 2. On en déduit quiil existe A, u € R tels que, pour tout n > 1, on a

A, = 22" 4+ pul™

Mais Ay = 3 et Ay = 7, ce qui donne le systéme

22 +p = 3
AIA+p = T.
On en déduit immédiatement que A = 2 et u = —1. Ainsi, pour toutn > 1, on a

A, =21 1,



1. Retranchons la premiére colonne a toutes les autres colonnes. Alors le déterminant de A(x) est

égal au déterminant d'une matrice dont la premiere colonne est constituée par des termes du type
a;;1 + x et tous les autres coefficients sont des constantes (ne dependent pas de z). Si on

developpe ce determinant par rapport a la premiere colonne, on trouve que

k1)

det(A(z)) =) (—1)"(aiy1 + =) det(4;)

i=1

ou A; est une matrice a coefficients reels. D'ou le resultat.

2. Soit D(z) le déterminant de la matrice obtenue en ajoutant = & chacun des coefficients.
D'aprés la question précédente, on sait que D(z) = Az + u pour des réels A et p. De plus,
D(—a) est le déterminant d'une matrice triangulaire inférieure dont les éléments diagonaux sont
a; — a. Dou

D(—a) = ] [(ai — a).

De méme, on a

D(—b) = [J(ci — b).

i=1

A et u se déduisent alors facilement par la résolution d'un systéme 2 x 2 :

P D(—ﬁi—_f(—ﬂ]
alD(—b)—bD{—a
po= SRHIDCE)

Ce qui nous intéresse est la valeur D(0), soit

_ aH?:l(ﬂ"i —b) - bH?:](‘l’i — a)
a—>b |

D(0)



On note A, (z) le déterminant recherché. On remarque, en écrivant la formule qui donne la définition du
déterminant, que A, (x) est un polynome de degré exactement égal a 2n. De plus, le terme en z2" ne

peut s'obtenir qu'en faisant le produit des termes diagonaux. On en déduit que le coefficient devant ="
est égal a 1. Calculons ensuite A, (z) en effectuant un développement suivant la premiére ligne. On

trouve

Au(z) = (1 +2)A, (@) + 2
0 . Tl T, 0

: —x l—l—;r:2 —T
0 0 . 0 —zx 14z

On continue en effectuant un developpement suivant la premiere colonne du determinant restant. On
trouve

An(z) = (14 22)An 1 (z) — 22 A, a(2).
Pour trouver vraiment la valeur de A, (x), on calcule les premiéres itérations. On a
A(z) =1+22, Ay(z) =1+ 22 +=4,...

On conjecture que Ay(z) =1+ z? + - - - + 2. Démontrons ceci par récurrence double. La propriété

est vraie aux rangs n = 1 et n = 2. Si elle est vraie simultanément aux rangs n — 2 et n — 1, la formule
de recurrence précédente montre qu'elle est aussi vraie au rang n.. On obtient donc

Ap(z) =1+ 2%+ --- + 2™,



Il suffit de calculer le déterminant. Il faut le calculer de facon suffisamment intelligente pour quiil
apparaisse immediatement sous forme factorisée. Pour la premiére matrice, commencer par tout ajouter
sur la premiere colonne.

det(A4) =

= (a — 2)

=~ e e T
=
=
=

0 a 0
1 -1 a+1
+1 -1 1
—(a—2)| 0 a 0
1 —1 atl
— (a—2)a a-+1 1 }
1 a+1

= a(a — 2}((& +1)% - 1) = a*(a — 2)(a + 2).

La matrice A est donc inversible si et seulement si a # 0,2, —2.



2

Pour la matrice B, on procéde de la méme facon, en commencant par mettre m* — m = m(m — 1) en

facteur sur la derniere colonne.

0 m m 1
det(B]zm(m—l); mﬂ:l 2“”:1 ;
1 m 3Jn—1 0
0 m m 1
—mm—1)| ™t m (L4 — L2 — L4)
0 m m
0 1 m —1
m m 1
= -—m(m—1){m m 0
1 m -1
m m 1
= —m*(m—-1)|1 1 o0
1 m -1
m 0 1
= —m*(m—-1)|1 0 0 |(C2—C1— C2)
1 m—1 -1
:mﬂ(m—l)‘ 0 1}
m—1 —1

= — mﬂ(m — 1)2

La matrice est inversible si et seulement sim £ 0,1.



Calculons le déterminant de cette famille (de (n + 1) vecteurs dans un espace de dimension n + 1) par
rapport a la base canonique (1, X,...,X"). Ona

Le determinant recherche est donc
@2  OC2)" .. (@z)"
(?11) (_zﬂ}n_l (111) (—21)n_1 ca (’1") (_zn)n—l

() (")
(—2)"  (—z2)" ... (~z)"

G- T

1 1 1

On reconnait un déterminant de Vandermonde, qui est non-nul puisque les z; sont supposés tous distincts.
La famille considérée est effectivement une base de C,[X]|.



Exercice 16 Soit u € L(R,,[X]). Calculer det(u) dans chacun des cas suivants :

1. u(P)=P+ P’; 2. u(P)=P(X+1)-P(X); 3. u(P)=XP + P(1).
Exercice 17 Soit ¢ I'endomorphisme de M,,(R) défini par ¢(A) = *A. Calculer le déterminant de ¢.
Exercice 18 Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n, et f € L(E) tel que f? = —idg.

1. A laide du déterminant, montrer que n est nécessairement un entier pair.
2. Donner un exemple d’application f convenable pour n = 2.

3. Généraliser en proposant un exemple pour tout entier pair.



1. Cherchons la matrice de u dans la base canonique (1, X,..., X™). Onau(1) = 1 et pour
j>1, u(X7) = X7 + jX7-1. Autrement dit, la matrice de u dans la base canonique est

/110 ...

01 2 O

0 1

| .1)

La matrice est triangulaire supérieure et on en déduit aisément que det(u) = 1.
2. On peut appliquer la méme méthode ou remarquer plus simplement que u n'est pas injective,
car les polyndmes constants sont dans ker(u). Ainsi, u n'étant pas inversible, det(u) = 0.

3. On calcule toujours la matrice de u dans la base (1, X, ..., X™). Puisque u(1) = 1 et
u(Xj) —= jX7 + 1, la matrice est triangulaire supérieure, de coefficients diagonaux 1,1,2, ..., n.
Ainsi, det(u) = nl.



M (R) est la somme directe du sous-espace vectoriel des matrices symétriques et des matrices
antisymétriques. Soit (A41,...,4,) et (B, ..., By) une base respective de lespace vectoriel des
matrices symétriques et antisymétriques. (44,...,Ap, Bi,..., By) forme une base de M,(RR), etil

suffit de calculer le déterminant dans cette base. Mais ¢(A;) = A; tandis que ¢(B;) = —B;. On a donc

1 —1
det(¢) = (—1)9. Il suffit ensuite de se souvenir que p = ﬂ(n; ) ,ouq = “'{“2 )
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